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PRÉFACE 


La majesté d’un grand fleuve n’efface pas les charmes de son 
humble source. L’algèbre moderne, qui déborde avec ses ramifica- 
tions transcendantes dans tous les domaines des sciences exactes, 
prend sa triple source chez les Hindous, les Arabes et chez les 
Grecs dans Diophante. 

L'œuvre de Diophante n’a, certes, pas la puissance de celle d’Ar- 
chimède ; elle ne devait pas avoir la fécondité de celle d’Apollonius, 
et elle n’a pas gardé l'autorité de celle d’'Euclide, qui continue de 
peser sur l'attitude géométrique de notre esprit. Mais, si la valeur 
d'une œuvre se mesure moins à sa grandeur propre qu’à l'influence 
qu'elle a exercée, les travaux qui nous restent de Diophante doivent 
conserver notre admiration, ne fût-ce, entre autres mérites, que pour 
avoir allumé le génie de Fermat dans ses merveilleuses divinations 
sur les vertus des nombres, et inspiré Viète et Euler dans un grand 
nombre de leurs découvertes. 

La doctrine diophantienne est complètement ignorée de la plupart 
des mathématiciens de notre temps, même les plus instruits, et son 
influence passée n’a plus conservé chez eux que l'importance d’un 
point de départ ou d’une époque dans l’évolution de la science. Elle 
est cependant de celles dont l’humanité ne doit pas perdre le souve- 
nir ; car elle est encore digne de nos méditations pour sa valeur 
intrinsèque. 

Les écrits de Diophante ont longtemps été considérés comme 
n'étant susceptibles de traduction autre que dans un langage libre, 
entrecoupé de notations algébriques. Or, nos traductions antérieures 
des œuvres d’Archimède et d’Apollonius nous ont fait éprouver que, 
pour rendre intégralement en langue moderne un mathématicien de 
l’antiquité, il suffit d’entreprendre la chose avec application et 
persévérance. Nous avons donc pensé accroître le patrimoine 
intellectuel d’un petit monument de l’archéologie mathématique en 
mettant l'ouvrage de Diophante à la portée d’un plus grand nombre 
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dans une traduction française littérale, accompagnée de notes 
donnant la transposition moderne des passages obscurs ou trop 
arides. 

Notre traduction des œuvres de Diophante, telle que nous l’aban- 
donnons à la critique des mathématiciens et des hellénistes, sera sans 
doute de nature à déranger un peu les habitudes que nous devons 
au symbolisme opératoire de plus en plus accentué des mathéma- 
tiques actuelles. Mais nous sommes persuadé que pour ceux qui 
auront le courage de lire ce que nous avons eu la patience d'écrire, 
Diophante sera une nouvelle révélation de la puissance de la pensée 
mathématique dans l’antiquité. 


Lex But 
; 


INTRODUCTION 


Mi par di veder un gran lume. 
(Fermat, op. II, 190). 


L'histoire ne nous rapporte presque rien sur la personne de Dio- 
phante d’Alexandrie. S'il faut en croire une épigramme de l’Antho- 
logie Palatine (1) attribuée à Métrodore de Byzance, grammairien 
et arithméticien qui vivait sous Constantin le Grand, Diophante 
serait mort à un âge fort avancé. Cette épigramme nous apprend 
que le tombeau de Diophante aurait porté l'indication de la durée 
de sa vie sous la forme d’un problème arithmétique qui s’énonce 
librement comme suit : L'enfance de Diophante dura le sixième de 
sa vie ; la barbe lui crût après un douzième en plus ; il se maria 
après un septième en plus ; un fils lui naquit cinq ans plus tard ; ce 
fils vécut la moitié de l’âge de son père, et le père mourut quatre ans 
après son fils (2). Ce petit problème, qui mène à une simple équation 
du premier degré, nous révèle donc que Diophante aurait atteint 
l’âge de quatre-vingt quatre ans (*). L'époque à laquelle se serait 
écoulée cette longue carrière est cependant restée longtemps assez 
vague pour ne pouvoir être située qu'entre deux limites fort espacées. 
Une limite supérieure nous est indiquée par Diophante lui-même : 
dans son livre des Nombres polygones, 1l invoque à deux reprises 
Hypsiclès d'Alexandrie à propos de la définition du nombre poly- 


1. Anthologia Palatina epigrammatum gr. el lat. cum adnot. ined. Boissonadii, 
Chardonis de la Rochette, Both. etc. ed. Fr. Duebner. Paris, DipoT, 1864-1872, 
2 vol. in-40. 

2. On trouvera le texte grec de l’épigramme arithmétique de Métrodore dans 
l’édition précitée de l’Anthologie Palatine vol. II, Ép. XIV, 126, p. 485 ; ou bien 
dans l’ouvrage : Diophanti Alexandrini Opera omnia cum graecis commentariis edidit 
Paulus Tannery. Lipsiae, 1895, 2 vol. in-8°. Voir vol. II, p. 60. 


* & | 1 | 1 
3. La mise en équation de ce problème donne : + pi tar+5+sx+4=x, ou 
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3a*=9 : d'où : x—84. 
Ainsi l'enfance de Diophante aurait duré 14 ans ; il aurait dépassé l'adolescence 
à 21 ans ; ilse serait marié à 33 ans ; un fils lui serait né à 38 ans ; ce fils serait 


mort à 42 ans, alors que le père avait 80 ans. 
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gone, déjà donnée par ce dernier. Or, Hypsiclès fleurit au milieu du 
deuxième siècle avant notre ère, où il composa l'ouvrage sur les 
polyèdres réguliers formant actuellement le livre XIV des Éléments 
d'Euclide. | 

D'autre part, une limite inférieure nous est donnée par le commen- 
taire de Théon d’Alexandrie sur l’Almageste de Claude Ptolémée (1), 
où se trouve un passage de Diophante mentionné par Ramus, à la 
Renaissance, et sur lequel Nesselmann a attiré l’attention (?). Or, 
si l’on considère que Théon florissait de 365 à 390 après J.-C., et 
que sa citation paraît invoquer Diophante comme une autorité déjà 
établie, on doit en conclure que ce dernier aurait composé son ou- 
vrage avant la deuxième moitié du quatrième siècle. 

C'est donc dans le long intervalle de cinq siècles que se placent 
nécessairement les diverses déterminations qui ont été proposées 
pour l’époque de Diophante. 

Une première détermination se rencontre dans la préface de l’AJ- 
gèbre de Raphaël Bombelli (*), ouvrage marquant sur lequel nous 
aurons à revenir, et qui fut le premier à nous révéler l’œuvre de Dio- 
phante. Bombelli nous dit simplement, sans en fournir aucune 
preuve, que Diophante vécut sous Antonin-le-Pieux (#). Or, si l’on 
considère que ce dernier succéda à l’empereur Adrien en l’an 138 de 
notre ère, et qu'il régna jusqu’en 161, il en résulterait que Diophante 
aurait été le contemporain de Ptolémée. Cette détermination a 
parfois provoqué une confusion entre Diophante le mathématicien 
et un auteur du même nom auquel Ramus a attribué des Harmo- 
niques, et dont on possède une définition du rhythme (5). 


1. Piolemaei Magnac Constructionis lib. XIII. Theonis Alexandrini in cosdem 
comment. br: XI, graece (edidit Sim. Grynaeus). Basileae, 1558, 2 tomes en 1 vol. 
in-fol. Voir chap. IX, p. 40 de ces commentaires. 

Le texte du passage de Théon a été reproduit d’après deux manuscrits de Paris, 
dans l'édition critique précitée du Diophante de Tannery, vol. II, p. 35. Voir : ussi : 
Composition mathématique de Claude Ptolémée, traduite pour la première fois en 
français sur les manuscrits de la Bibliothèque Impériale par M. Halma (avec le texte: 
grec) suivie de notes de M. Delambre. Paris, 1813-1816, 2 vol. in-40. 

2. G. H. F. NESSELMANN. Die Algebra der Griechen. Berlin, 1842, p. 250. 

3. L’Algebra, parte maggiore dell’ Aritmetica divisa in tre libri di Rafael Bombelli 
da Bologna, novamente posta in luce. In Bologna, nella stamperia di Giovanni Rossi. 
MDLXXII, in-40. 

4. Ibidem, voir préface : « ...un certo Diofante Alessandrino, il quale fu a’ tempo 
di Antonin Pio... » 

5. Antiquae musicae authores, etc. graece et latine M. Meibomius restituit et notis 
exphicavit. Amstelodami, ELZEVIER, 1652, 2 tomes pet. in-49. Voir les définitions. 
du rhythme au traité de Bacchius-le-Vieux, 
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Une seconde détermination nous est fournie par Bachet de Mezi- 
riac dans la première édition qu’il a donnée du texte grec de Dio- 
phante (!). Il propose d'identifier l’auteur avec un astronome du 
temps de Néron, et incline ainsi à croire que Diophante aurait vécu 
au premier siècle de notre ère. L'opinion de Bachet, basée sur la 
notice que Suidas consacre à la mathématicienne Hypatia, n’est 
plus admise depuis que la critique a reconnu, avec Fabricius, que 
le texte du passage de Suidas a été altéré. Ce texte doit, en effet, 
être rétabli de manière à signifier, non qu'Hypatia avait commenté 
un Canon Astronomique composé par Diophante, lequel ne s’est 
peut-être jamais adonné à l'astronomie, mais qu'Hypatia avait 
composé un commentaire sur Diophante même, c’est-à-dire sur ses 
Ayrithmétiques ; un commentaire sur le Canon Astronomique, proba- 
blement celui de Ptolémée, et enfin un commentaire sur les Coniques 
d'Apollonius (?). 

La détermination rappelée le plus souvent dans les écrits relatifs à 
l’histoire des mathématiques est celle de Montucla (*). Elle s’appuie 
sur un passage de l'Histoire des Dynastes de l'écrivain arabe Abul- 
faradj, dont Montucla ne reconnaît cependant pas le témoignage 
comme décisif, et fait vivre Diophante sous Julien l’Apostat, c’est- 
à-dire au milieu du quatrième siècle de l’ère chrétienne. Cette 
détermination, d’après laquelle Diophante aurait été, du moins dans 
son extrême vieillesse, le contemporain de Théon d’Alexandrie, vise 
évidemment une époque trop tardive ; car, ainsi que l’a fait remar- 
quer Cossali (#), la citation d’Abulfaradj, basée sur l'autorité de 


+ 


1. Diophanti Alexandrinr Arithmeticorum libri sex, et de Numeris Multangulis 
liber unus. Nunc primum graece et latine editi, algue absolutissimis commentaris 
illustrati. Auctore Gaspare Bacheto. Lutetiae Parisiorum, 1621, in-fol. 

2. SUIDAS. Lexicon graece recognovit J. Bekker. Berolini, 1854, gr.in-8°. Le passage 
du Lexique de Suidas, au mot Hypatia, est le suivant : "Eypadev Urounvua ets 
Audpaytov... Toy dsToovoutxov xAvOvA, els Tù xwvixù Anokwviou Unouvru. 

Les points qui coupent cette phrase indiquent l'endroit où Tannery a supposé 
une petite lacune dans le texte ; il a proposé de la combler par le mot eïç, de 
manière à rétablir le sens le plus acceptable. Voir TANNERY : « À quelle époque 
vivait Diophante ? » (Bulletin des Sciences Mathématiques, 2e série, t. III, pp. 261- 
269 ; ou bien : Mémoires scientifiques de Tannery publiés par J. L. HEIBERG 
ct H. G. ZEUTHEN, Paris, 1912-1924, tome I, pp. 61-73.) 

3. MONTUCLA. Histoire des Mathématiques, nouvelle édition, achevée par |. 
De Lalande. Paris, 1799-1802, 4 vol. in-40. Voir tome I, p. 315. 

4. Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell’ algebra ; storia critica 
di nuove disquisiziont analitiche e metafisische arricchita di P. Cossali. Dalla Reale 
Tipografia. Parmense, 1797-99, 2 vol. in fol. Vol. IT, chap. IV. 


X DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


Suidas, ne paraît pas devoir se rapporter à Diophante le mathéma- 
ticien grec d'Alexandrie, mais plutôt à un sophiste du même nom, 
que Suidas (1) mentionne lui-même d’après les Wies des Philosophes 
d'Eunape, et qui, né en Arabie (?), aurait vécu sous l'empereur 
Julien. 

La paléographie a cependant apporté récemment un témoignage 
de nature à resserrer les limites auxquelles on s'était arrêté jusqu'ici. 
En effet, parmi les manuscrits grecs de la Bibliothèque de l’Escurial, 
dont Tannery fit la récension en vue de son édition des œuvres de 
Diophante, un fragment (), tiré des lettres de Michel Psellus (#), 
contient un passage relatif à la matière faisant l’objet du préambule 
des Arithmétiques de Diophante. Psellus, qui au XIe siècle dési- 
gnait déjà, à la manière des scoliastes, sous le nom de méthode 
égyptienne, ce que nous appelons maintenant la méthode algébrique 
de Diophante, nous expose une nomenclature des puissances des 
nombres allant jusqu’à la neuvième (5), et il ajoute : « Quant à cette 


1. Cîr. SuipaAs, édition précitée de Bekker. 

2. Ardmavros &5 ‘AozBias. Voir EuNAPIUS. De Vitis philosophorum, gr. et lat. 
ed. ill. N. Commelin. Coloniae, 1616, in-80. Le texte d’'Eunape a été publié aussi dans 
la collection intitulée : Dexippi, Eunapir, Petri Patricii, Prisci, Menandri historiae, 
gr. et lat. cum notis ed. J. Bekher et B. G. Niebuhr. Bonnae, 1829, in-80. 

3. MILLER. Catalogue des manuscrits de la bibliothèque de l’Escorial. Le manuscrit, 
recueil factice, contenant le fragment de Psellus, est côté Y-III-12, fo 73 r0 à 75 vo. 
Ce fragment a été publié pour la première fois dans l'édition critique précitée du 
Diophante de Tannery, vol. II, pp. 37-42. 

4. Michel Constantin Psellus-le-Jeune, théologien, historien, philosophe. mathé- 
maticien et médecin, surnommé le Polygraphe, naquit en 1020. Il professa la philo- 
sophie à Byzance, et fut précepteur de l’empereur Michel Ducas. Il écrivit un grand 
nombre d'ouvrages dont plusieurs n’ont pas encore été imprimés. Son poème Swr les 
Noms a été publié par J. A. H. Tittman dans son édition du Lexique de Zonaras. 
(Vol. I, p. 115). Son À brégé des Lois, composé vers 1070, a été édité en grec et en 
latin par Fr. Bosquet. (Paris, 1632), puis par L. H. Teucher. (Leipzig, 1788.) Son 
ouvrage d'alchimie intitulé : L'Art de faire de l'or, inédit en grec, a été traduit par 
Georges Valla. Son commentaire sur les huit livres de Physique d’Aristote, inédit 
en grec, a été publié en latin par J. B. Camotius. (Venise, 1555.) Parmi sept autres 
ouvrages philosophiques publiés en grec dès le XVIe siècle, le plus important est 
intitulé : Doctrine variée ; il se compose de 193 demandes et réponses relatives à 
la théologie, la philosophie, la physique et l'astronomie. Comme historien, il a 
composé l'histoire faisant suite à celle de Léon le Diacre ; elle s'étend depuis la mort 
de Jean Zimiscès en 975, jusqu’au règne de Constantin Ducas en 1039. 

5. La nomenclature de Psellus comporte dix degrés en comprenant l’unité, 
c'est-à-dire trois degrés de plus que dans la nomenclature donnée par Diophante 
dans le préambule de son ouvrage. D’après Tannery, cette nomenclature peut être 
reconstituée en résumé comme suit, d’après le texte de Psellus : 

1. Move. 
2. Iowros dotfuos &rhoùs à rheuod. 
3. Aeutecos dotfuos. — Terpaywvos n duvaurs. 
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méthode égyptienne, Diophante l’a traitée avec plus d’exactitude, 
et le très érudit Anatolius, après avoir recueilli les parties les plus 
essentielles de cette science, les a dédiées à son ami Diophante » (1). 
Il est hors de doute que ce passage se rapporte à Anatolius d’Alexan- 
drie (?), auteur du troisième siècle, dont Eusèbe loue les connais- 
sances étendues en arithmétique, en géométrie et en astronomie, 
et cite un fragment de son ouvrage sur les règles du comput pas- 
cal (*), et dont Jamblique nous a conservé des fragments de ses 
Introductions arithmétiques dans ses Théologumènes arithmétiques (4. 





4. Tpiros dptfuès. — KuüBos. 

5. Térapros dotfuôc. — [Auvauoôuvaurs ?]. 
6. éunros douiuos. — "Akoyos rowtos. 
7. Exros doûuôs. — [KuBéxubos ?]. 

8. "EfSôouos dotfuds. — "Aloyos deuteooc. 
9: (Oyô00ç dofuès). — Tetparn Güvaurs. 
10. (Evaros dotfubs). — KüBos ééehuxros. 


qu'une varians lectio du mot suvexrixwrura, lequel précède dans la même phrase. 
(Voir éd. critique précitée de Tannery, vol. II, p. 38, et Prolégomènes, p. XLVII). 

2. Anatolius d'Alexandrie, philosophe du troisième siècle, devint évêque de 
Laodicée en Syrie, en 270. Il nous reste des fragments de son ouvrage d’arithmétique, 
divisé en dix livres. Ces fragments ont été recueillis par Jamblique dans ses T'héolo- 
gumènes arithmétiques. Son Canon Pascal a fait l'objet d’une traduction latine 
attribuée à Ru fin, laquelle fut publiée par Gilles Boucher, dans son ouvrage: Doctrina 
temporum (Anvers, 1634, in-fol.). On possède encore d’Anatolius un fragment d’une 
espèce de catéchisme mathématique dont le texte a été recueilli par Fabricius. 
(Bibliotheca graeca, vol. II, p. 215 de la 1re édition, ou vol. II, p. 462 de la réédition 
de Harles). Dans ce fragment Anatolius fait la distance des tropiques égale au côté 
du pentédécagone, c'est-à-dire à 24 degrés. Halma, dans la préface de sa traduction 
française de l’Almageste de Ptolémée, se basant sur ce que Ptolémée avait déterminé 
l'obliquité de l’écliptique à 230 51’ 15’, en infère la diminution de l'obliquité de 
l'écliptique durant la période qui sépare ces deux auteurs. Mais on doit admettre, 
comme l’a fait voir Letronne, qu'Anatolius n'aura voulu se servir que d’un nombre 
rond. 

3. EusEBius. Opera, recognovit G. Dindorf. Lipsiae, 1867-1871, 4 vol. in-80. 

4. Jamblichus Chalcidensis. Theologumena arithmeticae ad rarissimum exemplum 
Paris. emend. descripta. Accedit Nicomachi Gerasini arithmetica. ( gr.) edidit Fr. Ast. 
Lipsiae, 1817, gr. in-80, 
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Or, comme Anatolius devint évêque de Laodicée en l’année 270 de 
notre ère, ses liens d’amitié avec Diophante doivent faire admettre 
que ce dernier était son contemporain plus âgé et aurait donc fleuri 
environ deux cent cinquante ans après J.-C. 

+ x 

Il nous est parvenu deux ouvrages de Diophante : les Ayrithmé- 
tiques et le petit traité intitulé : Des nombres polygones. 

Comme Diophante l’annonce lui-même dans son préambule, la 
matière du premier ouvrage était divisée en treize livres ; mais le 
temps ne nous en a laissé que six. La perte des sept autres a donné 
lieu à diverses conjectures de la part de plusieurs historiens des 
mathématiques, qui ont attiré l’attention sur la confusion qui semble 
régner dans la succession des propositions de l’ouvrage, et sur le 
désordre réel de sa division actuelle en livres (1). 

Colebrooke (?) a d’abord suggéré que la division en livres est 
incertaine. Charles Henry (*) a ensuite élargi cette opinion jusqu'à 
supposer que les six livres tels que nous les possédons ne font que 
grouper par deux douze des livres primitifs, tandis que le traité 
des nombres polygones aurait à l’origine constitué le treizième. 
D'autre part, Nesselmann (#) a soutenu qu'il nous manque de Dio- 
phante beaucoup moins de matière que ne semble l'indiquer le 
rapport de 6 à 13 ; que la partie manquante n’aurait pas constitué 
la fin de l'ouvrage, mais qu’elle aurait été située dans le corps même 
des six livres, notamment entre le premier et le deuxième livre ; 
enfin, que le désordre de l’ouvrage remonterait bien au delà du 
treizième ou quatorzième siècle, c’est-à-dire, à une époque antérieure 
à celle du manuscrit le plus ancien que l’on possède. Les conjectures 
de Nesselmann, longuement développées et accompagnées néan- 
moins de nombreuses réserves, ont été suivies par Hankel (5), par 


1. Contrairement à ce qui se présente dans 24 manuscrits, où la matière des 
Arithmétiques est divisée en six livres, le manuscrit du Vatican, côté 200, la divise en 
sept livres, et donne comme huitième livre le traité Sur les Nombres polygones. Le 
manuscrit de l'Escurial, côté Q-I-15, contient sept livres par le fait que le premier 
des six livres est divisé en deux parties ; il en est de même pour le manuscrit dit de 
Brozek, conservé à la bibliothèque de l’Université de Cracovie. 

2. COLEBROOKE. Agebra of the Hindus. Note M. p. LXI. 

3. Annales de la Faculté des Lettres de Bordeaux. T. II, pp. 86-90. 

4. G. H. F. NESSELMANN. Die Algebra der Griechen. Berlin, 1842, pp. 264-273. 


_ HANKEL, Zur Geschichte der Mathematik in Altertum und Mittelalter. Leipzig, 
74. 
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Cantor (1) et par Günther (?), sans que ces derniers les aient ce- 
pendant appuyées sur de nouveaux arguments. 

Des études récentes, basées sur l'examen critique de manuscrits 
plus anciens et surtout plus nombreux, ont abouti à des apprécia- 
tions assez différentes. On admet aujourd’hui comme réelle la perte 
des sept livres, et l’on estime qu’ils ne venaient pas s’intercaler 
entre les six livres que nous possédons, mais qu’ils en formaient la 
suite. Du reste, si le recueil des problèmes d’analyse indéterminée 
qui nous reste de Diophante témoigne de ressources encore fort 
limitées à son époque, et si l'inégalité que l’on constate dans la 
valeur des solutions fait apparaître Diophante plus souvent comme 
compilateur que comme inventeur, on ne saurait en conclure qu'il 
ait été incapable de s’élever à un niveau supérieur à celui des six 
livres que nous connaissons. En effet, Tannery a montré que de 
nombreuses propositions du premier livre laissent percer des con- 
naissances beaucoup plus étendues, que Diophante a parfaitement 
pu utiliser dans une élaboration assez abondante pour constituer 
la matière des livres perdus (°). Il y a lieu de remarquer aussi que 
Diophante présente çà et là des propositions qui côtoient de si près 
certaines découvertes modernes sur les propriétés des nombres, que 
l’on peut se demander si la partie manquante de son œuvre ne con- 
tenait pas au moins la divination de ces découvertes, ou si elle n’en 
donnait pas déjà une simple vérification empirique à défaut d’une 
démonstration véritable que l'absence de méthodes de généralisation 
chez les Grecs rendait encore impossible. Tannery (4) a fait ressortir 
à ce point de vue combien la méthode appliquée par Diophante 
dans la solution des deux premières propositions de son livre IV 
rapprochait déjà les mathématiciens grecs de la résolution de l’équa- 
tion du troisième degré dont la découverte paraît bien appartenir 
aux mathématiciens du XVI® siècle (5). Quant aux causes qui ont 


1. M. CANTOR. Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Leipzig, 1894. 

2. S. GUNTHER. À briss der Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften 
in Altertum. (In Iwan von Müller's Handbuch der klassischen Altertumswissen- 
schaîft. Vol. I.) 

3. Voir l'étude de Tannery intitulée : La perte des sept livres de Diophante. (Bulle- 
tin des Sciences Mathématiques, 1884, t. VIII, pp. 192-206 ; ou bien : Mémoires 
Scientifiques de Paul Tannery publiés par J. L. HEIBERG et H. G. ZEUTHEN. Paris. 
1912-1924, 5 vol. parus. Vol. II, pp. 73-90.) | 

4. Mémoires Scientifiques précités de Paul Tannery, p. 89. 

5. Cardan attribue la résolution de l’équation du troisième degré à Scipion de 
Ferro qui enseigna les mathématiques à Bologne au cours des vingt-cinq premières 
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pu amener la perte des sept livres, Tannery a supposé qu’un com- 
mentaire, probablement celui d'Hypatia, aurait été composé sur les 
six premiers livres seulement, et que le succès de cette première 
partie commentée aurait d’abord fait négliger, puis disparaître, les 
copies de l'ouvrage entier (1). Cette supposition, que ne corrobore 
cependant pas la disparition du commentaire qui aurait accompagné 
les copies des six premiers livres, s'inspire analogiquement de ce qui 
se serait produit pour les Coniques d’Apollonius, dont quatre livres 
sur huit nous ont été conservés en grec, grâce au commentaire 
d’'Eutocius qui les accompagne. S1 les quatre derniers livres des 
Coniques nous sont cependant parvenus en arabe, d’abord dans un 
résumé, puis dans une version intégrale (?), on ne pouvait guère 
s'attendre au même événement pour ce qui concerne les livres de 
Diophante qui nous manquent en grec ; car, quelles que puissent en 
avoir été les causes, la perte des sept livres doit probablement déjà 
avoir eu lieu avant le Xe siècle, époque où les mathématiciens arabes 
se livrèrent avec ardeur à l’étude de Diophante (*). D'ailleurs, si la 
perte des deux commentaires arabes sur les Arithméliques, cités 
dès l’année 987, dans le Fshrist (*), et dont il sera question plus loin, 


années du XVIe siècle. (Cfr. Hieronymi Cardani Artis Magnae sive de regulis 
algebraicis liber unus, qui et totius operis de arithmetica, quodopus perfectum inscrip- 
sit, est inordine decimus. Norimbergae, 1545, in-fol.). Cette attribution qui fut con- 
testée en faveur de Nicolas Tartaglia doit cependant être maintenue. En effet, si 
Bombelli ne mentionne pas Scipion de Ferro dans son traité d’algèbre publié en 
1572, à Bologne, il fait cependant allusion à sa découverte de la résolution de l’équa- 
tion du troisième degré, à cinq reprises différentes, dans une première ébauche de ce 
traité d’algèbre, écrite une vingtaine d'années plus tôt, et dont les manuscrits ont 
été retrouvés par Ettore Bortolotti dans la bibliothèque de l’Archigymnase de 
Bologne. (Cfr. Manoscrilli matematci, risguardanti la storia dell’ algebra, esistents 
nelle Brblioteche di Bologna. Esercitazioni Matematiche. Anno III. Catania, 1923, 
Dr 74) | 

1. Mémoires Scientifiques précités de Paul Tannery, t. II, p. 78 ; et édition 
critique précitée du Diophante de Tannery, vol. II, pp. XVII et XVIII. 

2. Les Coniques d'Apollontus de Perge ; Œuvres traduites pour la première fois 
du grec en francais avec une introduction et des notes par Paul Ver Eeche. Bruges, 
1924, gr. in-80, fig. Voir introduction. 

3. Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke von DT Heinrich 
Suter, Professor am Gymnasium in Zürich. (Abhandlungen zur Geschichte der 
Mathematischen Wissenschaften. Leipzig, Teubner, 1900, in-89. T. X de IX- 
277 pages). L'auteur a ajouté un supplément à cet ouvrage, en 1902, dans le t. XIV 
de la même collection, pp. 155-185, sous le titre : Nachträge und Berichtigungen zur 
« Die Mathematiher und Astronomen der Araber und 1hre Werke ». 

4. Das Mathematik-V'erzeichnis im Fihrist des Ibn Abt Ja’ Kub An-Nadîim. Zum. 
ersien Mal vollständig 1ns deutsche übersetzt und mit Anmerkungen versehen von. 
Dr Heinrich Suter, Prof. in Zürich. (Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, 
t. 6. Leipzig, Teubner, 1892, pp. 1-87.) Voir pp. 39-43. 
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pouvait, d'une manière, nous laisser dans l'incertitude de savoir 
si les Arabes disposaient encore des treize livres de Diophante, il 
n’en est plus de même pour ce qui concerne d’autres de leurs travaux 
inspirés par l'algèbre des Grecs. En effet, la seconde partie du 
Fahkhri, traité d’algèbre composé à la fin du X°® siècle par Abou 
Bekr Mohammed ben Alhaçan Alkarkh1 (1), et qui constitue un recueil 
de problèmes d'analyse déterminée et indeterminée, contient un assez 
grand nombre de propositions qui, sauf les changements apportés çà 
et là dans les données numériques, sont manifestement empruntées 
aux Arithmétiques de Diophante. On y relève notamment deux 
séries de problèmes correspondant respectivement à . ceux des 
livres II et III de Diophante, et qui encadrent vingt-cinq problèmes 
que l’on ne trouve pas dans les six livres que nous possédons. Or, 
comme les solutions de ces vingt-cinq problèmes sont ordonnées 
d'une manière toute différente de celle que l’on rencontre dans les 
Arithmétiques, et comme les équations qui traduisent les énoncés 
de ces problèmes mènent dans plusieurs cas à des valeurs irration- 
nelles, que Diophante considère encore comme inacceptables au 
même titre que les valeurs négatives, et qu'il repousse systémati- 
quement dans ses ingénieuses solutions par le procédé de la fausse 
position, il en résulte que ces problèmes ne peuvent avoir été em- 
pruntés à la partie manquante des œuvres de Diophante, laquelle 
dès lors aurait déjà été perdue au X°® siècle. 

Les Arithmétiques débutent par un long préambule dédié à un 
certain Dionysios que Diophante qualifie de « très honoré » (?). 
Bien que ce nom soit assez répandu chez les Grecs du troisième siècle, 
il s’agit ici incontestablement d’un homme jouissant d’une grande 
considération. C’est ce qui a amené Tannery à proposer l’identifica- 
tion de ce personnage avec saint Denys, qui devint évêque d’Alexan- 
drie, en l’an 247, après avoir dirigé le gymnase chrétien de cette ville 
depuis l’année 231. Tannery (?) s’est demandé si, dans cette hypo- 


a 


1. F, Wo£PxE. Extrait du Fakhri, traité d'algèbre par À bou Bekr Mohammed ben 
Alhaçan Alkarkhi. (Manuscrit 952, supplément arabe de la Bibliothèque Impériale.) 
Paris, 1853. 

2. riutwraré ot Atovose. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, 
D:xô: | 
3. TANNERY : Sur la religion des derniers mathématiciens de l'Antiquité. (Annales 
de la Philosophie chrétienne, t. XX XIV, 1896, pp. 26-36 ; ou bien : Édition précitée 
des Mémoires Scientifiques de Paul Tannery. Vol. IT, pp. 527-539.) 
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thèse, l’ouvrage de Diophante n'aurait pas été rédigé à la demande 
même de saint Denys, qui l’aurait destiné à des étudiants chrétiens, 
et il a fait valoir en faveur de cette supposition une remarque assez 
frappante, relative à la forme toute nouvelle dans laquelle se présen- 
tent les Ayrithmétiques. En effet, dans la plupart des ouvrages qui 
précèdent celui de Diophante, tel celui de Nicomaque de Gérase, et 
encore dans la plupart de ceux qui le suivront, notamment dans 
celui de Jamblique, les propositions sont énoncées d’une manière 
concrète, conformément aux habitudes des anciens, et se présentent 
généralement sous la forme d’historiettes mythologiques, comme 
celles des épigrammes de l’Anthologie. Or, comme Diophante rompt 
avec cette tradition, et qu'il pose tous ses problèmes numériques 
sous une forme abstraite, exception faite pour le dernier problème 
du livre IV, dont l’authenticité, en raison même de cette exception, a 
été mise en doute, il paraît ainsi avoir dépouillé intentionnellement 
son œuvre de l’habituelle affabulation païenne. Si l’on rapproche 
cétte constatation du fait que, d'après le passage d’une lettre de 
Psellus que nous avons reproduit plus haut, Diophante aurait 
également été lié d'amitié avec Anatolius d'Alexandrie, évêque de 
Laodicée, il ne reste plus qu’un pas à faire pour conclure en rangeant 
conjecturalement Diophante, comme l’a fait Tannery, parmi les 
premiers mathématiciens chrétiens de l’Antiquité. 

A l’époque où Diophante composait ses Ayrithmétiques, le titre 
même sous lequel il présentait son ouvrage montre que la distinction 
primitive entre l’arithmétique et la logistique était pour ainsi dire 
abandonnée. D’après Platon, l’arithmétique s’occupait des nombres 
d'une manière abstraite, et la logistique d’une manière concrète (1). 

Le nom d’arithmétique était donc uniquement réservé à la théorie 
des nombres, science sans méthode fixe, exigeant de l'esprit une 
sorte de divination intuitive, et qui avait déjà été complètement 
échafaudée par Pythagore. Le nom de logistique était réservé aux 
relations des nombres entre eux, aux calculs pratiques, c’est-à-dire 
à la solution de problèmes où les nombres visent des objets sensibles 
dont l'emploi réel est même recommandé par Platon pour l’instruc- 


1. Œuvres de Platon, nouvelle édition accompagnée de notes, d'arguments et de tables 
analytiques, précédée d'une esquisse de la philosophie de Platon par M. Schwalbé, et 
d'une introduction à la République par M. Aimé-Martin. Paris, 1845, 2 vol. gr. in-80. 
Voir : Gorgras ou de la Rhétorique, vol. I, p. 506. | 
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tion des enfants, « en sorte qu’on les oblige, en les amusant, de recou- 
rir à la science des nombres » (1). 

Un fragment de Geminus, que Hultsch a publié en 1864 dans sa 
collection des écrits héroniens, définit d’ailleurs également la 
logistique comme enseignant à résoudre les problèmes sur les nom- 
bres concrets, par opposition à l’arithmétique, qui traite théorique- 
ment des propriétés abstraites des nombres, suivant l’ordonnance 
des livres VI, VII, IX des Éléments d'Euclide (2). Or, la logistique, 
longtemps considérée comme une branche secondaire sous l’influence 
des doctrines pythagoriciennes, tout en produisant des recueils 
d'exercices utiles, avait peu à peu abandonné son caractère concret, 
au point qu’à l’époque de Diophante, le calcul avait déjà pris une 
forme abstraite qui en fait une arithmétique assez différente de 
l'ancienne pour pouvoir la qualifier de logistique nouvelle, ou 
d’Algèbre des Grecs (ÿ). 

Les Arithmétiques de Diophante constituent donc un recueil de 
véritables problèmes d’analyse algébrique annonçant, malgré la 
conservation de certains termes géométriques de la première 
époque, la fin de l’ère des travaux dans lesquels les démonstrations 
arithmétiques sont soumises à l'appareil géométrique, comme dans 
les Éléments d'Euclide ; et, après avoir fait disparaître la plupart 
des ouvrages antérieurs de la nouvelle logistique abstraite, ce recueil 
devait rapidement éclipser l’Introduction arithmétique de Nicomaque 
de Gérase. 

Le préambule des Arithmétiques, dans étdel Diophante expose 
rapidement quelques connaissances indispensables pour la lecture 
de son ouvrage, commence par définir le nombre comme un composé 


ae 


1. Ibidem. Les Loss, vol. I, livre VI, p. 316. 


2. Heronis Alexandrini geometricorum et stereometricorum reliquiae. Accedunt 
Didymi Alexandrini mensurae marmorum et anonymi variae collechiones ex Herone 
Euclhide Gemino Proclo Anatolio ahisque. E libris manu scriptis edidit Fredericus 
Hultsch. Berolini, 1864, gr. in-80, p. 218. 


3. Le nom même de l'algèbre est dû aux Arabes, qui avaient appelé cette science 
èl-djaber èl-mogabelah, c’est-à-dire la science des « restaurations », ou des « réta- 
blissements », des proportions et des solutions. Ce nom était fondé sur la règle en 
vertu de laquelle on opérait le passage ou le « rétablissement » d’une quantité qui 
était négative et qui devenait positive étant transportée ou « rétablie » dans l’autre 
membre de l’équation. En chirurgie, au moyen-âge, le mot algèbre désignait l’art 
de restaurer, de rétablir les membres démis ou fracturés ; et, dans les langues espa- 
gnole et portugaise, « algebrista » signifie encore chirurgien. 
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d'unités, à peu près de la même manière qu'Euclide (1), dont la 
partie arithmétique des Éléments ne traite,en réalité,que des nombres 
entiers. Cependant, les problèmes de Diophante nous montrent 
aussitôt qu’en entendant toutefois comme nombre en général tout 
nombre rationnel, il adopte, en fait, la notion du nombre conçu 
comme indifféremment entier ou fractionnaire ; notion résultant 
implicitement de la définition attribuée à Eudoxe, d’après laquelle 
le nombre est une «pluralité déterminée ». Le préambule nous 
expose ensuite la nomenclature des puissances successives et des 
inverses de ces puissances jusqu’au sixième degré. Cette nomencla- 
ture n’est cependant pas due à Diophante ; car on la trouve déja 
chez des auteurs antérieurs, notamment chez saint Hippolyte (?) 
qui vécut au deuxième siècle de notre ère, et qui dénomme les six 
puissances successives de la même manière que Diophante, en y 
ajoutant, comme lui, l’unité (#). Indiquant ensuite la manière dont il 
désignera l’inconnue et les puissances de l’inconnue dans le texte de 
ses propositions, manière encore complètement différente de nos 
symboles algébriques actuels, et qui consiste en sigles ou simples 
abréviations de mots, Diophante utilise sa nomenclature pour 
définir les résultats de la multiplication des diverses puissances entre 
elles et de la division de ces puissances l’une par l’autre. Ces enseigne- 
ments sur les opérations de multiplication et de division des puis- 
sances et des inverses de puissances se justifient par le fait que, si les 
propositions des six livres n’exigent jamais la résolution d'équations 
de degré supérieur au second, ces opérations interviendront cepen- 
dant dans de nombreuses propositions où les transformations subies 


1. Voir la définition d'Euclide que nous avons reproduite sur le titre de cet ou- 
vrage. 

2 Voir : Doxographi Graeci, ed. Diels, Berlin, 1879, pp. 556-557. 

3. Chez Diophante, la nomenclature des puissances est basée sur l’addition des 
exposants, tandis que chez les Arabes, et, après eux, chez les algébristes italiens, cette 
nomenclature est basée sur la multiplication des exposants. On rencontre cependant 
encore la nomenclature diophantine chez l’algébriste arabe du Xe siècle, Abou Bekr 
Mohammed ben Alhaçan Alkarkhi, auteur du Fakhri. (Voir édition précitée du 
Fakhri de F. WoEPCKE). On rencontre encore la même nomenclature chez l’algé- 
briste italien du XIIIe siècle, Léonard de Pise. (Voir : Scritti di Leonardo Pisano 
matematico del secolo decimo terzo, publicati da Baldassare Boncompagni. Roma, 
1857-62, 2 vol. in-quarto). 

On trouvera des renseignements comparatifs sur les nomenclatures des puissances 
chez Diophante, chez les Arabes et chez les algébristes italiens dans l’ouvrage : 
Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell’ algebra, etc., di Pietro Cos- 
sali. Parma 1797-99. 2 vol. gr. in-4°. Voir vol. I, pp. 195 et suivantes. 
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par les équations amèneront l’inconnue à des puissances supérieures 
à la deuxième,lesquelles seront finalement éliminées par d’ingénieux 
artifices. Diophante termine son préambule en avertissant que le 
traitement des équations du second degré exige qu’elles soient 
d’abord ramenées à trois termes pris positivement, dont deux dans 
un membre et un dans l’autre ; puis il annonce qu’il exposera la 
manière de les résoudre. Cet exposé de la résolution de l’équation 
complète du second degré ne se rencontre cependant pas dans le 
corps de l'ouvrage ; il faut croire qu'il s’est perdu, car Diophante 
résout couramment les équations du second degré d’une manière 
qu’il suppose connue. Or, comme Diophante renvoie parfois à des 
porismes dont la forme se prête facilement à l’énoncé de règles 
générales, mais qui sont perdus, sans doute omis par le copiste du 
manuscrit archétype, Tannery en a déduit l'hypothèse que la 
résolution des équations du second degré devait avoir été donnée 
dans des porismes sur les problèmes 27 et 50 du Livre I, lesquels, en 
proposant de trouver deux nombres dont la somme et le produit 
sont donnés, et de trouver deux nombres dont la différence et le 
produit sont donnés, correspondent exactement aux deux problèmes 
géométriques résolus déjà longtemps avant Euclide : trouver deux 
droites dont on connaît le rectangle et la somme ou la différence (1). 

Habitués au mécanisme de l’algèbre moderne, et ignorant géné- 
ralement ses premiers monuments et son histoire, nous sommes 
portés à croire que cette doctrine scientifique a toujours été en 
possession de son appareil symbolique actuel. L’algèbre primitive 
n’a cependant possédé ni les lettres représentatives des grandeurs 
connues et inconnues, n1 les signes ou les symboles au moyen 
desquels nous abrégeons et généralisons maintenant la résolution 
des questions relatives aux quantités en général. L’algèbre des 
Grecs, des Arabes et des Hindous est née, au contraire, dans un pur 
verbalisme, à peine atténué encore à la fin du XVI® siècle par de 
simples abréviations de mots censément prononcés au cours des 


1. On pourra consulter à ce sujet : 

PAUL TANNERY. De la solution géométrique de problèmes du second degré. (Mémoires 
de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 1882, t. IV, pp. 395- 
416 ; ou bien édition précitée des Mémoires scientifiques de Paul Tannery, vol. I, 
pp. 253-280.) 

ARTOM. Le equazionti di secondo grado presso à Greci. (Periodico di Matematiche, 
série IV, t. II, Bologne, Nicola Zanichelli, 1922, pp. 326-342.) 


XX DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 





opérations. C’est à partir de cette époque que l'on voit apparaître 
les premières notations conventionnelles, différant longtemps encore 
d’un auteur à l’autre, et qui ne furent remplacées que lentement par 
des signes uniques, assez indépendants des mots et des choses qu'ils 
représentent pour constituer un langage entièrement symbolique 
et universel (1). 


1. Les signes + et — apparaissent pour la première fois dans un traité d’arith- 
métique de Jean Widman d’Eger, imprimé en 1489, mais où ils ne sont toutefois 
employés qu’irrégulièrement. Leur emploi devient habituel dans l'ouvrage de Michel 
Stiefel : Arithmetica integra authore Mich. Stifelo cum praefatione Phihp. Melanch- 
ton. Norimbergae, 1544, in-40. 

La notation des exposants remonte au plus ancien ouvrage d’algèbre imprimé en 
France, et, circonstance remarquable pour l’époque, écrit en français : L'arismétique 
novellement composée par Maistre Estienne de la Roche dict Villefranche, natif de 
Lyon sur le Rosne, divisée en deux parties dont la première tracte des propriétes, 
perfections et règles de la dicte science, etc. Lyon, 1520, pet. in-fol. gothique. Cet ou- 
vrage fut imprimé à Lyon en 1539, sous un titre un peu différent. 

L'usage de la notation exponentielle pour les puissances de l’inconnue, apparaît 
pour la première fois en Italie dans l’Algèbre de Raphaël Bombelli, publiée à 
Bologne en 1572. Ettore Bortolotti a établi que cette notation se présente déjà dans 
les manuscrits de Bombelli qui sont d’une vingtaine d'années antérieurs à leur texte 
imprimé. (Manoscritti matematici risguardanti la sioria dell’ algebra, esistents nelle 
Büblioteche di Bologna. Esercitazioni Matematiche, Anno III. Catania, 1923, pp. 
69-91.) 

Le signe — a été introduit en 1557 par le géomètre anglais Robert Recorde dans 
son traité d'algèbre. 

Le signe X a été imaginé par Oughred (1573-1660), dont une partie des travaux 
a été publiée après sa mort sous le titre : G. Oughred, Opuscula mathematica hactenus 
inedita. Oxonii, 1677, pet. in-40. 

On doit à Harriot (1560-1621) le signe d'inégalité > dont le sommet se dirige vers 
la plus petite grandeur.({Cfr. Arts analyhicae praxis ad aequationes algebraicas nova 
expedita et generali methodo resolvendas, auth. Thom. Harriot et H. Percio. Londini, 
1631, in-40.) 

Le signe radical p/ est dû à l’algébriste allemand Christophe Rudolff. (Voir: 
Kunstliche Rechnung, mit den Ziffer und mit den Zal Pjfenningen, etc. Alles durch 
Christ. Rudolf zu Wien verfertiget. Nurnberg, 1553, pet. in-80). 

Le signe + introduit par Rahn pour marquer la division apparaît dans son ou 
vrage : Teuische Alcebra oder algebraische Rechenkunst zuzamt ihrem Gebrauch, 
verjassed durch Johan Heinrich Rahn. Zurich. 1659, in-40. 

François Viète (1540-1600) imagine ce qu'il nomme l'algèbre spécieuse, dans 
laquelle les calculs algébriques sont effectués, non plus sur des nombres, mais sur 
des lettres, et Descartes introduit en 1637 la manière d'indiquer les puissances des 
nombres représentés par des lettres en écrivant a, af, etc. tout en conservant la 
notation a a pour la seconde puissance. 

C'est encore Descartes qui met en usage les trois dernières lettres x, y, x de l’alpha- 
bet pour désigner les inconnues dans les équations algébriques. 

La notation de l’exposant fractionnaire et celle de l’exposant négatif se rencon- 
trent pour la première fois dans l’Arithmétique des In finis de Wallis, publié en 1655. 
Mais la conception de l’exposant fractionnaire se trouve déjà dans l’A/gorismus 
proportionum, écrit au XIVe siècle par Nicole Oresme, et publié par Maximilien 
Curtze en 1868. D'autre part, la conception de l’exposant négatif se rencontre déjà 
dans le Triparty de Nicolas Chuquet, au XVe siècle. 
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Diophante a écrit son œuvre dans la forme classique du discours 
continu, comme les prédécesseurs anonymes qu'il a éclipsés, et aux- 
quels 1l a sans doute emprunté certaines de ses propositions, les- 
quelles trahissent des époques assez différentes. C’est à peine si 
Diophante, usant de moyens qu'il prend soin de nous indiquer dans 
son préambule, abrège un peu son verbe dans sa langue grecque 
qui exprime déjà l’idée mathématique d’une manière très concise (1). 
Ces moyens sont d’ailleurs peu nombreux, et il serait exagéré d'y 
voir l’ébauche d’une véritable notation algébrique ; car ils se bornent 
à de simples abréviations de mots, au remplacement de quelques 
mots très fréquents par leurs lettres initiales ou terminales, et à 
l'emploi d’un sigle, qui ne paraît être qu’une contraction de deux 
lettres du mot sigmifiant « ce qui est de manque », pour indiquer la 
soustraction d’une expression ; tandis que les expressions à ajouter 
sont simplement juxtaposées (?). | 

C’est à peu près de la même manière que nous voyons régner une 
prose continue dans les œuvres des algébristes arabes et persans, 
lesquels ont très probablement puisé dans les ouvrages grecs, et 


On pourra consulter au sujet de l’origine des notations algébriques : 

LÉON RODET. Sur les Notatñions numériques et algébriques antérieurement au 
XVIe siècle. Paris, 1881. 

PaAuL TANNERY. Notions Historiques. (Voir éd. précitée des Mémoires scientifiques 
de Paul Tannery, vol. III, pp. 158-187.) Cette étude a été publiée d’abord dans 
l'ouvrage de JULES TANNERY : Notions de Mathématiques. Paris, 1903, pp. 322-348. 

TROFKE. Geschichte der Elementar-Mathemaïih. Erster Band, Leipzig, 1902, 
pp. 310-332. Ibidem. Zweite, verbesserte und sehr vermehrte Auflage, dritter Band. 
Berlin und Leipzig, 1922, pp. 119-148. 

1. Comme exemple de la prose algébrique de Diophante, nous donnons ici une 
phrase prise au hasard, dans le texte de la proposition 39 du Livre IV (Cf. éd. 
précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 304, 11, 1-5), avec notre traduction 
française du corps de l’ouvrage et une transposition en notations algébriques 
actuelles : à dox üno SEM xai Ma Eldoswy éssiy 700 Uno duaèos uai AYa À My, 
routésrty 5cM1B EAdosovés etsiv ATB À Me. ai, xotvat rposxeiolwsay a! Me. 5cMn 
éhäsooves AY6. Donc, le produit de 6 arithmes (ou nombres inconnus) plus 12 
unités et de 1 unitéest plus petit que le produit de deux unités et de 1 carré 
d’arithme moins 3 unités, c’est-à-dire que 6 arithmes plus 12 unités sont plus 
petits que 2 carrés d’arithme moins 6 unités. Ajoutons de part et d'autre les 
6 unités ; 6 arithmes plus 18 unités sont plus petits que 2 carrés d’arithme. 

On aurait donc en notations actuelles : 

(6x+12) x 1<2 X (x2—3), ou 6x+12<2x7—6, ou 6x4 18<2x?. 

2. Le texte grec de Diophante a fait l’objet de diverses études plus ou moins 
étendues au point de vue paléographique de la part de Nesselmann, de Hultsch et de 
Tannery, dans leurs ouvrages déjà cités. Ces études ont été excellemment résumées, 
critiquées et complétées par Heath. (Diophantus of Alexandria, a study in the 
history of greek algebra. Cambridge, 1910, pp. 32-53.) 
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surtout dans Diophante. Le traité d’algèbre de Mahomed Ben Musa 
nous présente même une forme du discours plus complète que celle 
de Diophante, comme on peut le constater dans la proposition sui- 
vante dont nous traduisons le texte de la version anglaise, faite sur 
l'arabe, en 1831, par l’orientaliste Rosen : (!) « Un carré et dix de 
ses racines sont égaux à trente-neuf dirhems, c'est-à-dire que si l’on 
ajoute dix racines à un carré, la somme est égale à trente-neuf. 
La solution est la suivante : Prenez la moitié du nombre des racines 
ce qui est ici cinq, et multipliez-la par elle-même, et le résultat est 
vingt-cinq. Ajoutez ceci aux trente-neui, ce qui donne soixante- 
quatre. Prenez la racine carrée, ou huit, et retranchez-en la moitié 
du nombre des racines, c’est-à-dire cinq, et il reste trois ; ce qui est 
la racine du carré cherché, et le carré même est neuf » (2). 

Des exemples analogues se présentent dans le texte du traité 
d’algèbre d'Omar Alkhagyami que Woepcke nous a révélé dans une 
traduction française, en 1851 (). 

Le langage mathématique ordinaire, ou l'algèbre en paroles, 
n’excluant d’ailleurs pas les abréviations de mots, caractérise égale- 
ment les ouvrages des algébristes de l'Inde, notamment le traité 
de Bhascara Acharya (4), qui vécut au XII siècle, ainsi que le 
traité de Brahmegupta (), auteur du VIIe siècle, auquel il est pos- 
sible que les Arabes aient aussi fait quelques emprunts ($}, et qui 
cite souvent les travaux actuellement perdus de son prédécesseur 
Aryabhatta, lequel paraît n'avoir pas été postérieur à Diophante. 

L'ouvrage de Diophante renferme 189 problèmes d’analyse, 
répartis en six livres d'importance inégale, comprenant respective- 
ment 39, 39, 21, 40, 30 et 24 problèmes. 


1. The Algebra of Mohammed Ben Musa edited and translated by F. Rosen (arab 
and engl.). London, 1831, in-80, p. 5. 

2. L'énoncé de cette proposition et sa solution se traduisent donc en notations 
algébriques actuelles par lés expressions successives : 

A0 A0 3 X24+10x4+25—39425—64 ; (x+5)2—64 ; x+15—8, d'où x=3, 
etx°=9, 

3. L'Algèbre d'Omar Alkhagyami traduit par F. Woepcke. Paris, 1851. (Traduction 
faite d'après le manuscrit arabe n° 1136 de la Bibliothèque Nationale.) Une copie de 
ce manuscrit à fait partie de la célèbre bibliothèque mathématique de Michel 
Chasles, et porte le n° 2095 du Catalogue de la vente de cette bibliothèque en 1881. 

4. - 5. Algebra, from the sanscrit of Brahmegupta and Bhascara, translated by 
H.T. Colebrooke. London, 1817, in-quarto. 

6. Voir : F. WoEPCKE. Sur une donnée Mmstorique relative à l'emploi des chiffres 
indiens par les Arabes. Paris, 1855. 
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Tous ces problèmes se caractérisent d’abord par le fait que leurs 
solutions ne considèrent jamais qu’une seule quantité inconnue, 
quel que soit le nombre des choses inconnues à trouver, et Diophante 
désigne l’inconnue du premier degré d’une façon abstraite sous le 
nom de « nombre » (1), c’est-à-dire le nombre par excellence du 
problème, ou nombre cherché, contrairement à la manière concrète 
de ses prédécesseurs qui désignaient l’inconnue par un adjectif 
visant les objets auxquels elle se rapportait. Il en résulte donc, qu’au 
lieu de représenter toutes les inconnues d’un problème par un sym- 
bole différent, comme nous le faisons maintenant, et de les éliminer 
successivement, à moins d’une, au cours des transformations des 
équations, Diophante exprime toutes les quantités cherchées du 
problème en fonction d’une seule inconnue dont la valeur est 
finalement dégagée d’une seule équation. Cette manière l’amène donc 
à adopter une détermination arbitraire pour l’une ou l’autre des 
inconnues de la proposition ; en sorte que la plupart de ses pro- 
blèmes, qui paraissent appartenir en raison de leur énoncé même à 
l'analyse indéterminée du premier ou du second degré, deviennent 
en fait des problèmes déterminés dans la solution qu'il leur donne. 

Un autre caractère que Diophante impose à ses propositions est 
de ne jamais leur reconnaître que des solutions en nombres ration- 
nels, et 1l en résulte que, lorsqu'une équation donne pour l’inconnue 
une valeur irrationnelle ou imaginaire, il déclare que la solution du 
problème est « impossible » (2). De plus, comme la notion de la 
valeur négative en soi, c’est-à-dire indépendante d’une quantité 
positive dont on la retranche, est étrangère aux mathématiciens 
grecs, Diophante n’admet pas davantage les solutions négatives, et, 
dès lors, à chaque fois que les équations amènent une valeur néga- 
tive de l’inconnue, il déclare que ces équations sont « absurdes » (?). 
Le rejet systématique des solutions négatives n’a donc pas permis à 
Diophante de reconnaître que l'équation quadratique possède deux 
racines. D'ailleurs, le fait que Diophante adopte constamment la 


1. 0 dotfuos, c’est-à-dire le nombre ; vocable que les anciens algébristes ont 
rendu en latin par « numerus », c’est-à-dire le nombre (notamment chez Xylander et 
chez Bachet), ou par « res » c’est-à-dire la chose ; etenitalien par « cosa » c’est-à-dire 
la chose, ou par « tanto », ce qui se traduirait en français par le mot inusité « tan- 
tité ». 

2. d0Uvatos. 

3. dors. 
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qualité de la racine de l’équation quadratique avec le signe positif 
doit d'autant moins nous étonner que l'usage des racines négatives 
devait encore rester inconnu longtemps après lui, et que cet usage 
fut même repoussé jusqu’à l’époque de Descartes, qui fut le premier 
à admettre leur réalité au même titre que les racines positives. Dans 
tous les cas où Diophante rencontre les solutions qu'il rejette comme 
impossibles ou absurdes, il use avec une adresse étonnante du pro- 
cédé de la fausse position, et, dans quelques cas, du procédé de la 
double fausse position. Revenant alors sur ses pas, il considère la 
genèse des termes de l'équation non susceptible d’une solution 
satisfaisante pour modifier ceux-ci dans leurs coefficients numé- 
riques en adoptant des déterminations arbitraires autres que celles 
du début de la solution, et obtenir ainsi des solutions positives et 
rationnelles (1). | | 


% 
+ 


À l’époque où Diophante formait le recueil des problèmes dont 
il avait inventé les uns et pris les autres chez ses prédécesseurs, leur 
matière, sans relever encore d’une discipline générale, représentait 
assez bien l’état dans lequel les anciens devaient laisser l’analyse 
indéterminée, laquelle, bien différente de la nôtre, se résumait, dans 
le cas d’une ou plusieurs équations de degré supérieur au premier, à 
exprimer les inconnues en fonction rationnelle d’inconnues auxi- 
haires. À part les quelques règles indiquées dans le préambule, les 
résolutions des problèmes de Diophante ne connaissent guère de 
méthodes fixes telles que nous les comprenons aujourd’hui. Leurs 
méthodes, en dehors de celle de la « double équation » ne sont 
généralement que de simples procédés d’un usage plus ou moins 
fréquent, tels que les procédés d’élimination entre équations de 
degré supérieur, ou d’ingénieux artifices, qui diffèrent parfois dans 
les résolutions de problèmes tout à fait analogues, et qui se réduisent 
presque toujours à des changements d’inconnues et à des substitu- 
tions. Dans ces conditions, une analyse complète de la matière 
des six livres devrait s'attacher à la plupart des propositions en par- 
ticulier, et entrer dans des détails qui formeraient la matière d’un 


. 1. Voir : W. SCHONBORN. Die von Diophant äüberlieferten Methoden der Berechnung 
srrationaler Quadratwurzeln.(Zeitschr. für Math. XXX, hist. lit. Abt. 1885, pp.81-90). 
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nouvel ouvrage. Bien que les analyses plus ou moins étendues qui 
ont été données par divers historiens des mathématiques (!) con- 
servent un puissant intérêt pour ceux auxquels l’œuvre originale de 
Diophante reste trop peu accessible en grec ou dans les versions 
latines, nous n'avons pas cru devoir y recourir dans l'introduction 
d’un ouvrage qui doit mettre le lecteur en présence des propositions 
mêmes de Diophante, traduites en langue vulgaire avec notes tenant 
lieu d’une analyse complète. Nous nous bornerons à donner un court 
aperçu de la matière contenue dans les six livres. 

Les 39 problèmes du Livre I, qui mènent à des équations contenant 
jusque six inconnues, se partagent, d’après la forme même de ces 
équations, en 21 problèmes déterminés du 1er degré (probl. 1 à 13, 
15 à 21, et 39) ; en 4 problèmes indéterminés du 1er degré (probl. 22 
a 2) ; en 13 problèmes déterminés du 2° degré (probl. 26 à 38), et en 
1 problème indéterminé du ?° degré (probl. 14). 

Les quatre problèmes indéterminés du premier degré, lesquels 
mènent à des équations homogènes, se ramènent à des problèmes 
déterminés à deux ou à trois inconnues, du fait que, au cours de la 
solution, Diophante adopte une détermination arbitraire pour une 
ou pour plusieurs inconnues. 

L'unique problème indéterminé du ?€ degré, qui consiste à 
trouver deux nombres dont le produit et la somme sont dans un 
rapport donné, change également de caractère au cours de la solu- 
tion ; car la détermination arbitraire que reçoit l’une des deux incon- 
nues ramène à un problème déterminé du 1€r degré ; et, si l’on 
observe que ce problème n’est qu’une simple variante du lemme qui 
précède immédiatement la proposition 36 du Livre IV pour en 
faciliter la solution, on peut même supposer qu'il a été emprunté à 
quelque commentaire ancien, et interpolé dans le Livre I. - 


1. Les œuvres de Diophante ont fait l’objet d'analyses plus ou moins étendues. 
dans les ouvrages suivants : 

P. CossaLr. Origine, trasporto in Italia, primi progress in essa dell’ algebra, etc. 
Parme. 1797-99, 2 vol. in-fol. Vol. IT, chap. 4. | 

Die Algebra der Griechen, bearbeitet von F. Nesselmann. Berlin, 1842, in-80, 
pp. 308 et suiv. 

G. LorrA. Le scienze esatte nell’ antica Grecia. Milan, 1914. Voir liv. V, chap. 5, 
pp. 845-919. ; 

PAUL TANNERY. Etudes sur Diophante. (Bibliotheca mathematica, nouv. série, 
t. I, 1887, pp. 37-48, 81-88, 103-108, et t. II, pp. 3-6. ou bien édition précitée des, 
Mémoires Scientifiques de Paul Tannery, t. II, pp. 366-399). 

HEATH. Loc cit. pp. 58-110. 
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Bien que la solution des simples équations du 1€ degré ne présente 
aucune difficulté chez Diophante, la plupart des problèmes qui 
mènent à ces équations sont intéressants en raison du choix judi- 
cieux et généralement imprévu qui y est fait de l’inconnue. 

Quant aux treize problèmes déterminés du ?° degré, qui sont tous 
à deux inconnues, ils se réduisent au premier degré à l'exception du 
problème 27, où il s’agit de trouver deux nombres dont la somme 
et le produit sont donnés ; du problème 28, où il faut trouver deux 
nombres dont la somme et la somme des carrés sont données, et du 
problème 30, qui demande deux nombres dont la différence et le 
produit sont donnés ; problèmes dans lesquels le choix d’une 
inconnue auxiliaire évite néanmoins la formation de l'équation 
trinôme, et qui mènent à la solution de l’équation du second degré 
de la seule manière dont les anciens pouvaient géométriquement 
la concevoir, c’est-à-dire en rejetant les solutions négatives ou 
imaginaires. 

Parmi les 35 problèmes du Livre II, l'authenticité des sept pre- 
miers a été mise en doute par Tannery (!). En effet, le premier 
problème est une répétition du problème 31 du Livre I, le second une 
répétition du problème 34 du Livre I, le troisième correspond aux 
deux corollaires du problème 34 du Livre I, le quatrième répète le 
problème 32 du Livre I, et le cinquième donne une variante de la 
solution du problème 33 du Livre I. Le Livre II ne commencerait 
donc qu'au problème 8, relatif au partage d’un carré donné en deux 
autres carrés. C'est après avoir pris connaissance de ce problème 
fondamental de l’analyse indéterminée dans Diophante que Fermat 
énonça, sans en donner toutefois la démonstration qu'il avait pro- 
mise, la célèbre proposition négative : « Il est impossible de partager 
un cube en deux cubes, ou un bicarré en deux bicarrés, ou, plus 
généralement, une puissance quelconque, hormis celle du carré, en 
deux puissances ayant le même exposant » (2). On peut cependant 


1. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, t. I, p. 83, note 1 : Problemata I- 
VIT, quae asterisco notavi, haud genuina esse, sed ex antiquo ad primum librum 
commentario in textum secundi libri defluxisse censeo. 

2. Cette proposition connue sous le nom de « grand problème » &e Fermat pose, 
en d’autres termes, que l’équation xM+ym—z;m ne peut être résolue en nombres 
rationnels pour toute puissance exprimée par un nombre m>2. Bien que Fermat 
eût donné une méthode pour démontrer cette proposition dans certains cas, et que 
des démonstrations partielles aient été données par Euler, Leieune-Dirichlet, 
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admettre qu'en résolvant son problème 8, Diophante avait été 
amené à l’étendre à des puissances plus élevées, et qu'il avait déjà 
pu reconnaître ainsi, tout au moins par des vérifications empiriques, 
qu'un cube ne peut être la somme de deux cubes, de la même 
manière que sa proposition 9, qui concerne le partage d’une somme 
de deux carrés en deux autres carrés, devait lui avoir fait reconnaître 
que l’on peut partager en deux cubes une somme ou une différence 
de deux cubes, puisque, dans la solution de la proposition 16 du 
Livre IV, 1l invoque un porisme actuellement perdu, dans lequel 
il avait démontré que «la différence de deux cubes quelconques 
est une somme de deux cubes » (1). 

Tous les problèmes du Livre IT appartiennent à l’analyse indéter- 
minée du second degré à l’exception des sept premiers dont il a été 
question plus haut et des problèmes 17 et 18 qui appartiennent à 
l’analyse déterminée du premier degré. Ces deux derniers problèmes 
ne sont en somme que des variantes des propositions 22 et 23 du 
Livre I, et leur authenticité a d’ailleurs été mise en doute par 
Tannery qui les attribue à un ancien commentateur du Livre I (?). 
Le problème 11, qui propose d'ajouter un même nombre à deux 
nombres donnés de manière que chacun d’eux forme un carré, est 
le premier dans lequel on rencontre la méthode de la « double 
équation » ($) dont Diophante fait constamment usage lorsque le 
problème est ramené à égaler à deux carrés indéterminés soit deux 
fonctions linéaires d’une même inconnue, soit deux fonctions entières 
du second degré d’une même inconnue (). Les quatre derniers pro- 
blèmes étendent à trois inconnues les conditions qui avaient déjà 
été posées pour deux inconnues dans les problèmes précédents ; de 
telle sorte que les problèmes 32, 33, 34 et 35 correspondent respecti- 
vement aux problèmes 20, 21, 22 et 23. 

L’analogie des quatre premiers problèmes du Livre IIT avec les 


ee 


Kummer et Wieferich, la démonstration générale a bravé jusqu'ici les efforts de tous 
les mathématiciens ; en sorte que, il y a deux siècles, Fermat était plus avancé sur 
ce point que nous ne le sommes aujourd’hui. 

1. "Eyopey de &v voi Iloolouaoty dre ‘mavrwy Oo x0Bwy h Ünepoyh xU3wv (Èvo 
oUvüeus ésriv). Cfr. éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 358, L. 4. 

2. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 109, note 1. 

3. Diophante emploie indifféremment les expressions : ôirhotodrns, dir Ésétns, 
et dirAN louis. 

4. Voir la note qué nous avons consacrée à la proposition 11 du Livre II. 
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deux derniers du Livre II a amené Tannery à mettre leur authenti- 
cité en doute, et à supposer qu'ils ont été empruntés à un commen- 
taire antique (!). L’ordonnance des solutions de ces problèmes 
présente d’ailleurs des négligences que l'on ne rencontre pas dans les 
propositions de Diophante admises comme authentiques. Parmi ces 
quatre problèmes, le deuxième et le troisième étendent à trois incon- 
nues les conditions des problèmes 34 et 35 à deux inconnues du 
Livre II, et, si le premier et le quatrième ne trouvent pas leurs 
correspondants, il est possible qu'ils consistent également dans 
l'extension de deux problèmes du Livre IT qui seraient perdus, et 
dont les énoncés auraient été : « Trouver deux nombres tels que 
leur somme, diminuée du carré de chacun de ces nombres, forme 
un carré», et « Trouver deux nombres tels que chacun d’eux, 
diminué du carré de leur somme, forme un carré ». 

Le problème 10, qui propose de trouver trois nombres tels que le 
produit de deux quelconques d’entr'eux, augmenté d’un nombre 
donné, forme un carré, est le premier dans lequel Diophante utilise 
le procédé de la résolution par fausse position ; ce qui lui permet 
d'éviter avec habileté les solutions négatives et irrationnelles qui, 
pour les Grecs, n’avaient pas encore de signification acceptable. Ce 
problème a été repris par Euler, qui en a donné une solution élégante 
en nombres entiers. Le problème 15 qui demande trois nombres tels 
que le produit de deux quelconques d’entr'eux, augmenté de la 
somme de ces deux nombres, forme un carré, présente deux solutions 
intéressantes parmi lesquelles la première est basée sur la propriété 
de deux carrés successifs dont le produit, augmenté de leur somme, 
forme un carré (?), et dont la seconde solution utilise le procédé de la 
fausse position. C’est ce problème que Fermat a étendu à quatre 
nombres en utilisant sa belle méthode de la résolution de la triple 
équation, après avoir adopté les nombres mêmes que Diophante 
obtient comme solution du problème 5 du Livre V énoncé : « Trou- 
ver trois carrés tels que le produit de deux quelconques d’entr’eux, 
augmenté de la somme de ces deux carrés, ou du carré restant, forme. 
un Carré ». 


1. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 139, note 1 : Problemata I, 
II, III, IV, tertii libri, quum ultimis XXXIV et XXXV secundi similia sint, ex 
antiquo commentario in textum irrepsisse suspicor. 

2. Solution basée sur l'identité : a?(a+1)?+a?+(a+1)?=(a2+a+1)2 
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La proposition 17, dans laquelle il faut trouver deux nombres tels 
que leur produit augmenté soit de leur somme, soit de chacun d'eux, 
forme un carré, est basée sur ce que, si un nombre est, à moins d’une 
unité, le quadruple d’un autre nombre, le produit de ces nombres, 
augmenté du plus petit d’entr eux, est un carré (1). 

La proposition 18, dans laquelle il s'agit de trouver deux nombres 
tels que leur produit diminué soit de chacun d'eux, soit de leur 
somme, forme un carré, se base, d’une manière analogue au problème 
précédent, sur ce que, si un nombre est, à moins de 4 unités, le 
quadruple d’un autre nombre, le produit de ces nombres, diminué du 
plus grand d’entr'eux, est un carré (?). 

La proposition 19, dans laquelle il faut trouver quatre nombres 
tels que le carré de la somme de ces quatre nombres, augmenté ou 
diminué de chacun de ces nombres, forme un carré, se caractérise 
par sa solution ingénieuse basée, à la manière d’Euclide, sur la 
géométrie du triangle rectangle. Diophante s'appuie, en effet, sur la 
propriété qu'a la somme du carré construit sur l’hypothénuse et du 
double du rectangle construit avec les côtés de l’angle droit d’être 
égale à un carré (Ÿ). 

Les deux derniers problèmes, 20 et 21, énorcent en d’autres 
termes les problèmes 15 et 14 du Livre IT, et reçoivent des solutions 
beaucoup plus élégantes. On doit probablement les attribuer à un 
commentateur. 

Dans les 40 problèmes du Livre IV, on rencontre pour la première 
fois des cubes de nombres ; la plupart appartiennent à l'analyse 
indéterminée du deuxième et du troisième degré. On n’y trouve cepen- 
dant pas la résolution de l’équation du troisième degré, que les Grecs 
semblent ne pas avoir connue ; car la grande habileté de Diophante 
consiste à fournir à tous ses problèmes du troisième degré des solu- 
tions particulières par le choix des nombres donnés, de manière à 
introduire généralement un système déterminé d'équations du troi- 
sième degré réductible à l’équation de deuxième degré. Il nous fixe 
à cet égard dès les deux premiers problèmes qui proposent de trouver 


—— 


1. Solution basée sur l'identité : a(4a—1)+a—(2a)?. 

2. Solution basée sur l'identité : 4(4a—4)—(4a—4)=—(22—2)?. 

3. Premier problème dans lequel Diophante considère, comme il Le fera dans tous 
les problèmes du Livre VI, un triangle rectangle dont les côtés sont représentés par 
des nombres rationnels H, b, h satisfaisant à l'équation pythagoricienne : H?— 
b?+h?; il y utilise la propriété : H?+42bh—=02+%242 bh=(b+Rh)?. 
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deux nombres connaissant leur somme et celle de leurs cubes, ou 
bien leur différence et celle de leurs cubes. Leurs solutions choisissent 
les nombres donnés de manière à ramener les équations du troisième 
degré à des équations binômes du deuxième degré, lesquelles donnent 
une valeur rationnelle pour l’inconnue. La nature même de ces deux 
problèmes a fait supposer à Bachet qu'ils devaient être suivis d'une 
lacune assez importante, et il a essayé de la combler en résolvant 
plusieurs problèmes, parmi lesquels celui de trouver deux nombres 
connaissant leur produit et la somme ou la différence de leurs 
cubes. 

Dans la solution du problème 6, où il s’agit d'ajouter un même 
carré à un cube et à un carré de manière à obtenir respectivement un 
cube et un carré, Diophante fait intervenir un lemme énonçant 
qu’un nombre, augmenté du carré de la demi-différence des deux 
facteurs qui le composent, forme un carré (1). 

Au problème 9, il s'agit d'ajouter un même nombre à un cube et à 
sa racine de manière à obtenir inversement la racine d’un cube. 
Diophante y fait usage de sa méthode de résolution par fausse posi- 
tion, et il est amené ainsi à rejeter une valeur de l’inconnue parce 
qu'elle « devient non rationnelle » (?). Cette remarque indique bien 
que la notion du nombre irrationnel n’était pas étrangère aux spécu- 
lations des mathématiciens grecs comme on l’a parfois prétendu. 

La proposition 15, où 1l s’agit de trouver trois nombres tels que la 
somme de deux quelconques d’entr'eux, multipliée par le nombre 
restant, forme un nombre donné, nous présente, chez Diophante, 
le cas le plus remarquable d'application de la méthode indirecte 
de la fausse position (). | 

Dans le problème 19, où 1l faut trouver trois nombres dans l’indé- 
termination (4) tels que le produit de deux d’entr’eux, accru d’une 
unité, forme un carré, Diophante nous donne pour la première fois 


re ee 


1. Les deux facteurs 4, b, d’un nombre donnent l'identité : 
a—b\?_/a+b\? 
ab+( D Amen de 

2. xat ylvetat 6 G où nrôs, et l’arithme (c’est-à-dire le nombre inconnu) devient 
non rationnel (Cfr. éd. préc. du Diophante de Tannery, vol. I, p. 204, I. 19). 

3. D'après LorrA (ouvrage précité : Le scienze esatte nell’ antica Grecia. Livre V, p. 
131), la méthode indirecte de la fausse position qui est appliquée ici par Diophante 
ne serait pas déplacée dans un traité moderne. ; 

4. Éy T@ doptotw. 
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une solution en fonction d’une variable indépendante, et Fermat 
s’est inspiré des trois expressions indéterminées de cette solution, 
pour indiquer tout au moins la marche à suivre pour résoudre le 
problème dans le cas plus compliqué où, en outre, les trois nombres 
cherchés deviennent eux-mêmes des carrés s'ils sont accrus d’une 
unité. 

Le problème 20, dans lequel on doit trouver quatre nombres tels 
que le produit de deux quelconques d’entr'eux, augmenté d’une 
unité, forme un carré, reçoit une solution particulière résultant de 
certaines déterminations qui permettent de se baser sur le fait que, 
si trois nombres sont tels que les produits de l’un par chacun des 
deux autres, et augmentés de l’unité, sont des carrés dont les racines 
sont des multiples successifs, augmentés de l’unité, du nombre qui 
multiplie les deux autres, le produit des deux autres, augmenté de 
l'unité, est aussi un carré (1). 

Dans la solution du problème 25, où il faut partager un nombre 
donné en trois autres tels que leur produit forme un cube dont la 
racine est la somme des différences de ces nombres, Diophante 
applique pour la première fois sa méthode des limites, laquelle lui 
permet de trouver une valeur de l’inconnue donnant à une certaine 
fonction de cette inconnue une valeur comprise entre deux autres 
fonctions de cette inconnue. 

Le problème 29, dans lequel 1l s’agit de trouver quatre nombres 
carrés dont la somme, augmentée de la somme de leurs racines, 
forme un nombre donné, appuie sa solution sur ce qu’un nombre 
carré, augmenté de sa racine et d’un quart d'unité, forme un nombre 
carrés (2) 

Le problème 30, dans lequel on cherche, au contraire, quatre 
carrés dont la somme, diminuée de la somme de leurs racines, forme 
un nombre donné, base sa solution sur ce qu’un nombre carré, 
diminué de sa racine, puis augmenté d’un quart d’unité, forme un 
nombre carré (5). 

C’est à ces deux derniers problèmes que se rattache une découverte 


1. C'est-à-dire que si trois nombres 4, b, c, sont tels que l’on ait : ab+1=(ma+x) 
etac+1={[(m+1)a+1}, on aura, en effet : bc+t1=— =[m(m+ lat 2m+17. 


2. C'est-à-dire : ai+at5=(at; ;): 


2 
3. C'est-à-dire : a—a+;=(a—) 
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importante dans la théorie des nombres. En effet, au cours des solu- 
tions qu’il leur donne, Diophante décompose un nombre non carré en 
quatre nombres carrés, et Bachet, dans son commentaire sur ces 
deux propositions, en déduisit que Diophante admettait sans doute 
déjà, sans avoir pu toutefois le démontrer, que tout nombre non 
carré peut être partagé en deux, trois ou quatre carrés, et il vérifia 
empiriquement cette propriété sur la suite naturelle des nombres 
jusqu'à 325 (1). La remarque de Bachet amena ensuite Fermat à 
son beau théorème énonçant que tout nombre est un nombre trian- 
gulaire ou la samme de deux ou trois nombres triangulaires ; que tout 
nombre est un carré ou la somme de deux, trois ou quatre carrés ; 
que tout nombre est un nombre pentagone ou la somme de deux, 
trois, quatre ou cinq nombres pentagones, et ainsi de suite pour les 
hexagones, les heptagones et tous nombres polygones quelconques. 
Ce théorème fait malheureusement partie du nombre assez grand de 
ceux dont Fermat n’écrivit jamais les démonstrations, malgré les 
instances de ses savants correspondants. Des démonstrations par- 
tielles en furent données, pour ce qui concerne les nombres triangu- 
laires et les nombres carrés, par Lagrange (?), Legendre (à) et Gauss(i), 
puis une démonstration générale fut fournie par Cauchy (5). 


1. Voir édition du Diophante de Bachet. Livre IV, notes relatives aux problèmes 
31 et 32 (prob. 29 et 30 de l’éd. de Tannery). 

2. Œuves complètes de Lagrange publiées par les soins de J. A. Serret et G. Darboux. 
Paris, 1867-1890, 14 vol. in-4°. Voir Ie série, vol. IIT, pp. 189-201. 

La démonstration partielle de Lagrange fut publiée d’abord dans les nouveaux 
Mémoires de l’Académie de Berlin, année 1770, Berlin, 1772, pp. 123-133. On en 
trouve un résumé dans l’ouvrage de Wertheim : Die Arithmetik und die Schrift über 
die Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria. Leipzig, 1890, in-80, pp. 324-330. 

3. Essai sur la théorie des nombres par A. M. Legendre. Paris, 1808, 2 vol. in-40. 

4. Disquisitiones arithmeticae auctore D. Carolo Frid. Gauss. Lipsiae, 1801, 
in-80. 

Recherches arithmétiques par Ch. Fr. Gauss traduites par A. C. M. Poullet-Delisle. 
Paris, 1807, in-4°. 

5. Œuvres complètes d'Augustin Cauchy publiées sous la direction scientifique de 
l’Académie des Sciences, et sous les auspices de M. le Ministre de l’Instruction Publi- 
que. Paris, Gauthier-Villars, 1882-... 2e série, t. VI, pp. 320-353. 

Cauchy publia d’abord sa célèbre démonstration du théorème général de Fermat 
dans les Mémoires de l’Institut, t. XIV, 12 série (années 1813, 1814, 1815), p. 177 
et suiv., et il pose la question de la manière suivante : « Le théorème dont il agit 
consiste en ce que tout nombre entier peut être formé par l’addition de trois trian- 
gulaire., de quatre carrés, de cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi de suite. 
Les deux premières parties de ce théorème, savoir, que tout nombre entier est la 
somme de trois triangulaires et de quatre carrés, sont les seules qui aient été démon- 
trées jusqu'à présent, ainsi qu'on peut le voir dans la Théorie des nombres de 
M. Legendre, et dans l’ouvrage de M. Gauss qui a pour titre : Disquisitiones arith- 
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Le problème 31, dans lequel il faut partager l’unité en deux frac- 
tions dont le produit forme un carré, après qu’elles ont été respecti- 
vement augmentées de nombres donnés, reçoit une solution qui 
participe de la méthode de la fausse position, et où se rencontre pour 
la première fois la résolution de l'équation complète du deuxième 
degré, effectuée sans explications, d’une manière presque identique à 
celle que nous employons de nos jours. Si l’on s’en réfère au passage 
de la fin du préambule où Diophante annonce qu'il expliquera la 
manière de résoudre l'équation trinôme du deuxième degré, on peut 
croire qu'il suppose ici cette résolution connue comme ayant déjà 
été exposée dans l’un des nombreux porismes dont il avait entre- 
coupé ses problèmes, et auxquels il renvoie explicitement à trois 
reprises différentes ; porismes dont l'absence dans le manuscrit 
archétype résulte peut-être de ce qu'un manuscrit antérieur les avait 
groupés à part d’une manière éminemment favorable à leur perte. 
Ce problème a été repris par Euler qui en a donné une solution plus 
simple basée sur la décomposition de l’équation quadratique de 
Diophante en deux facteurs d'expression linéaire ; procédé que Dio- 
phante connaissait déjà, puisqu'il l’utilisera dans le problème 19 
du Livre VI. 

Bien que les derniers problèmes du Livre IV méritent encore 
d’être signalés à cause de certaines particularités, nous ne mention- 
nerons plus que le trente-huitième, qui recherche trois nombres tels 
que leur somme, multipliée par le premier de ces nombres, forme un 
nombre triangulaire, multipliée par le second forme un carré, et 
multipliée par le troisième forme un cube. La solution que Diophante 
donne à ce problème introduit une condition supplémentaire qui le 
rend plus difficile : celle d'avoir, en outre, la somme des trois nombres 
formant un carré, et la résolution se base sur ce que l’octuple de tout 
nombre triangulaire est un carré si on l’augmente d’une unité (1). 





meticae. J'établis dans ce Mémoire, la démonstration de toutes les autres et je fais 
voir, en outre, que la décomposition d’un nombre entier en cinq pentagones, six 
hexagones, sept heptagones etc., peut toujours être effectuée de manière que les 
divers nombres polygones en question, à l'exception de quatre, soient égaux à zéro 
ou à l’unité. On peut donc énoncer en général le théorème suivant : Tout nombre 
entier est égal à la somme de quatre pentagones ou à une semblable somme augmen- 
tée d’une unité ; à la somme de quatre hexagones ou à une semblable somme 
augmentée d’une ou de deux unités ; à la somme de quatre heptagones ou à une 
semblable somme augmentée d’une, de deux ou de trois unités, et ainsi de suite». 


1. C'est-à-dire que l’on a : sx ME 1 (2m + je 


Diophante d'Alexandrie, re 3 


XXXIV DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


Les 30 problèmes du Livre V appartiennent, du moins par leurs 
énoncés, à l'analyse indéterminée du deuxième et du troisième degré, 
hormis deux qui mènent à des équations du quatrième degré. 
Quelques-uns de ces problèmes reçoivent des solutions qui s’ap- 
puient d’une manière inattendue sur certaines propriétés des nom- 
bres que Diophante suppose connues, et qu'il avait sans doute 
démontrées dans ses porismes. 

__ Le problème 3 consiste à trouver trois nombres tels que si l’on 

augmente chacun d’eux et le produit de deux quelconques d’entr'eux 
d’un nombre donné, on obtienne un carré (1) ; 1l puise sa solution 
dans un porisme que Diophante se borne à invoquer : « Puisque 
nous avons dans les Porismes que, si deux nombres et leur produit, 
respectivement augmentés d’un nombre donné, forment un carré, 
ces nombres procèdent de deux carrés successifs » (?). Fermat a fait 
remarquer que la solution de Diophante permettait d'en déduire 
celle du problème proposant de trouver quatre nombres tels que le 
produit de deux quelconques d’entr'eux, augmenté d’un nombre 
donné, forme un carré. 

Le problème 5, qui cumule les conditions posées dans les problèmes 
12 et 15 du Livre III, propose de trouver trois carrés tels que le 
produit de deux quelconques d’entr'eux, augmenté de la somme de 
ces deux carrés, ou du carré restant, forme un carré. Diophante 
résout la question en s’en référant à un porisme : « Nous avons de 
nouveau dans les Porismes que pour deux carrés consécutifs quel- 
conques, on trouvera un autre nombre qui, dépassant de deux unités. 
le double de la somme des deux carrés, constitue le plus grand de 
trois nombres tels que le produit de deux quelconques d’entr'eux, 
augmenté soit de la somme de ces deux nombres, soit du nombre 
restant, forme un carré » (5). 





1. Problème analogue au problème 10 du Livre ITT, compliqué de trois nouvelles. 
conditions. | 

2. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 316, L. 6-9. Ce porisme 
s'exprime plus correctement en disant que si deux nombres x et y sont tels que l’on. 
ait : x+a—=0? et y+a—f?, l'expression xy—+a sera également un carré lorsque : «?— 
(B+1)? En effet, xy+a=(oa—4) (B—a)+a—=oapf—a(a2+p2—1)+a?. Or, cette: 
dernière expression deviendra un carré («8—a)? si l’on à : &2482—1—2 «8, où 
{a—8)?= 1, d'où : «—8+1; condition qui n’est cependant pas la seule qui rende. 
xy—+a un carré. | 

3. Voir édition précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 320, IL. 5-10. Ce 
porisme, dont la démonstration de Diophante est perdue, s’énoncerait en d’autres. 
termes : Si l’on a trois nombres, dont les deux premiers sont des carrés consécutifs. 
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Le problème 7 propose de trouver trois nombres tels que le carré 
de chacun d'eux, augmenté ou diminué de la somme de ces trois 
nombres, forme un carré. Diophante base la solution de ce problème 
sur deux lemmes auxiliaires : l’un qui propose de trouver deux 
nombres dont le produit, augmenté de la somme de leurs carrés, 
forme un carré, et l’autre qui propose de trouver trois triangles 
rectangles ayant les mêmes aires (1). Le problème 8 propose de trou- 
ver trois nombres tels que le produit de deux quelconques d’entr’eux, 
augmenté ou diminué de la somme de ces trois nombres, forme un 
carré. La solution de ce problème, qui mène à de longs calculs et à 
des nombres très élevés, est basée sur un lemme préliminaire dans 
lequel Diophante démontre que si l’on donne trois carrés, il est 
possible de trouver trois nombres tels que les produits de deux 
quelconques d’entr'eux forment respectivement les carrés donnés. 

Le problème 9 concerne le partage de l'unité en deux fractions qui 
formeront des carrés, si on les augmente d’un même nombre 
donné. Diophante subordonne la solution de son problème à une 
condition de possibilité dont le texte a été fort altéré dans les 
manuscrits. Le passage a été abandonné par Xylander dans sa 
première version latine, où 1l le considère comme «locus despera- 
tus » (?), et a fait l’objet de plusieurs essais de reconstitution ($), 
dont la dernière est celle de Tannery, que nous traduisons comme 
suit : «Il faut toutefois que le nombre donné ne soit pas impair, 
et que le double de ce nombre, augmenté de l'unité, ne soit pas 
divisible par un nombre premier qui, augmenté de l'unité, possède 


et dont le troisième est le double, accru de deux unités, de la somme des deux 
premiers, le produit de deux quelconques de ces trois nombres, augmenté soit de la 
somme de ces deux nombres, soit du nombre restant, forme un carré. C’est-à-dire 
que si, pour abréger, nous représentons respectivement par #1 et # les deux premiers 
nombres carrés consécutifs 4? et (a+ 1)?, et par p le troisième nombre 2f[a?+{4a+1)?] 
+2, ou 4{(a?+a+1), on établit facilement les identités suivantes posées par le 
porisme : mn+(m+n)\=(a+a+1)?; np+(n+p)=(2a+3a+3) ; pm+(p+m)— 
(2a?+a+2)}?; mn+p—{(a?+a+2)?; np+m—=(2a?+3a+2)}; pm+tn—=(2a?+a+1)? 

1. Voir les notes que nous avons consacrées à ces deux lemmes et à la proposi- 
tion 7. 

2. Xylander se reconnaît incapable de comprendre et de reconstituer le passage 
altéré, et justifie modestement son abandon en ajoutant : « [mitari statueram bonos 
grammaticos hoc loco, quorum (ut aiunt) est multa nescire. Ego vero nescio hic 
non multa, sed pacne omnia, etc. » (Voir p. 128 de l'édition de la version latine de 
Xylander qui sera mentionnée plus loin.) 

3. Des reconstitutions de ce passage ont été successivement proposées par Bachet, 
Schultz, Nesselmann, Hankel et Tannery. Voir à ce sujet la note que nous avons con- 
sacrée à cette proposition. 
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une quatrième partie » (1). Fermat a fait remarquer, dans une note 
relative à cette proposition, et dans une lettre à Roberval, que le 
sens général de la condition de possibilité indiquée par Diophante 
devait être que « le nombre donné ne doit pas être impair, et que 
si le double de ce nombre, augmenté de l'unité, est divisé par le plus 
grand carré qui le mesure, il ne doit pas être divisible par un nombre 
premier de la forme 4n—1 » (2). Enfin, d'après Jacobi, la condition de 
possibilité posée par Diophante indiquerait qu'il connaissait déjà 
l'impossibilité de partager un nombre de la forme 4n+3 ou 4n—1, 
en deux carrés (%). Ce même problème 9 mérite d’ailleurs d’être 
encore signalé à cause du premier emploi que Diophante y fait de 
sa méthode de la « quasi-égalité » (4, c’est-à-dire une méthode de 
convergence vers des limites données, dont il se sert à chaque fois 
que le cours d’une solution l'amène à trouver deux, trois ou quatre 
carrés dont la somme est un nombre donné, et qui soient aussi rap- 
prochés que possible d’un même nombre. 

Le problème 10 est analogue au précédent, mais sa solution est 
beaucoup plus compliquée parce que l’unité doit être partagée en 
deux fractions formant des carrés si on leur ajoute, non plus un 
même nombre donné, mais des nombres donnés différents. Cette 
solution, dont Xylander avait déjà fait remarquer l'élégance (5), pré- 
sente la particularité d’être la seule dans laquelle Diophante en 
revient à la méthode euclidienne de la représentation géométrique 
des nombres dont il s’est définitivement affranchi dans tout le reste 
des six livres. Si ce procédé ne laisse pas de jeter quelque doute sur 
l'attribution d’un problème dont l’énoncé et l’ordonnance de la solu- 
tion le font ressembler à un véritable porisme au sens euclidien, et 
que Diophante pourrait donc avoir emprunté tel quel à un auteur 


1. Voir éd. du Diophante de Tannery. Vol. I, p. 333-334. 

2. Voir éd. précitée des Œuvres de Fermat, t. II, pp. 203-204. 

3. JaAcoBi. Uber die Kenninisse des Diophantus von der Zusammenzctzung der 
Zahlen. Berliner Monatsberichte, 1847, Gesammelte Werke, VII, 1891, PP. 332-344. 

4. Diophante désigne sa méthode, tantôt par les mots TAPISUTNS, c'est-à-dire la 
presque- égalité, tantôt par les mots maptsornros dywyn, c'est-à-dire la voie de la 
quasi-égalité. 

Dans la solution du problème 9 en particulier, Diophante est amené à partager 13 
en deux carrés aussi Re que possible de 6, et il trouve rapidement les deux 
257 et 258 
oi) O1): 

5. Cfr. éd. citée de Xylander, p. 129 : « Quaestio A et tractatio subtilis est, 
sed verba autoris depravata ». 


Carrés : ( 
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antérieur, ce doute ne saurait cependant être renforcé par le fait que 
Diophante néglige ici d'indiquer, comme l’ont du reste fait observer 
Nesselmann et G. Loria (1), la condition de possibilité à laquelle le 
problème est subordonné ; car le fait même de choisir les nombres 
donnés 2 et 5 implique une reconnaissance tacite que la somme des 
deux nombres donnés, augmentée d’une unité, doit être la somme 
de deux carrés. Diophante nous offre d’ailleurs d’autres exemples de 
problèmes dont les conditions de possibilité non exprimées sont 
néanmoins respectées grâce à des déterminations appropriées. 

Le problème 11 cherche à partager l’unité en trois fractions telles 
que si on leur ajoute un même nombre donné, on obtienne des carrés, 
et Diophante subordonne sa solution à la condition de possibilité 
qu'il énonce : « Il faut toutefois que le nombre donné ne soit ni deux 
unités, ni un multiple de huit unités augmenté de deux unités » (?). 
Cette condition permet donc de supposer que Diophante savait 
également qu’un multiple de 24 unités, augmenté de 7 unités, et par 
conséquent, un multiple de 8 unités, augmenté de 7 unités, ne peut 
être la somme de trois carrés (). 

Le problème 16 propose de trouver trois nombres tels que le cube 
de leur somme, diminué de chacun d’eux, forme un‘cube. La solution 
de Diophante fait intervenir la transformation d’une différence de 
deux cubes en une somme de deux cubes, sans indiquer la manière 
dont 1l effectue cette transformation, mais en invoquant simplement 
une propriété des nombres cubes dans les termes suivants : « Nous 
avons dans les Porismes que la différence de deux cubes quelconques 
est la somme de deux cubes » (4). Il fait donc ici usage d’une propo- 
sition subsidiaire importante sans que l’on puisse savoir si elle avait 
déjà fait l’objet d’une démonstration antique, ou si elle avait été éta- 


1. LORIA, ouvrage précité, p. 150. 

2. Act Ün Toy OLdomevoy dotÜudv pate OuddX elvar 'itTe Tivù TOY dr0 Ouddos GXxTAÔL 
rapavEayonéywy. (Ed. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 342, 1. 16-17). 

Dans sa version latine de Diophante, Xylander attire l'attention du lecteur sur 
les difficultés qu’il a rencontrées en présence de cette condition de possibilité, et il 
ajoute : « Quanto labore me ex his difficultatibus expediverim, aestimandum aequo 
et diligenti lectori relinquo ». (Cfr. éd. XYLANDER, p. 133.) 

3. Voir la note que nous avons consacrée à la proposition 11 du Livre V. k 

4, éyouey de &y voïc Ilopiouaoty ét ‘navrwy ÔUo xBwy h Uresoyn x0bwy OUO 
cuveux ësriy.” (Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. Ï, p. 358, 1. 4-6). 
Ce porisme énonce, en d’autres termes, que l'équation x3-+y3—4a%—1}8 peut toujours 
être résolue en nombre rationnels. 
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blie à la suite de vérifications empiriques plus ou moins étendues. 
Cette proposition a été reprise par Viète dans ses Zééhiques (1), où 
il nous donne les solutions de trois problèmes proposant de trouver 
deux cubes dont la somme est égale à la différence de deux cubes 
donnés (2?) ; de trouver deux cubes dont la différence est égale à la 
somme de deux cubes donnés (), et enfin de trouver deux cubes 
dont la différence est égale à la différence de deux cubes donnés (4). 

Les problèmes ?21 et 22 proposent de trouver trois carrés dont le 
produit continu, augmenté ou diminué de chacun d'eux, forme un 
carré. Les solutions de ces deux problèmes dans lesquelles des équa- 
tions du sixième degré sont ramenées à des équations binômes du 
deuxième degré, en faisant intervenir d’une manière inattendue les 
propriétés du triangle rectangle, constituent des exemples caracté- 
ristiques de la science et de la grande habilité de Diophante. Ces 
deux problèmes ont donné lieu aux notes de Fermat exposant les 
méthodes pour trouver des triangles rectangles dont les aires sont 
dans des rapports compliqués. 

Les problèmes 27 et 28 recherchent trois carrés tels que la somme 
de deux d’entr'eux, augmentée ou diminuée d’un nombre donné, 
forme un carré. Les solutions de Diophante donnent lieu à des équa- 
tions du quatrième degré dans lesquelles l’évanouissement des termes 
bicarrés laisse des équations complètes du deuxième degré; elles ont 
été utilisées par Fermat pour trouver quatre nombres tels que la 
somme de deux quelconques d’entr'eux, augmentée ou diminuée 
d’un nombre donné, forme un carré. 


ne 


1. Francisci Viaetae Opera Mathematica, in unum volumen congesta ac recognita, 
Opera aïque studio Francisci à Schooten Lerdensis, Matheseos Projfessoris. Lugduni 
RE ex officina Bonaventurae et Abrahami Elzeviriorum. MDCXLVI, 
in-fol. 

Une première édition des Zététiques a paru sous le titre : Francisci Vietae Zeteti- 
corum libri V. Turonis, apud Jamettum Mettayer, 1593. In-fol. de 48 pp. cotées au 
recto seul 1-24. (Bibliothèque Royale à Bruxelles.) 

._ Les Zététiques ont fait l’objet d’une première traduction sous le titre : Les cing 
livres de Zététiques de Fr. Viète, mis en françois par J. L. sieur de Vaulezard. Paris, 
1630. (Édition rare que nous n'avons pas rencontrée.) 

2. ViÈTE, éd. précitée de Leyde. Zeteticorum liber IV, p. 74, Zetet. XVIII : 
«Datis duobus cubis, invenire numero duos alios cubos, quorum summa aequalis 
sit differentiae datorum ». 

3. Tbidem, Zeteticorum liber IV, p. 75, Zetet. XIX : « Datis duobus cubis, inve- 
nire numero duos alios cubos, quorum differentia aequet summam datorum ». 

4. [bidem. Zeteticorum liber IV, p. 75, Zetet. XX : « Datis duobus cubis, invenire 
numero duos alios cubos, quorum differentia aequet differentiam datorum ». 
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Le problème 29 tend à trouver trois nombres dont la somme des 
quatrièmes puissances soit un carré. La solution déterminée intéres- 
sante que lui donne Diophante a donné lieu à la remarque suivante 
de Fermat : « Pourquoi Diophante ne cherche-t-il pas deux nombres 
bicarrés tels que leur somme soit un carré ? Ce problème est en 
réalité impossible, comme je puis le démontrer en toute rigueur au 
moyen de ma méthode ». Il est probable que Diophante s’est rendu 
compte de l’impossibilité d’avoir un nombre carré comme somme ou 
différence de deux nombres bicarrés, sans pouvoir toutefois en fournir 
la démonstration, laquelle devait être donnée plus tard par Euler (1). 

Le problème 30 qui termine le livre, est énoncé sous la forme 
d’une épigramme de huit vers dont le sens, probablement altéré dans 
les manuscrits, a été rétabli conformément aux explications que donne 
le début de la solution (?). Ce problème, dans lequel il est question de 
mesures de vins de prix différents, et qui présente donc quelque ana- 
logie avec ce que nous appelons les problèmes de mélanges, est le seul 
de tout l'ouvrage dont les données soient concrètes, et qui rentre par 
conséquent dans le cadre de l’ancienne logistique des Grecs, ou dans 
l’ordre des calculs appliqués aux choses pratiques de la vie. Tel que 
Diophante le pose et le résout, et surtout en raison du choix qu'il fait 
du «nombre proposé » (#), qui ne permet pas de solutions en nombres 
entiers, ce problème, dont la complication est assez grande, devait 
présenter des difficultés que nous pouvons malaisément apprécier en 
présence des moyens algébriques dont nous disposons maintenant. 
La solution exige la résolution d’inéquations du second degré et la 
recherche, au moyen d’une inconnue auxiliaire, d’une valeur ration- 
nelle de l’inconnue principale comprise entre certaines limites. Ce 
problème a été repris par Viète qui en base une solution remarquable 
sur celle de la proposition XIV du cinquième livre de ses Zété- 
tiques ; l'énoncé de cette proposition peut s'exprimer librement 


1. EULER. Commentationes Arithmeticae. {, p. 24. 

2. Le texte de l’épigramme a donné lieu à des corrections et à des restitutions 
successives de la part de Bachet, d'accord avec Saumaise, dans sa première édition 
du texte grec de l’ouvrage de Diophante ; de la part de Cougny (édition FIRMIN- 
Dipor de l’Anthologie grecque, vol. IIT, Appendix nova, chap. VII, 3), et de la part 
de Tannery, d’abord dans une étude intitulée : Sur une épigramme attribuée à 
Diophante (Édition précitée des Mémoires scientifiques de Paul Tannery, t. II, 
pp. 437-439), puis dans son édition critique précitée de Diophante, t. I, p. 384, 
1. 6-13. 

3. Extrwyets dotfluos. 


XL DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


comme suit : « Égaler un carré donné, diminué d’un nombre donné, 
à un carré qui soit plus petit qu’un multiple donné du carré donné, 
et plus grand qu’un autre multiple donné du carré donné » (1). 

Le Livre VI, qui contient 24 problèmes, est entièrement consacré 
aux triangles rectangles en nombres, c’est-à-dire à des groupes de 
trois nombres rationnels représentant les côtés de triangles rectan- 
gles, et devant, outre leur subordination à l'équation pythagori- 
cienne, satisfaire à des conditions particulières (?). 

Il est probable que toutes les propositions de ce livre n’appartien- 
nent pas en réalité à Diophante, mais qu’il en aura recueilli un certain 
nombre chez des auteurs qui l’ont précédé à des époques assez diffé- 
rentes. La constitution du triangle rectangle en nombres avait été 
soulevée par Pythagore dès que l’analyse des propriétés des nombres 
l’eut conduit à son théorème du carré de l’hypothénuse, et, dès lors, 
cette question avait excité l’émulation de ses disciples et donné lieu 
à des découvertes de plus en plus nombreuses. Il est d’ailleurs 
presque unanimement admis aujourd’hui que c’est par l’arithmé- 
tique que Pythagore fut mené à son théorème qui devait être d’une 
fécondité exceptionnelle, et dont on ne possède malheureusement 
pas sa démonstration géométrique, bien que les modernes le démon- 
trent de façons assez diverses (#). Ayant, en effet, remarqué que la 
somme de 9, carré de 3, et de 16, carré de 4, est égale à 25, carré de 
9, Pythagore aura interprété géométriquement cette propriété sur 
le triangle rectangle dont les trois côtés sont respectivement égaux 
à 3, à 4 et à 5, et vérifié ensuite que dans tous les triangles rectangles, 


— 


1. Édition précitée des Œuvres de Viète (Leyde, 1646). Zeteticorum liber V, 
pp. 80-81, Zetet. XIV : « À quadratum minus G plano adaequare uni quadrato, quod 
sit minus quam D in À, sed majus quam B in A ». L’énoncé de cette proposition 
donne un exemple de la manière inaugurée par Viète de substituer les lettres de 
l’alphabet aux quantités numériques dans les équations. 

Viète fait suivre sa proposition du texte grec de l’épigramme qui termine le livre V 
de Diophante, et il achève le cinquième et dernier livre de ses Zététiques par cette 
réflexion : « Retulit Diophantus quaestione ultima libri V. Quare et Zeteticorum 
quintus noster finem accipito ». (Cfr. éd. de Leyde, 1646, p. 82 et éd. de Tours, 
1593, folio 24 recto.) 

2. C'est-à-dire que les problèmes du Livre VI se rapportent tous à des groupes de 
nombres x, y, z, satisfaisant à la relation : x2+72—72, et qui peuvent être exprimés. 
par les formes : x=M(p?—0Q?) ; y—m. 2 pq ; z2—=m(p?+g?). Tous les groupes pour 
lesquels p et g sont les mêmes, ou sont dans le même rapport, constituent d’ailleurs 
des triangles semblables ou de même espèce. 

3. On pourra consulter à ce sujet : Theorematis Pythagorici demonstrationes plures 
a Fr. Ch. Jetje, Halae Magdeb. 1751, in-quarto. 
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quelle que soit la longueur des côtés, le carré construit sur l’hypo- 
thénuse est égal à la somme des carrés construits sur les deux autres 
côtés. C’est en traitant dès lors son théorème au point de vue que 
nous appelons maintenant algébrique, qu'il posa la première équa- 
tion des indéterminées du second degré, et qu’il en donna une solu- 
tion qui fut suivie plus tard par une solution différente de la part de 
l’un de ses disciples, Archytas de Tarente. Enfin, c’est sans doute 
par une considération subséquente de son théorème géométrique 
au point de vue arithmétique que Pythagore fut conduit aux racines 
des nombres qui ne sont pas des carrés parfaits, c’est-à-dire, d’après 
un passage de Proclus dans son commentaire sur le premier livre des 
Éléments d’'Euclide, à la découverte de la «théorie des irration- 
nelles » (1). 

Bien que les propositions du sixième livre ne soient pas plus 
difficiles que celles du livre précédent, elles exigent parfois une 
assez grande application de l'esprit pour ne pas perdre le fil des 
solutions en présence des inconnues auxiliaires que Diophante 
introduit fréquemment dans ses calculs sans nous en donner le 
moindre avertissement. L'étude de ces propositions doit avant tout 
être attentive à la manière dont Diophante compose couramment 
ses triangles rectangles cherchés ou auxiliaires, tantôt au moyen 
d’un seul nombre impair, d’après la méthode que Proclus attribue 
a Pythagore dans son commentaire sur le premier livre d’Euclide (?), 
tantôt au moyen de deux nombres inconnus ou arbitraires rationnels 
dont la somme des carrés exprime l’hypothénuse, et dont la diffé- 
rence des carrés et le double produit expriment respectivement les 
deux côtés de l’angle droit (°). 

Tous les problèmes de Diophante sur les triangles rectangles 


1. Procli Diadochi in primum Euclidis Elementoruim librum commentari. Reco- 
gnovit G. Friedlein. Leipzig, 1873, in-80, p. 65: h toy dhoywy [loxyuatetz. 

2. Proclus, éd. FRIEDLEIN, p. 428 et suivantes. D’après la méthode attribuée à 
Pythagore, le triangle rectangle composé au moyen d’un nombre impair a aura les 
a—1 a2+1 


Ta lesquelles satisfont à l’équa- 


côtés représentés par les expressions: a, 











Re - 
tion (2a)?+(a2—1)?=(42+ 1)? que Proclus dit avoir été utilisée par Platon pour la 
composition du triangle au moyen d’un nombre impair. 
3. Les côtés du triangle rectangle composé par Diophante au moyen de deux 
nombres a, b, sont représentès par les expressions : 42—b?, 2 ab, a?+ 0? qui satisfont 
à l'équation pythagoricienne : (a2—b?)2+(2 ab)? (a2+ 02)?. 


7. Er INP als ae \ pré 
tion pythagoricienne : a+ ) —(——) ; ce qui correspond d’ailleurs à l’équa- 
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numériques présentent de l'intérêt au point de vue de la variété des 
solutions dans lesquelles se retrouvent, perfectionnés ou combinés 
avec sagacité, les divers procédés et artifices déjà utilisés dans les 
livres précédents ; en sorte qu'aucune analyse ne saurait remplacer 
leur lecture à moins de les entreprendre chacun en particulier, et 
qu'une sélection même donnerait une idée imparfaite de l’étendue 
des connaissances de Diophante. Une attention spéciale peut cepen- 
dant être attirée sur quelques problèmes qui marquent un progrès 
réel sur les problèmes antérieurs au point de vue de l'algèbre des 
Grecs. | 

Il en est ainsi notamment du problème 12, dont la solution amène 
une équation qui avait été rejetée dans les propositions 10 et 12 du 
Livre IIT comme ne pouvant fournir une valeur rationnelle de l’in- 
connue. Ce problème 12 propose de trouver un triangle rectangle tel 
que le nombre qui représente son aire, augmenté du nombre repré- 
sentant l’un ou l’autre des côtés de l’angle droit, forme un carré. 
Or, la solution entraîne à résoudre, avec exclusion de toute valeur 
irrationnelle, une équation indéterminée incomplète du second degré 
dans laquelle la somme du coefficient du carré de l’inconnue et du 
terme indépendant de l’inconnue est un carré ; et, contrairement à 
ce qu'il avait méconnu dans le cas antérieur, Diophante fait voir 
qu'il est toujours possible d'obtenir une solution rationnelle en 
démontrant au préalable un lemme, se rapprochant fort des porismes 
euclidiens pour la forme, et établissant que si la somme de deux 
nombres donnés forme un carré, on peut trouver une infinité de 
carrés qui, multipliés par l’un des nombres donnés et augmentés de 
l’autre nombre, forment un carré (1). 

Le problème 13, qui est la contre-partie du précédent, propose de 
trouver un triangle rectangle tel que le nombre qui représente l'aire, 
diminué du nombre représentant l’un ou l’autre des côtés de l’angle 
droit, forme un carré. Ce problème, qui reçoit une solution analogue 
à celle du problème précédent, mais dont la lecture est plus pénible 


——_—_— 





1. Diophante établit donc dans ce lemme que l'équation ax?+c—y? peut être 
résolue rationnellement d’une infinité de manières lorsque a+-c est un carré, c’est-à- 
dire lorsqu'elle est satisfaite par x*=1, et il applique ce lemme pour résoudre ration- 
nellement l'équation : 12x2+24— 2, qui se présente dans la solution du problème 12, 
alors que dans les problèmes 10 et 11 du Livre III, les équations 52x?+12—7? et 
266x*—10=—7?, qu'amènent leurs solutions respectives, avaient été déclarées ration- 
nellement insolubles, et sont, par conséquent, rejetées par procédé de fausse position. 
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à cause de l’emploi de deux inconnues auxiliaires confondues sous 
le même nom, mérite d’être signalé parce qu’il a déterminé Fermat 
à proposer un problème correspondant : « On pourrait, au moyen de 
ma méthode, résoudre le problème suivant, néanmoins fort diffcile : 
trouver un triangle rectangle tel que chacune des perpendiculaires, 
diminuée de l'aire, forme un carré ». La solution de ce problème, que 
Fermat n’a jamais écrite, fut donnée plus tard, par Euler (1. 

Les problèmes 14 et 15 proposent de trouver un triangle rectangle 
tel que ie nombre qui représente son aire, diminué ou augmenté soit 
du nombre représentant l’hypothénuse, soit de celui qui représente 
l’une des perpendiculaires, forme un carré. Ces deux problèmes ont 
donné lieu à la note de Fermat dans laquelle il propose et résout à 
l’aide d’un lemme démontré au préalable, le problème plus diffcile 
de trouver un triangle rectangle tel que l’hypothénuse ainsi que 
l'une des perpendiculaires, diminuées de l'aire, forment un carré (?). 

Le problème 16 est le seul du livre dont l'énoncé emprunte la 
forme géométrique : Trouver un triangle rectangle tel que la bissec- 
trice de l’un des angles aigus ait une longueur rationnelle. Ce pro- 
blème, dans lequel l'espèce seule du triangle est à déterminer, et que 
Diophante résout facilement s'appuyant sur les propositions 47 du 
Livre I et 7 du Livre III d'Euclide, fait supposer, comme on l’a déja 
fait remarquer (°), que Diophante s'était rendu compte que le pro- 
blème était impossible pour la bissectrice de l’angle droit (4. 

Le problème 17, qui propose de trouver un triangle rectangle tel 
que le nombre qui représente son aire, augmenté de celui qui repré- 
sente son hypothénuse, forme un carré, a retenu l’attention à plu- 
sieurs titres. Tout d’abord, la solution soulève la question de trouver 
un carré qui, augmenté de deux unités, forme un cube. Diophante 
a probablement ignoré que le carré de cinq qui, augmenté de deux, 
forme le cube de trois, constitue la seule solution de cette question, 
et celle-ci a donné lieu à la note adressée par Fermat à Digby, dans 
laquelle il déclare que « c’est par une application particulière de sa 
méthode de la descente qui lui permit de démontrer qu’un cube ne 


. EuLER. Commentationes Arithmeticae. I, pp. 62-72. 

. Voir éd. précitée des Œuvres de Fermat, III, pp. 341-342 et 349-350. 

. G. LortaA. Le scienze esatte nell’ antica Grecia. Milan, 1914, p. 907. 

. En effet, sia et c représentent les côtés de l’angle droit, la bissectrice sera repré- 


+ © ND 4 


è Se : ac _ 
sentée par l’expression irrationnelle : ——1/2, 
& P ee 
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peut être la somme de deux cubes, qu’il a démontré qu'il n’y a qu'un 
seul carré entier qui, augmenté de ?, donne un cube, et qu'il n’y a que 
deux carrés en nombres entiers qui, ajoutés à 4, donnent des 
cubes » (1). Ces propositions font partie de toute une série d’autres 
propositions négatives, dont Fermat n'’écrivit jamais les démonstra- 
tions, mais qui furent démontrées plus tard par Euler (?). Ce même 
problème 17 attire encore l’attention comme étant le seul qui nous 
présente la solution d’une équation complète du troisième degré. 
Cependant, si cette solution révèle tout au moins des tentatives chez 
les mathématiciens de l’antiquité pour résoudre les équations de 
degré supérieur au second, elle ne permet pas de supposer qu'ils 
aient jamais possédé une méthode générale pour résoudre l’équation 
du troisième degré. 

En effet, l'équation complète du troisième degré n’est représentée 
chez Diophante que par un cas particulier, et, s’il en énonce immé- 
diatement la solution réelle unique, sans y ajouter aucune réflexion, 
c'est parce que cette solution est élémentaire. Après avoir mis son 
équation sous la forme qui, chez lui, est canonique, c’est-à-dire après 
avoir groupé les termes de manière à ce qu'ils soient tous positifs, 
Diophante aura remarqué que les deux membres de l’équation se 
décomposent en deux facteurs, dont l’un est commun, et que la 
division des deux membres par ce facteur met aussitôt en présence 
d'une solution réelle positive, éliminant les deux autres solutions 
irrationnelles dont la notion lui échappait (*). 

Mentionnons en dernier lieu le problème 22 qui propose de trouver 
un triangle rectangle tel que le nombre représentant le périmètre 
soit un cube, et que ce nombre, ajouté à celui représentant l’aire, 
forme un carré. C’est à la solution fort compliquée de ce problème, 


1. Voir éd. précitée des Œuvres de Fermat, III, p. 433-434. 

2. Euler a démontré que l’équation x2+-2—%% n’admet que la seule solution en 
nombres rationnels : x=—5, y—3, et que l'équation x2+4=—%% n’admet que les deux 
solutions : x=2, y—2, et x—11, y—5. (Éléments d'algèbre, par Léonard Euler, 
traduits de l'allemand (par Bernouilli), avec des notes et des additions (de Lagrange). 
Lyon, an III (1795), 2 vol. in-80.) 

3. Le texte de la solution du problème 17 s'exprime en notations actueues par 
l'équation : 424 2%+3—%3+3x—3x2 1, et Diophante se borne à en énoncer la 
solution x=—4. Diophante donne à cette équation la forme : 4%+x=4x2+4. Dès lors, 
ayant probablement remarqué qu’elle équivaut à l'équation : x(x?+1)—4{x2+1), 
il aura divisé les deux membres par le facteur commun pour obtenir aussitôt x—4, 
les deux autres solutions x = + /—1 étant inexistantes pour lui. 
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où Diophante montre une grande sagacité, que se rattache particu- 
lèrement la note de Fermat exposant sa méthode dite de la « triple- 
équation ». 

Les propositions du sixième livre de Diophante ont donné lieu à 
une série de problèmes analogues de la part de Bachet, qui les a 
publiés en appendice dans son édition de Diophante, et c’est en 
particulier le problème dans lequel Bachet propose de trouver un 
triangle rectangle tel que son aire soit égale à un nombre donné, qui 
a donné lieu à la belle proposition négative de Fermat, énonçant que 
l'aire d’un triangle rectangle, dont les côtés sont exprimés en nom- 
bres rationnels, ne peut être exprimée par un nombre carré. C’est 
encore le sixième livre de Diophante qui a inspiré Frénicle dans les 
propositions de son célèbre Traité des triangles rectangles en 
nombres (1). 

M 

Le petit ouvrage de Diophante sur les Nombres Polygones nous 
est parvenu dans un état incomplet, et son texte paraît avoir subi 
des altérations plus nombreuses que celui des Arithmétiques ; en 
sorte que la lecture de certains passages est un peu difficile. Cet 
ouvrage n’inaugure pas une branche nouvelle de l’arithmétique 
scientifique des Grecs, mais représente l'aboutissement des travaux 
des anciens sur les proportions ordinaires, arithmétiques et géomé- 
triques. L'école pythagoricienne était en effet depuis longtemps en 
possession de cette matière ; elle l'avait même étendue jusqu'aux 
propriétés transcendantes de la proportion harmonique, et avait 
déjà rattaché les termes des séries ou des suites des nombres par des 
lois particulières. D'autre part, la tendance du génie grec à recher- 
cher l’expression géométrique et pour ainsi dire corporelle des pro- 
priétés numériques avait naturellement mené à la conception des 
. nombres polygonaux et pyramidaux. 

La progression la plus simple, 1, 2, 3, 4, 5..., et la considération du 
premier nombre, de la somme des deux, des trois, des quatre... 
premiers termes, avait donné la suite des nombres 1, 3, 6, 10, 15..., 
qui furent Es triangulaires ou trigones (?), parce que l’on peut 


. Voir : Mémoires Here Royale des Sciences, V. Fans, 1729, pp. 83-166. 
À Ô tptywvos, c'est-à-dire : le (nombre) trigone. 


XLVI DIOPHANTE D’ALEXANDRIE 





toujours ranger en triangles autant de points qu'ils contiennent 
d'unités, tandis que le côté de chaque triangle est l’un des nombres 
de la suite naturelle 1, 2, 3, 4, 5... (1). De même, la suite naturelle des 
nombres impairs, ou progression arithmétique dont la raison est 2, 
et la considération des sommes successives à partir de l'unité, avait 
donné la série des nombres 1, 4, 9, 16, 25..., qui furent appelés qua- 
drangulaires (?), ou carrés, parce que l’on peut toujours ranger en 
carrés autant de points qu'ils contiennent d'unités. De même encore, 
la progression arithmétique 1, 4, 7, 10..., dont la différence est 3, 
donnant pour la somme d’un, de deux, de trois, de quatre termes, 
les nombres 1, 5, 12, 22..., ces derniers furent appelés pentagones (ÿ). 
Les nombres dérivés de la même manière des progressions arithmé- 
tiques dont les différences sont 4, 5, 6, furent semblablement appelés 
hexagones, heptagones, octogones, et, en général, polygones (4). 

Bien qu'il soit difficile de déterminer l’époque à laquelle remontent 
ces dénominations appliquées aux combinaisons des nombres, et, par 
conséquent, les théories figuratives qui leur ont donné naissance, 
il est certain qu’elles étaient déjà familières au quatrième siècle avant 
J.-C. D’après un biographe antique (‘}, Philippe d'Oponte, disciple 
de Platon, avait écrit un ouvrage, actuellement perdu Sur les 
nombres polygones ($). D'autre part, la petite compilation anonyme 
du troisième siècle Les Théologumènes de l’Arithmétique (*), qui 
recueille principalement les rêveries pythagoriciennes et autres, 
grecques et barbares, sur les propriétés mystiques des nombres, 
renferme un assez long fragment d’un ouvrage de Speusippe d’Athè- 


er 


1. Les nombres trigones ou triangulaires sont donc représentés par la formule : 
late n (n+]1 
5 (2%2+n), ou NE 
2. 0 terpayuwvos, le (nombre) tétragone ou quadrangulaire ou carré, représenté 
par la formule : #2. | 
3. 6 nevtaywvos, le (nombre) pentagone. La formule représentative des nombres 
1 n(3n—1) | 
pentagones est donc: 3 (3n—n), ou ——35— 
4. La formule générale représentative des nombres polygones de l’ordre #1, pour 
ne (m—2)n?—(m—A4)n 
le côté nest donc nr pese a 
5. Biographi. Vitarum scriptores graeci minores. Ed. et 1llustr. À. Westermann. 
Brunsv, 1845, in-80, p. 448. 
6. SUIDAS (article : œrAcsowos) donne comme titre de l'ouvrage de Philippe 
d'Oponte : [lept roluywvwy dotfuwy. 
7. Theologumena arithmeticae. Ed. F. Ast. Leipzig, 1817, in-89, pp. 61-62. 
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nes (1), neveu de Platon, intitulé Des nombres pythagoriques (?), 
dans lequel il traite « des nombres linéaires, polygones, plans et 
solides de toutes sortes » (). 

Parmi les prédécesseurs plus rapprochés de Diophante qui se sont 
occupés de la théorie de ces nombres, on rencontre d’abord Hypsi- 
clès d'Alexandrie (4), qui écrivit environ 170 ans avant J.-C. Dio- 
phante le cite à deux reprises, notamment à la suite de la démonstra- 
tion d’un théorème où il reproduit la définition donnée par Hypsiclès 
des trois premiers nombres polygones : « Ainsi se trouve démontré ce 
qui a été dit par Hypsiclès dans une définition : si des nombres, tant 
qu'on voudra à partir de l'unité, sont en égale différence, et si la 
différence reste l’unité, la somme de tous ces nombres sera un nombre 
triangulaire ; si la différence est deux unités, la somme sera un 
nombre quadrangulaire, et si la différence est trois unités, la somme 
sera un nombre quadrangulaire, et si la différence est trois unités, la 
somme sera un nombre pentagonal. D'autre part, la quantité d’an- 
gles sera désignée d’après le nombre qui dépasse de deux unités la 
différence, tandis que les côtés de ces nombres seront désignés 
d’après la quantité des nombres posés, y compris l’unité » (5). 

Après Hypsiclès, l’ordre des temps nous indique Théon de 
Smyrne (f) comme ayant été parmi les prédécesseurs de Diophante 


— —_—_—_—_—_———— ete 


1. Speusippe d'Athènes, vécut vers l’an 348 avant J.-C. Ii était fils de Potone, 
sœur de Platon, auquel il succéda à l’Académie avant Xénocrate. Précurseur des 
néo-platoniciens, son enseignement tendit à harmoniser le système de Platon avec 
celui de Pythagore. Il avait écrit plusieurs ouvrages qu'’Aristote aurait achetés pour 
trois talents. 

2. Ileoè [uôzyoptxwy dotbuwy. 

3. Le texte grec du fragment de Speusippe, duquel nous traduisons la phrase 
placée entre guillemets, se trouve dans l'édition précitée des T'heologumena Arith- 
meticae de Ast. (Leipzig, 1817, p. 61). Il a été reproduit par Mullach dans le troisième 
volume des Fragmenta philosophorum graecorum édité par Didot, Paris, 1881, p. 63, 
note 59. Il a été traduit en français avec une note critique, par Paul Tannery. (Voir : 
Annales de la Faculté des lettres de rs 1883, t. V, pp. 375-382, ou Mémoires 
scientifiques de Paul Tannery publiés par J. L. HEIBERG et H. G. ZEUTHEN, Paris, 
1912-1923, 5 vol. parus, vol. I, pp. 281-289.) 

4, Hypsiclès d'Alexandrie, géomètre et astronome du deuxième siècle de notre 
ère, auquel on attribue le XIV livre des Éléments d’'Euclide, tandis que le XV® livre 
ne remonterait guère au delà du VIe siècle. 

5. Voir Diophante, éd. précitée de P. Tannery, vol. I, p. 470. La définition 
d’Hypsiclès s'exprime en notations usuelles en disant que, si l’on a la progression : 


1 
1,1+4d,1+24d...1—+(n—1)d,la somme de # termes, ou Su[2+(n—1)4), est le nombre 


polygonal de rang #, ayant (4+-2) angles. 
6. Théon de Smyrne, philosophe platonicien, qu'il ne faut pas confondre avec 
le rhéteur Théon, ni surtout avec le mathématicien Théon d’Alexandrie, vécut 
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dans la théorie des nombres figurés. Ce philosophe, qui vécut 
environ 100 ans après J.-C., nous a laissé un ouvrage sur Les choses 
utiles en mathématiques pour la lecture de Platon (À), qui traite de 
l’arithmétique, de la musique, et de l'astronomie. Contrairement à 
ce que semble annoncer son titre, cet ouvrage, ou plutôt cette com- 
pilation de notions arithmétiques élémentaires destinées aux 
étudiants des écoles de philosophie, ne renferme, sauf quelques 
remarques ayant un caractère platonisant, l'explication d'aucun des 
nombreux passages de Platon qui devaient rester obscurs ou incom- 
préhensibles pour des étudiants n'ayant pas une connaissance 
suffisante en géométrie et dans la théorie des nombres. Mais on y 
trouve une description assez développée d’une succession de nombres 
polygones, ainsi qu'un théorème, dont il ne donne cependant pas la 
démonstration, posant que la somme de deux nombres triangu- 
laires consécutifs forme un nombre carré (?). 

Bien que L’Introduction À rithméthique (*) de Nicomaque de Gérase, 
composée vers la fin du premier siècle de l’ère chrétienne, se caracté- 
rise déjà par l'abandon de l'appareil géométrique que présentent les 
livres arithmétiques des Éléments d'Euclide, elle contient cependant 
encore une partie assez étendue sur la figuration des sommations, 
c'est-à-dire sur les nombres polygones et pyramides (4). Dès lors, 


probablement au début du Ile siècle de notre ère. L'ouvrage qui nous est 
parvenu sous son nom, et qui, d’après son titre, était destiné à faciliter l'étude des 
œuvres de Platon, est divisé en trois sections. Les deux premières, relatives À l’arith- 
métique et à la musique, ont été éditées pour la première fois par Ismaël Bouilliau, 
sous le titre : Theonis Smyrnaei Plaionici eorum quae in mathematicis ad Platonis 
lectionem utilia sunt expositio. Paris, 1644, in-40. La troisième section, relative 
à l'astronomie, a été publiée par Th. H. Martin. (Paris, 1849.) Une première édition 
complète de l'ouvrage a été publiée sous le titre : Theon Smvrnaeus. Expositio rerum 
mathematicarum ad legendum Platonem utilium. Rec. E. Hiller. Lipsiae, 1878, in-80, 
Une nouvelle édition du texte grec, accompagné d’une première traduction fran- 
çaise, a été donnée par J. Dupuis. (Paris, Hachette, 1892.) L'ouvrage de Théon de 
Smyrne à fait l'objet d'une étude critique de la part de Paul Tannery. (Revue de 
Philologie, t. X VIIT, 1894, pp. 145-152, ou : Mémoires scientifiques de Paul Tannery, 
publiés par J. L. Heiberg et H. G. Zeuthen, Paris, 1912-1923, 5 vol. parus, vol. II, 
pp. 454-465.) 

1. Ta xati ro pafnuatixôv ypnsiua ets Tv Too [iroyos dvavwaty. 

2. Voir édition précitée de Hiller, pp. 31-40. Le théorème de Théon se traduit 
donc par l'expression usuelle : Late te =n?, 

3. Nichomachi Geraseni Pythagorei introductionis Arithmeticae libri II, recensuit 
Richardus Hoche. Accedunt codicis cizensis problemata arithmetica. Lipsiae, in aedibus 
B. G. Teubneri, 1865, in-80. c 

4. Voir : Nicomaque, édition précitée de Hoche, p. 87. 
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si cet ouvrage ne pouvait réellement faire progresser l’arithmétique 
scientifique, à cause de l'absence de démonstrations et de la réduction 
de la théorie au procédé de la généralisation par simple induction, 
on doit cependant le considérer comme l’œuvre d’un précurseur de 
Diophante en ce qui concerne ses travaux sur les nombres polygones. 
On trouve chez Nicomaque une exposition assez étendue des nombres 
polygones successifs, et il établit, mais par simple vérification, ce qui 
constituait le théorème de Théon, c’est-à-dire que deux nombres 
triangulaires consécutifs ajoutés l’un à l’autre donnent un carré. Il 
remarque ensuite que l’on obtient un nombre pentagone en ajoutant 
à un nombre quadrangulaire un nombre triangulaire dont le côté est 
inférieur d’une unité au côté de ce nombre quadrangulaire ; que, de 
même, on obtient un nombre hexagone en ajoutant à un nombre 
pentagone un nombre triangulaire dont le côté est inférieur d’une 
unité à celui de ce nombre pentagone, et ainsi de suite. Nicomaque 
nous présente encore une table dans laquelle les premiers nombres 
triangulaires, carrés, pentagones, hexagones et heptagones sont 
rangés de la manière suivante : (1) 


Nombres triangulaires : 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 
Nombres carrés : 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 
Nombres pentagones b0419,22:39:01%:70::92::117:145 
Nombres hexagones 1 6 15 28 45 66 91 120 153 190 


Nombres heptagones : 1 7 18 34 55 81 112 148 189 239 
Dès lors, il en déduit, mais sans démonstration, qu'un nombre 
polygone d’une série quelconque est égal au nombre polygone de 


1. La table des nombres polygones de Nicomaque se présente comme suit dans le 
texte grec. (Voir éd. précitée de Hoche, p. 97) : 

_Upos ÔË _ÜTApYns tv éxxetslosav np Ro AUyOvy srqor mzpahAñkos YEYPAHÉVOL 
olûe, 0 ToWTOs Tpiyovwv, d mer Toy | TETRAYÉ VUY, pera Ôe du poTépous REVTIYOVOY, 
UT LExyoyo, era EnTaywvwv, ebta, ef é0ého tie, xäl Toüv ESS TOAUYW vw. 
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même rang de la série précédente, augmenté du nombre triangulaire 
de même rang dans la première série, et ayant son côté diminué d’une 
unité, c’est-à-dire augmenté du nombre triangulaire de rang précé- 
dent dans la première série (1), et que, dès lors, les nombres polygones 
de même rang vertical sont en progression arithmétique dont la 
raison est le nombre triangulaire du rang vertical précédent. 

Faisons encore remarquer que le théorème de Diophante relatif à 
la transformation d’un nombre polygone quelconque en un nombre 
carré ne fait que généraliser la proposition que l’on trouve incidem- 
ment dans le passage suivant des Questions platoniques de Plutar- 
que (?), contemporain de Nicomaque : « Or, l’unité est un triangle; 
car, si à tout nombre triangulaire, pris huit fois, on ajoute l’unité, 
il devient un carré ; ce qui arrive aussi à l’unité » (Ÿ). 

Il résulte de ce qui précède, que les notions sur les nombres 
polygones avant Diophante nous apparaissent plutôt comme des 
spéculations de philosophes ne s'étant occupés de la théorie des 
nombres que d’une manière accidentelle ; que ces notions ne consti- 
tuaient encore que des divinations isolées sur des assemblages de 
nombres qui, pris consécutivement, croissent ou décroissent suivant 
une même loi, et qu’elles ne présentaient que des généralisations 
timides appuyées sur de simples vérifications numériques. 

À partir de Diophante, la matière relative aux nombres figurés 
acquiert le caractère scientifique qui lui était nécessaire pour pouvoir 
faire des progrès réels : la forme de propositions rigoureusement 
démontrées, et une généralisation où l’empirisme de la vérification 
numérique est remplacé par la considération des grandeurs géomé- 
triques à la manière d’'Euclide. 

Après un court préambule donnant une définition du nombre 
polygone, l'ouvrage de Diophante nous présente quatre propositions 
préliminaires sur les progressions arithmétiques, démontrant suc- 
cessivement : que, si trois nombres sont en progression arithmétique, 


1. C'est-à-dire que, par exemple, on a : 28—22+nombre triangulaire 6 dont le 
côté est 3, c'est-à-dire ayant un côté inférieur de 1 unité au côté 4 du nombre trian- 
gulaire 10. 

2. Œuvres morales de Plutarque, traduites en français par M. l'abbé Ricard. Paris, 
1783-an IIT. 17 vol. in-12. Voir : « Questions platoniques », question IV, p. 461. 

3. La proposition de Plutarque se traduit donc en notations actuelles par l'ex- 

n(n+1) 


pression : 8 to pb le NAT 
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Foctuple produit du plus grand et du moyen, augmenté du carré 
du plus petit, forme un carré ayant comme racine la somme du plus 
grand nombre et du double du nombre moyen ; que, dans une pro- 
gression arithmétique, la différence entre le premier et le dernier 
terme est égale au produit de la différence commune par le nombre 
des termes de toute la progression moins un ; que la somme de tous 
les termes d’une progression arithmétique est égale à la moitié du 
produit de la somme des extrêmes multipliée par le nombre de tous 
les termes ; enfin que, dans une progression arithmétique d’un nom- 
bre donné de termes, la somme des termes multipliée par l’octuple 
de la différence des termes, puis augmentée du carré de la différence 
des termes diminuée de deux unités, est égale au carré du double du 
nombre des termes à moins d’une unité, multiplié par la différence 
des termes, puis augmenté de deux unités (1). La démonstration de 
l’avant-dernière de ces propositions est ingénieusement étendue par 
Diophante aux deux cas des nombres pair et impair de termes de la 
progression, tandis que la démonstration de la dernière de ces propo- 
sitions, fort longue et exigeant une sérieuse attention, est entière- 
ment basée sur l’appareil géométrique des substitutions successives 
d’aires. Ces quatre propositions sont, dès lors, considérées comme 
suffisantes et nécessaires, d’une part, pour établir que la somme des 
termes d’une progression arithmétique de raison quelconque est un 
nombre polygone ayant autant d’angles que l'indique la raison 
augmentée de deux unités, et dont le côté est le nombre de termes de 
la progression, et, d’autre part, pour rechercher de combien de 
manières un nombre donné peut être un nombre polygone. La solu- 
tion de ce dernier problème est malheureusement inachevée, et l’on 
ne sait si l’on doit attribuer le fait à une lacune des manuscrits ou à 
un abandon de la part de Diophante, qui aurait reculé devant les 
complications résultant de la méthode géométrique adoptée dès le 
début. L’authenticité même de cette proposition a d’ailleurs été mise 
en doute, et Tannery incline à l’attribuer à quelque commentateur 
grec ayant vainement tenté de la résoudre (2). Quoi qu'il en soit, 


1. C'est-à-dire que dans une progression arithmétique de # termes : 1, 1+4, 
1424... 1+(n—1)4, dont la somme des termes est S, on a : Sx84d+(d—2)?— 
[(2n—1)d+2]}2. 

2. Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 477. La note de Tannery 
relative à cette proposition dit : « Quae sequuntur usque ad finem, commentatoris 
vanum esse tentamen censeo ». 
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l’achèvement de la solution a fait l’objet d’essais de reconstitutions 
de la part de Wertheim (1) et de Heath (?), lesquels aboutissent à une 
expression que Diophante aurait, semble-t-il, pu facilement déduire 
déjà de l’une de ses propositions précédentes. 

Le petit traité de Diophante a fait l’objet d'un commentaire 
intéressant de la part de Bachet, qui l’a donné en annexe de son 
édition première du texte grec de l’œuvre entière de Diophante. Ce 
commentaire, divisé en deux livres, contient de nombreuses proposi- 
tions relatives aux propriétés des nombres polygones, lesquelles don- 
nèrent lieu à leur tour aux belles découvertes de Fermat sur la matière. 

Tels sont,dans leurs grandes lignes,les deux ouvrages de Diophante 
qui nous sont parvenus. Contemplés dans leur texte original dont les 
résumés en notations modernes ne pourront jamais être qu’une pro- 
fanation, ils rejettent l'esprit à plus de quinze siècles en arrière, et le 
confondent par la puissance qu’a possédée la pensée antique. Ils 
donnent une idée tellement éloignée des mathématiques modernes 
qu'ils en acquièrent pour ainsi dire un indéfinissable caractère de 
nouveauté, et procurent un sentiment de fraîcheur qui contraste 
d'une manière frappante avec la sécheresse du symbolisme suraigu 
de notre algèbre actuelle. Ils laissent encore l’impression de ne plus 
rentrer exactement dans aucune des catégories qui se partagent 
aujourd’hui les sciences mathématiques ; car il est certain que, 
d'une part, ils débordent le cadre de notre arithmétique tant ordi- 
naire que transcendante, et que, d’autre part, malgré leurs équations 
qui se transforment et se résolvent à peu près comme les nôtres, 
l’absence de notations et de symboles ne permet pas de les ranger 
dans l'algèbre actuelle, même élémentaire. Les Arithmétiques de Dio- 
phante relèvent d’une science à part, sans analogie chez les modernes; 
elles sont le premier stade d’une logistique universelle, c’est-à-dire 


A 


une algèbre en esprit et en paroles, tout opposée à notre algèbre 


mécanisée, et à laquelle ne peut convenir, faute de mieux, que le 
nom d’'Afgèbre des Grecs. 


mm 


1. Voir : Zestschrift für Mathematik und Physik, hist. lit. Abtheilung, 1897, 
PP. 121-136. La reconstitution de Wertheim poursuit les développements géométri- 
ques de la partie de la solution que l’on possède pour aboutir à l'expression : 2 P=— 
n{(#—1) (a—2)+42] dans laquelle # est le côté, et a le nombre d’angles d’un nombre 
polygone P. 

2. Voir : Diophantus of Alexandria, a study in the history of greek algebra, by Sir 
Thomas L. Heath. Cambridge, 1910, pp. 256-259. 
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Les Arithmétiques de Diophante ont fait l’objet de plusieurs com- 
mentaires de la part de mathématiciens grecs et arabes. D’après le 
court passage du Lexique de Suidas (1) dont il a déjà été question 
plus haut, un premier commentaire grec aurait été composé par 
Hypatia, fille du géomètre Théon d'Alexandrie ; mais il ne nous est 
malheureusement pas parvenu, et l'on ignore même s’il s’étendait à 
l’œuvre entièrë de Diophante. 

Un second commentaire fut écrit par Georges Pachymère, philo- 
sophe grec de la seconde moitié du XIIIe siècle (?). Ce commentaire 
était divisé en chapitres dont nous ne connaissons pas le nombre, car 
il ne nous en est parvenu qu’un fragment comprenant vingt cha- 
pitres à partir du vingt-cinquième. Le début de ce fragment se 
rapporte à l’endroit du préambule des Arithmétiques où Diophante 
définit le nombre, et il s'étend beaucoup plus longuement que lui sur 
la formation et la nomenclature des puissances et des inverses des 
puissances des nombres. Les chapitres suivants paraphrasent les 
problèmes 1 à 6 et 8 à 11 du livre I. 


1. SuipaAs. Éd. précitée de Bekker, au vocable : Hypatia. 

2. Georges Pachymère, né à Nicée, en 1242, mort vers 1310. Philosophe, historien 
et mathématicien, il occupa des charges civiles et ecclésiastiques à Byzance, sous 
Michel VIII Paléologue. Il a écrit une Histoire Byzantine en treize livres, embras- 
sant les années 1258 à 1308, dont la première édition complète fut donnée par Pierre 
Poussines, à Rome, 1666 et 1669, en deux volumes in-fol. Sa paraphrase de St. Denys 
l’Aréopagite a été publiée par G. Morel en 1562, dans l'édition des œuvres de St. 
Denys. Son ouvrage intitulé Histoire de sa vie, écrit en vers, et en neuf livres, ne nous 
a été conservé qu'en fragments par Macarius Chrysocephalus. Il à laissé une para- 
phrase de toute la philosophie d’Aristote ; elle se compose de douze livres et com- 
prend 238 chapitres. On en a publié : 19 L’abrégé de la logique d’Aristote, donné 
d’abord en latin par J.B. Rasarius. (Paris, 1547, in-8°), puis en grec, l’année suivante 
chez le même imprimeur Vascosan, et enfin en grec et en latin par Ed. Bernard, à 
Oxford, en 1666 ; 29 Des six définitions et de la division de la philosophie, ouvrage 
publié en grec et en latin avec quelques ouvrages de Psellus, par J. Foscarini, à 
Venise, 1552 ; 39 L’abrégé de la phlologie d’Anristote, publié d’abord en latin par 
Ph. Bech, à Bâle en 1560, puis en grec et en latin par J. Woegelin, à Augsbourg, en 
1600, sous le nom de Gregorius Aneponymus ; 40 La paraphrase de l'ouvrage d’Aris- 
tote sur les lignes 1nsécables (repi drôpwy ypappwy), publiée comme ouvrage d’Aris- 
tote même dans les éditions d’Aristote antérieures à 1590, et imprimée séparément 
sous le nom de son véritable auteur, avec une traduction par Jacq. Schegh, à Paris 
en 1629, Son ouvrage intitulé Déclamations et Progymnastata, dont le manuscrit est 
conservé à Paris, n’a pas encore été édité. La paraphrase de Pachymère sur les 
Arithmétiques de Diophante a été publiée pour la première fois en grec par Paul Tan- 
nery sous le titre : Georgir Pachymerae Arithmetices capitula viginti, ex Veneto Codice 
Naniano 255, dans son édition précitée de Diophante, vol. II, pp. 78-122. 
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Un troisième commentaire grec est celui que l’on attribue au 
moine grec Maxime Planude (1) qui vécut dans la seconde moitié du 
XIIIe siècle. Ce commentaire se compose de deux livres qui corres- 
pondent aux deux premiers livres de Diophante, et leur ensemble a 
l'importance d’un véritable ouvrage. Le premier livre paraphrase 
d’abord longuement, avec de nombreux exemples à l'appui, les neuf 
définitions que l’on trouve dans le préambule de Diophante, puis 
reprend chacun des 39 problèmes du premier livre des Arithmétiques, 
pour expliquer les opérations intermédiaires que le texte concis 
de Diophante abandonne à la sagacité du lecteur, et pour donner des 
variantes des problèmes 4, 18, 19 et 21. Le second livre reprend de la 
même manière les 35 problèmes du Livre II des Ayriéhmétiques. A 
part l'intérêt que présentent les variantes, qui n’innovent cependant 
en rien en ce qui concerne les procédés employés par Diophante, le 
commentaire de Planude n'offre aucune originalité ; il n’ajoute pas 
de connaissances nouvelles à ‘celles que Diophante possédait déjà 


1. Maxime Planude, moine grec, né à Nicomédie vers 1260, mort vers 1310. 
Il passa la plus grande partie de sa vie à Constantinople où l’empereur Andronic 
Paléologue-le-Vieux utilisa ses talents en l’envoyant comme ambassadeur auprès 
de la république de Venise. Homme d’une érudition extraordinaire pour son siècle, 
il a laissé de nombreux ouvrages dont certains sont encore inédits. Son recueil 
d’apologues ésopiques nous est parvenu dans deux manuscrits offrant entre eux 
plusieurs différences. Le premier manuscrit servit à Buonaccorso pour sa publica- 
tion de 140 fables d’'Ésope, faite à Milan, sans doute, vers 1479, avecla traduction 
latine de Rinicius ; Alde l'Ancien plaça ces fables dans la collection qu'il publia, à 
Venise, en 1505. Le second manuscrit de la Collection de Planude est plus complet ; 
c’est d’après celui-ci que Robert Étienne publia en 1546, à Paris, sa belle édition 
des fables d’Ésope contenant les 25 apologues qui manquent dans l'édition aldine. 
Planude a composé une Anthologie d’épigrammes, en sept livres, extraite elle- 
même de l’Anthologie de Constantin Cephalas. Elle a été publiée pour la première 
fois par Jean Lascaris, à Florence, en 1494, et a eu, par la suite, de nombreuses 
rééditions. Le poème de Planude intitulé : Éloge de Claude Piolémée, en quarante- 
sept vers, a été édité par Iriarte dans son catalogue des manuscrits grecs de la biblio- 
thèque de Madrid. (Vol. I, p. 263.) Comme grammairien, Planude a donné un 
traité des verbes transitifs et intransitifs, publié comme ouvrage anonyme par 
G. Herman (De emend. vai. gramm. gr. p. 391) bien que l'ouvrage soit attribué à 
Planude dans le manuscrit de Paris. Planude a traduit en grec plusieurs ouvrages 
d'auteurs latins, tels que Le Songe de Scipion de Cicéron, et les Commentaires de 
Macrobe, traductions restées inédites, ainsi que La Guerre des Gaules de César, 
publiée par Jungermann à Francfort en 1606. 

Les Scolies de Planude sur les deux premiers livres Arithmétiques de Diophante 
ont été publiées pour la première fois, d’après le texte du manuscrit dela bibliothèque 
de St. Marc à Venise, par Paul Tannery dans le vol. II, pp. 125-255 de son édition 
critique du texte de Diophante, sous le titre : Scholia in Diophantum (lib. I et 
Uid.11) Maximi quae feruntur Planudis (cod. Marcian. 308). Elles avaient déjà fait 
l'objet d’une version latine de la part de Xylander qui la publia avec sa version 
latine des Arithmétiques de Diophante. 
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plus de mille ans avant lui, et il caractérise bien les derniers temps de 
la décadence byzantine, où la science progressive se dégage avec 
peine de la simple érudition. 

Bien qu’on ne puisse les considérer comme de véritables commen- 
taires à cause de leur caractère accidentel et fragmentaire, on pos- 
sède encore un assez grand nombre de scolies relatives à quelques 
problèmes du premier livre des Arithmétiques. La plupart d’entre 
elles ne sont que de simples remarques ou de courtes annotations 
anonymes, écrites par des copistes ou des commentateurs grecs, en 
marge des manuscrits de l'ouvrage de Diophante (1). 

Les ouvrages de Diophante avaient pénétré chez les Arabes bien 
avant l’époque des commentateurs grecs que nous venons de men- 
tionner, et ils avaient dès le X£ siècle fait l’objet des études et des 
commentaires de leurs savants. Le catalogue arabe de Ibn Abî 
Ja’ Kûb An-Nadîm, ouvrage connu sous le nom de Frhrist (2), com- 
posé vers l’année 987 de notre ère, cite déjà Diophante comme 
«étant un Grec d'Alexandrie qui écrivit sur l'Art de l’Algèbre » (5). 
Un autre passage de cet ouvrage nous rapporte que Mohammed Abul 
Wafa ({), qui vécut dans la seconde moitié du X£ siècle, avait écrit un 
commentaire sur l’Algèbre de Diophante, ainsi qu’un «livre de 
vérifications des propositions de Diophante et de celles qu'il avait 
établies lui-même dans son commentaire » (*). Un autre passage nous 
rapporte enfin qu’un « commentaire relatif à trois livres et demi de 
l'ouvrage de Diophante sur les problèmes arithmétiques » (6) avait 
été composé par Kusta Ben Luka el Balabakki, philosophe et mathé- 
maticien arabe, mort vers l’année 912, auteur d’une introduction à 
la géométrie sous forme de questions et de réponses, et traducteur de 
l'ouvrage d’'Hypsiclès d'Alexandrie qui constitue la matière des 


a ——— 





1. Ces scolies anonymes ont été recueillies au nombre de 21 principales par 
Tannery, lequel en a publié le texte grec en annexe de son édition critique de Dio- 
phante sous le titre : In Diophantum scholia vetera. (Cfr. vol. IT, pp. 256-260.) 

2. Voir éd. précitée de la traduction allemande du Fihrist par H. Suter. 

3. Ibidem, p. 22 : « Diophantos war ein Grieche aus Alexandria ; er schrieb : 
Ueber die Kunst der Algebra ». 

4. Mohammed Abul Wafa, mathématicien arabe, né en 940, à Buzdschan, en 
Perse. Il étudia les mathématiques à Bagdad dès l’année 959, et les y enseigna 
jusqu’à sa mort, en 998. (Cfr. EtzHaARD WIEDEMANN. Zur Geschichte À bul Wefas. 
Zeitsch. für Math. u. Physik, XXIV, hist. literar. abteil. 1879, p. 121-122.) 

5. Voir éd. précitée du Frhrist de Suter, p. 39. 

6. Ibidem, p. 43. 
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livres XIV et XV des Éléments d'Euclide ; et d’autres auteurs 
arabes lui attribuent même une véritable traduction de l'ouvrage de 
Diophante sur l'algèbre (1). Aucun de ces documents ne nous est 
malheureusement parvenu ; mais ils doivent certainement avoir 
exercé leur influence sur les travaux des Arabes auxquels la science 
algébrique fut empruntée à la Renaissance. 

On a attribué à Diophante quelques autres ouvrages dont on ne 
posséderait plus que les titres. Le premier aurait été un recueil de 
porismes sur la théorie des nombres. Il s'agirait des porismes 
auxquels il se réfère, dans ses Arithmétiques, en se bornant à en rap- 
peler l'énoncé, sur lesquels il base les solutions de trois propositions 
du Livre V. On ignore si ces porismes formaient un traité particulier 
ayant précédé les Arithmétiques, ou s'ils étaient répartis en tête des 
divers livres auxquels ils se rapportaient. 

Un ouvrage intitulé Les Harmoniques a été attribué à Diophante, 
d’abord par Ramus, puis par Gessner et par Fabricius, lequel avait 
même supposé,sans contrôle, que cet ouvrage se rapportait également 
aux mathématiques et non à la musique. Or, l’étude critique des 
divers manuscrits faite récemment par Tannery a démontré que 
cette attribution était erronée, et qu’elle provient de ce qu'un 
manuscrit du Vatican, recueil factice d'ouvrages de divers auteurs, 
avait résumé, sous une même rubrique relative à Diophante, les 
Arithmétiques de ce dernier et les deux petits traités musicaux 
attribués à Euclide : L’Introduchion harmonique et La Division du. 
Canon (?). 

Un troisième ouvrage intitulé Les Morsastiques, c’est-à-dire un 
traité sur le calcul des nombres fractionnaires, ne doit son attribution 
à Diophante que sur la foi d’une simple remarque d’un commenta- 
teur anonyme relative à un passage du Livre IV de Jamblique sur 
l'Introduction Arithmétique de Nicomaque de Gérase (*). Dans ce 


) H. SUTER. Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werhe (loc. 
Citi: 

2. Voir : PAUL TANNERY. Rapport sur une Mission en Italie du 24 janvier au 
24 février 1886. (Archives et Missions scientifiques et littéraires, 3me série, t. XIII, 
1888, pp. 409-455 ; ou bien, Édition précitée des Mémoires scientifiques de Paul 
Tannery, vol. II, pp. 269-361.) 

3. Jamblichus Chalcidensis ex Cocle-Syria in Nicomachi Geraseni Arithmeticanr 
introduchonem et de Fato. Nunc primum editus, in latinum sermonem conversus, notis. 
perpetuis 1lustratus a Samuele Tennulio. Accedit Joachimi Camerarii explicatio in 
duos libros Nicomachi, cum indice rerum et verborum locupletissimo. Arnhemiae, 1668, 
pet. in-40. Voir p. 11, 1. 26-30, et p. 12, 1. 6-11. 
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passage, où l’on retrouve quelques uns des concepts antiques de 
l'unité et du nombre, tels que celui de Thymaridas qui définit l’unité 
comme étant la « quotité limite » (1), et celle d’Euclide pour qui 
l’unité est «ce suivant quoi chaque chose est dite une » (?), Jam- 
blique nous rapporte d’abord que les stoïciens de l’école de Chry- 
sippe avaient défini l’unité comme étant la « pluralité une » (?), et il 
critique cette définition, qui implique déjà une contradiction dans 
les termes, en la qualifiant de confuse (*) en raison de l’opposition 
qu'il y a entre les idées d’unité et de pluralité. Il y a cependant lieu 
de reconnaître dans cette divagation philosophique un essai de con- 
ciliation entre deux concepts dans le but de faire rentrer l’unité 
parmi les nombres, d’où elle avait été virtuellement exclue par la 
définition d’'Euclide, d’après laquelle le nombre est une « pluralité 
composée d'unités » (5). Jamblique nous donne ensuite une autre 
définition de l’unité, qu'il attribue à certains pythagoriciens, et 
d’après laquelle elle serait « l'intermédiaire entre le nombre et ses 
parties » (6). C’est sur cette dernière définition qu’un manuscrit de 
Florence nous présente la remarque en forme de scolie du commenta- 
teur anonyme dont il a été question plus haut : « Ainsi Diophante 
dans les Moriastiques, car les parties sont d’après lui une progression 
à l'infini dans l’ordre de ce qui est inférieur à l’unité » (?). IL est 
cependant fort douteux que Diophante ait composé un ouvrage 
spécial sur le calcul des nombres fractionnaires ; car les emprunts 
ou les références auxquels il aurait donné lieu de la part d'auteurs 
postérieurs auraient sans doute laissé plus de traces qu’une simple. 


1. Ibidem, p. 11, 1. 12: meoaivousx mosorns, c'est-à-dire quotité limite ; ex- 
pression que la première traduction latine de Tennulius rend par : quantitas. 


terminans. E 
2. Ibidem, p. 12, 1. 3-4, ou EUCLIDE, éd. Heïberg, livre VIT des Éléments, déf. I : 


Movas éott nal iv 6 Éxaoroy roy Ovrwy Ëv Àéyerar, c'est-à-dire l'unité est-ce suivant 
quoi chacune des choses qui sont est dite une. 

3. Ibidem, p. 12, 1. 7 : xhñfos £y, c’est-à-dire une pluralité une. 

4, Ibidem, p. 12, 1. 6: GUYXEYULÉVUS, c'est-à-dire d’une manière confuse. 

5. EUCLIDE, Éléments, livre VII, déf. II : Aptfuoôs 0ë, to x povidwy ouyxetuevow 
rÀnos, c'est-à-dire le nombre (est) une pluralité composée d'unités. 

6. Jamblique, éd. précitée, p.12, 1. 11-12 : dothuou xx oplwvy melootoy, c'est-à-dire 
la limite séparative du nombre et des parties. 

7. Jamblichi in Nicomachi Arithmeticam Tnitroductionem liber. Edrdit Pistelh. 
Lipsiae, 1894, p. 11: oÜtws 6 Ardpavyros ëv Toiç Mopiastixos - üpta ao Tiy ec EAATTOY. 
Toy povadwy rododoy eiç To aneroov. Cette scolie a été reproduite dans l'édition pré- 
citée du Diophante de Tannery, vol. II, p. 72, |. 11-13. 
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mention accidentelle, et il est plus probable que la scolie aura désigné 
sous le nom de Moriastiques la partie du préambule des Arithmétiques 
où Diophante expose les opérations relatives aux fractions. 

Le nom de Diophante a servi pour couvrir quelques compilations 
pseudonymes de la période byzantine, comme il en a été pour 
l'autorité d'Euclide, dont les Éléments ont englobé la composition 
d’'Hypsiclès d'Alexandrie laquelle en constitue les Livres XIV et XV, 
et pour la renommée de Héron auquel on a attribué les écrits du 
Pseudo-Héron. Trois fragments d’écrits mathématiques se trouvent, 
par des manuscrits de Paris, attribués faussement à Diophante. Le 
premier (1) malgré son titre : Exéranit de l’Arithmétique de Diophantie (?) 
doit incontestablement avoir été écrit longtemps après Diophante ; 
car il contient quelques détails sur l’une des deux méthodes pour 
trouver la racine carrée de tout nombre carré, consistant à écrire ce 
nombre « suivant l'arrangement de la méthode hindoue » (3). Or, 
cette méthode hindoue, que les mathématiciens grecs de la décadence 
appellent aussi la méthode égyptienne, est celle qui assigne déjà une 
valeur de position aux caractères numériques, et qui, empruntée aux 
mathématiciens de l’Inde et de l'Égypte par les Arabes, nous fut 
transmise par ces derniers à partir du X£ siècle. Le second frag- 
ment (#), qui a aussi été attribué d’une manière incertaine à Pappus, 
traite des opérations de la multiplication et de la division dans le 
système de la numération sexagésimale, lequel n'apparaît qu'après 
Diophante chez les astronomes grecs. Enfin, le troisième fragment (5), 
qui contient quatre chapitres intitulés : Planimétrie de Diophante (5) ; 
Traité méthodique des polygones (7) ; Traité méthodique général sur 


1. Fragment dont le texte est reproduit d’après le manuscrit de Paris, Supplément 
grec et 181 recto, dans l'édition précitée du Diophante de Tannery, vol. II, 
p. 3, 1 3-14. 

2. Éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. II, p. 3, 1. 3: "Ex +ñc dptBpnrixns 
At0GGYTOU. 

3. Ibidem, p. 8, 1. 6: xuta thv tab, rns ‘Ivôtuxns ellocou. 

4. Fragment dont le texte est reproduit d’après le manuscrit de Paris 453 dans 
le vol. IT, pp. 3-15 de l'édition précitée du Diophante de Tannery. Ce fragment avait 
déjà été édité, en 1879, par Ch. Henry sous le titre : « Opusculum de multiplicatione 
et divisione sexagesimalibus Diophanto vel Pappo attribuendum. » 

5. Fragment reproduit d’après le manuscrit grec de Paris 2448 dans le vol. II, 
pp. 15-31 de l’éd. précitée du Diophante de Tannery. 

6. Voir : éd. du Diophante de Tannery, vol. II, p. 15,1. 20: Atogävrou énimedoue- | 
ÆOLXE. 

7. Ibidem, p. 18,1. 7: M:i950c <0y r2hUywvwY. 
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Les polygones (1), et Sur le cylindre (?), n'appartient pas davantage à 
l'analyse diophantienne : c’est une compilation reproduisant une 
cinquantaine de propositions géométriques et stéréométriques de 
l'ouvrage de Héron (°), et appartenant donc à la période byzantine. 


% 
+ * 


Lorsque, au commencement du XIIIe siècle, à la suite de ses 
voyages en Orient et des relations qu'il y avait eues avec les Arabes, 
Léonard de Pise eut introduit l'algèbre en Italie, et qu'il eut fait 
faire à la science nouvelle, regardée comme la partie sublime de 
l’arithmétique, les progrès que révèlent ses manuscrits de 1202 et de 
1228 restés longtemps inédits (4), cet événement put être considéré 
comme une première infiltration des œuvres de Diophante en raison 
de la part d'inspiration qui revenait à l’analyse diophantienne, con- 
curremment avec l’analyse des Hindous, dans l’algèbre des Arabes. 
Il en fut tout autrement pour l'ouvrage même de Diophante consi- 
déré dans son intégrité et dans la beauté originale de son texte grec, 
lequel devait encore rester dans l’oubli depuis l’époque où Planude 
avait écrit ses scolies jusqu’au début de la Renaissance. 

C’est le célèbre astronome Régiomontanus (5), qui, au cours du 


1. Ibidem, p. 24, 1. 15: Médodos xxfoktxn ét Toy ro)uywvuv. 

2. Ibidem, p. 27,1. 21: nest xuhivdoov. | 

3. Voir : Heronis Alexandrini geometricorum et stereometricorum reliquiae, edidit 
F. Hultsch. Berolini, 1864, gr. in-80. 

4. Scritii di Leonardo Pisano matematico del secolo decimo terzo, publicati da 
Baldassare Boncompagni. Roma, 1857-1862, 2 vol. in-40. T. I : Leonardi Pisant liber 
Abbaci ; T.II : Leonardi Pisani practica Geometrica et opuscula. 

On pourra consulter aussi l'ouvrage suivant : Recherches sur plusieurs ouvrages de 
Léonard de Pise et sur diverses questions d’arithmétique supérieure, par Ed. Lucas. 
Rome 1877, in-40. 

5. Regiomontanus, ou de Regio Monte, pseudonyme de Jean Muller, qui latinisa 
son nom d’après son lieu d’origine, Kœnigsberg, où il naquit en 1436. Élève et ami 
de l’astronome Purbach, il fut avec lui le plus grand promoteur de l'astronomie au 
XV® siècle. Après avoir enseigné les mathématiques à Vienne il suivit en 1461 le 
cardinal Bessarion en Italie pour y apprendre plus facilement le grec et se mettre en 
état de lire les mathématiciens de l’antiquité. Il traduisit dès lors du grec en latin 
les Coniques d'Apollonius, les Cylindriques de Sérénus d’Antissa, les Questions 
mécaniques d'Aristote, les Pneumatiques de Héron, les œuvres de Ptolémée, et il 
corrigea sur le texte grec l’ancienne version d’Archimède faite par Jacques de Cré- 
mone. En 1463 il enseigna avec éclat l'astronomie des Arabes à Padoue. Appelé à 
Bude par le roi de Hongrie Mathias Corvin, il y résida pendant quelques années, 
puis fonda à Nuremberg en 1472 une imprimerie d’où sont sortis un grand nombre 
d'ouvrages scientifiques. Le pape Sixte IV l’ayant invité à venir à Rome pour diriger 
les travaux de réforme du calendrier, il y mourut en 1476, après quelques mois de 
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séjour qu'il fit en Italie après la mort de son maître, l’astronome 
Purbach, attira le premier l’attention sur un manuscrit des Arithmé- 
tiques dans une lettre adressée, en 1464, à Bianchini, astronome du 
duc de Ferrare. En lui faisant part de la découverte qu'il avait faite, 
à Venise, du mathématicien grec Diophante, il ayoutait que son 
œuvre n'avait pas encore été traduite du grec en latin, et qu’elle 
définissait, dans sa préface, les diverses puissances de l’inconnue 
jusqu’à la sixième .Il ignore cependant si l'ouvrage même s'étend 
à toutes ces puissances, car, dit-il : « bien que la préface promette 
treize livres, il ne s’en trouve que six ». Regiomontanus manifeste 
même l'intention de traduire toute l’œuvre en disant : « Si cet 
ouvrage, qui est réellement très remarquable et fort difficile, pouvait 
être retrouvé en entier, je voudrais le traduire en latin ; car la con- 
naissance du grec que j'ai acquise pendant que je suis resté avec 
mon vénérable maître (!) y suffirait ». Et il continue en priant Bian- 
chini de tâcher de découvrir une copie de l’ouvrage entier, et, au cas 
où il commencerait à traduire les six livres, de l’en avertir (?). 
Regiomontanus revient une seconde fois sur sa découverte dans le 
passage suivant de son Zntroduciion sur les sciences mathématiques 
en général, écrite à l’occasion des leçons qu'il donna à Padoue sur 
l'astronomie des Arabes (#) : « Personne n’a encore traduit du grec en 


séjour, empoisonné, croit-on, par les fils de Georges de Trébizonde, parce qu’il avait 
publiquement critiqué la traduction que ce dernier avait faite de Ptolémée et de 
Théon. Regiomontanus a écrit de nombreux ouvrages dont plusieurs n’ont été 
publiés qu'après sa mort. Les plus importants sont : Epytoma Joannis de Monte 
Regio in Almagestum Ptolemaer, Venetiis, 1496, pet. in-fol. ; Joa de Monteregio et 
G. Purbachir epitome in Ptolemaer: magnam compositionem. Basileae, 1543, in-40 ; 
Scripta mathematicr J. Regiomontant, etc. Norimbergae, 1544, pet. in-4° ; /Joa de 
Monteregio, de cometae magnitudine longitudine ac de loco ejus vero problemata XVI. 
Norimbergae, 1531, pet. in-40 ; Kalendarium Johannis de Monte Regio. Venetiis, 
1482, pet. in-40 ; Almanach magistri Johannis de Monte Regio ad annos XVIII 
accuratissime calculata. Venetiis, 1488, pet. in-40; Joan de Regio Monte, de triangulis 
omnimodis libri V ; ejusdem de quadratura circuli dialogus. Norimbergae, 1533, in- 
fol. ; Joa Regiomontant mathematici praestantissimi de Triangulis planis et shphaericis 
libri V, edidit Dan. Sautbech. Basileae, sans date. Ce dernier traité de trigonométrie 
est remarquable par plusieurs nouveautés, et en particulier par une belle méthode, 
la première qu’on ait donnée, pour résoudre en général un triangle sphérique quel- 
conque, connaissant les trois angles ou les trois côtés. 

1. Le cardinal Bessarion, né en 1395, mort à Ravenne en 1472. 

2. La lettre de Regiomontanus dont nous avons traduit les passages se trouve 
dans l’ouvrage de Ch. Th. de Murr : Memorabilia Bibliothecarum publicarum Norim- 
bergensium et Universitatis Alidor finae. Nuremberg, 1786, I, p. 135. Cette lettre a été. 
reproduite en partie dans l’ouvrage de Doppelmayer : Historische Nachricht von den 
Nürnbergischen Mathematicis und Künstlern. Nurnberg, 1730, p. 5, en note. 

3. C'est-à-dire sur l'astronomie d’Alfraganus et sur celle d’Albatenius, le plus 
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latin les treize beaux livres de Diophante, qui renferment la véritable 
essence de toute l’arithmétique, cet « ars rei et census » (1!) que 
l’on désigne maintenant sous le nom arabe d’algèbre » (2). 

L'appel de Regiomontanus devait rester sans écho pendant plus 
d'un siècle encore. Il n’est pas fait mention de Diophante dans le 
premier traité d’algèbre que Lucas de Borgo publia en italien, en 
1494, et dans lequel on trouve, outre les règles ordinaires de l’arith- 
métique, les règles de fausse position et la résolution des équations 
des deux premiers degrés (*). Diophante n’est pas mentionné 
davantage dans le traité d’algèbre que Jérôme Cardan fit paraître 
un demi-siècle plus tard (4, ni dans celui de Tartaglia, publié en 


célèbre d'entre les astronomes arabes, ayant déterminé l’excentricité de l’écliptique 
avec une remarquable exactitude, calculé la durée de l’année avec une erreur en 
moins d'environ deux minutes, découvert le mouvement de l’apogée du soleil, et 
vérifié les théories de Ptolémée sur le mouvement des planètes. 

1. C'est-à-dire l’art de la chose (cherchée ou inconnue) et de la puissance (de 
l’inconnue). | 

2. La dissertation de Regiomontanus intitulée : Oyratio introductoria in omnes 
scientias mathematicas se trouve dans l’ouvrage : Alfragant rudimenta astronomiae, et 
Albatenu liber de motu siellarum, cum observahionibus tum propriis, tum Piolemaei ; 
cum Jo. de Regiomonte oratione introductoria, demonstrationibus geometricis et addi- 
honibus. Norimbergae, 1537, in-40. 

3. Lucas Paccioli, moine franciscain qui vécut dans la seconde moitié du XV® siè- 
cle, appelé ordinairement Lucas de Borgo parce qu'il était né à Borgo, en Toscane. 
Après avoir voyagé longtemps en Orient pour s’y instruire et y remplir des missions, 
il enseigna les mathématiques à Naples, puis à Venise, et enfin à Milan, où il occupa 
la chaire de mathématiques fondée par Louis Sforza dit le More, et où il traduisit 
Euclide en latin, ou plutôt revit la traduction de Campanus qu'il accompagna de 
notes savantes. 

Son ouvrage De divina proportione embrasse la perspective, la musique et l’ar- 
chitecture. Un autre ouvrage traite des corps réguliers. Son ouvrage le plus impor- 
tant, auquel il doit la célébrité d’avoir été, avec Léonard de Pise, l'intro ducteur de 
l'algèbre des Arabes en Italie, fut publié en italien, à Venise, en 1494, sous le titre : 
Summa de Arithmetica, Geometria proportiont et proporlionalita, en deux vol. 
in-fol., l’un de VIII feuillets préliminaires et 224 feuillets chiffrés, l'autre de 
76 feuillets chiffrés. | 

Lucas de Borgo surveilla lui-même l'impression de cet ouvrage devenu rarissime, 
et il y collabora même manuellement, d’après la note suivante que l’on trouve à la 
fin du second tome : « Con spesa e diligentia e opificio de Paganino di Paganini da 
Brescia nell’ excelsa cita di Vinegia... negli anni 1494... Frater Lucas de Borgo 
Sancti Sepulcri.. suo parvo ingenio ignaris compatiens, hanc sammam arithmeticae 
et geometricae proportionumque et proportionalitatum edidit ac impressoribus 
assistens, die noctuque, proposse manu propria castigavit ». 

_ L'ensemble des ouvrages de Lucas de Borgo fut publié quelques années plus tard 
sous le titre Luca Pacciolo dal Borgo San Sepolcro. Opere matematiche. Venetiis, 
1509, pet. in-fol. 

4. Hieronimi Cardani, artis magnae sive de regulis algebraïcis, liber unus, qui et 
totius operis de arithmetica, quod opus perfectum inscripsit, est inordine decimus. 
Norimbergae, 1545, in-fol. 

Cet ouvrage de Cardan avait été précédé d’un autre se rapportant à l’arithmé- 
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1560 (1) ; ouvrages dans lesquels les progrès de l’algèbre s'étendent 
déjà à la résolution de l'équation du troisième degré, due à Scipion 
de Ferro, et à la résolution de l’équation du quatrième degré. 

Malgré le rappel de Joachim Camerarius (*?) qui, dans une lettre 
publiée en 1556, avait de nouveau signalé qu'il y avait au Vatican 
un manuscrit de Diophante dont il avait le grand désir de prendre 
connaissance (%), et bien que Jacques Peletarius eût fait remarquer 
à la même époque que d’aucuns attribuent l'invention de l'algèbre à 
un Grec, Diophante, l’œuvre de ce dernier devait encore rester 
inconnue dans l’Occident jusqu’en 1572, date à laquelle Raphaël 
Bombelli (*) commença à la révéler, non encore par un texte, mais 
par de nombreuses propositions qu’il incorpora dans son célèbre 
traité d’Algèbre intitulé : L’Algebra parte maggiore dell” Aritmetica 
divisa in tre libri di Rafael Bombellr da Bologna, Novamente posta in 
luce. In Bologna nella stamperia di Giovanni Rossi. MDLXXIT, 
in-40 (5). 


tique pratique : Hieronimi Cardani practica arithmeticae, et mensurandi singularis. 
Mediolani, 1539, in-80. 

1. I! General Trattato di Numeri e Misure di Nicolo Tartaglia. In Vinegia, 1556- 
1560, 6 parties en 3 vol. in-fol. 

Les deux premières parties de cet ouvrage important au point de vue de l’histoire 
des mathématiques au Moyen-Age comprennent l’arithmétique pratique et spécu- 
lative, y inclus le calcul des puissances et des irrationnelles suivant le dixième 
livre d’Euclide. Les trois parties suivantes concernent la géométrie, et la dernière 
est relative à l'algèbre. 

La première partie de l'ouvrage a été traduite par Guillaume Gosselin sous le 
titre : L'arithmétique de Nicolas Tartaglia Brescian, grand mathématicien, prince des 
praticiens, traduict en françois par G. Gosselin de Caen. Paris, 1578, pet. in-8. 

2. Camerarius (Joachim itr), humaniste dont le nom allemand était Liebhard, 
né à Bamberg, en 1500, mort à Leipzig en 1574. Outre ses traductions latines de 
Xénophon, Thucydide, Sophocle, Euclide, Grégoire de Nysse, il a publié un grand 
nombre de classiques grecs et latins avec d'excellents commentaires dont on trouve 
la liste dans la Bibliothèque de Gessner et dans les Mémoires de Nicéron. Ses lettres 
familières, publiées par sa fille, renferment une foule de renseignements précieux 
sur son époque. (Francfort, 1583 et 1595, 3 vol. in-80.) 

3. De Graecis Latinisque numerorum notis et praeterea Saracenis seu Indicis, etc. 
studio Joachimr Camerarn. Papeberg, 1556. 

4. Bombelli (Raphael), ingénieur-hydraulicien et mathématicien, né probable- 
ment à Bologne dans la première moitié du XVIesiècle. On ne sait que peu de chose 
sur sa vie qu'il partagea entre l’étude des mathématiques et les grands travaux du 
génie c'vil exécutés, en Toscane, pour assainir la vallée marécageuse de la Chiane. 
On ignore le lieu et la date de sa mort qui survint, croit-on, peu après la publication 
de son célèbre traité d’Algèbre. 

5. L'ouvrage de Bombelli fut réédité en 1579 sous le titre : L’algebra, Opera di 
Rafael Bombelli da Bologna divisa in tre libri. Con la quale ciascuno de se potra venire 
in perfetta cognitione della teoria dell’ Arithmetica. Con una Tavola copiosa delle 
materie ; che in essa Si contengono. Posta hora in luce à beneficio delli studrosi dr detta 


INTRODUCTION LXII 





Cet ouvrage que Bombelli publia dans les dernières années de sa 
vie, avait fait de sa part, avant de connaître les Ayithmétiques de 
Diophante, l’objet d’une première rédaction au cours de sa carrière 
d'ingénieur hydraulicien, toute entière consacrée au déssèchement 
des marais de la vallée de la Chiane, en Toscane. Le manuscrit inédit 
de celle-ci, qui porte les traces de continuelles corrections et ne 
faisant encore aucune allusion à Diophante, à été récemment 
retrouvé dans la bibliothèque Communale de l’Archigymnase de 
Bologne par Ettore Bortolotti, qui le fait remonter d’une manière 
incontestable antérieurement à l’année 1556 (1). Le texte de ce 
manuscrit est assez différent de celui qui fut édité. Non seulement 
il ne contient pas encore la série de problèmes algébriques que Bom- 
belli devait emprunter à Diophante, mais il comprend une partie 
géométrique, restée inédite, bien que sa publication à bref délai (?) 
soit annoncée en dernière page de l’ouvrage imprimé : la mort em- 
pêcha sans doute Bombelli d’y apporter, comme 1l dit, « la perfection 
qu’exige l’excellence de cette discipline » (#). Cette partie géométrique 
qui concerne principalement la construction de problèmes détermi- 
nés, présente certaines analogies avec la géométrie de Descartes, 
et sa publication présenterait un vif intérêt au point de vue de 
l'histoire de la géométrie analytique ({). 

Le traité d’algèbre de Bombelli, que Leibniz cite plusieurs fois 
avec une vive admiration dans ses œuvres et dans sa correspondance, 


professione. In Bologna, per Giovanni Rossi. MDLXXIX. Con licenza de’ Superior!, 
1-49. 

Cette édition ne diffère de la première que par le titre et par la réirapression des 
six premières pages d'introduction contenant la dédicace ; pour le reste il s’agit du 
même tirage typographique. Ce point de bibliographie a été élucidé par À. Favaro 
dans un article intitulé : Zntorno ad una pretesa seconda edizione dell’ Algebra di. 
Raphael Bombelli. (Bibliotheca Mathematica, 2me série, t. 7. Stockholm, 1893, 
pp. 15-17.) | 

ie exemplaires de l’Algèbre de Bombelli sont rares en Italie et presque introuva- 
bles partout ailleurs. L’exemplaire daté de 1579 que nous avons consulté appartient 
au Collège Saint-Michel, à Bruxelles, établissement qui abrite actuellement l’incom- 
parable bibliothèque des Bollandistes. 

1. Voir : E. Bortolotti. Manoscritti matematici, risguardantr la storia dell’ algebra 
esistenti nelle Biblioteche di Bologna. (Publicazioni del Circolo matematico di 
Catania. Esercitazioni matematiche, anno III, fasc. 20 et 30. Catania, 1923, p. 82.) 

2. Voir l’Algèbre de Bombelli, éd. précitée de 1579, p. 648 : «in brev’ ora ». 

3. Ibidem, p. 648 : «… ridutta a quella perfettione che la eccellentia di questa 
disciplina ricerca ». 

4, Voir : E. Bortolotti. Leziont di Geometria Analitica. Bologna, Nicola Zanichelli. 
Vol. primo, Introduzione storica, p. XXXV. 
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et dans lequel il compléta du reste son éducation mathématique, 
marque une date intéressante dans l’histoire des mathématiques, et 
ce n'est pas sortir de notre sujet que d’en donner un court aperçu 
dans le but de montrer, qu’au moment précis de la révélation des 
œuvres de Diophante, l’algèbre dépassait déjà les procédés parti- 
culiers des Grecs de toute la puissance de ses méthodes générales. 

Bombelli rassemble en un corps de doctrine toutes les découvertes 
algébriques de ses prédécesseurs de l’École de Bologne au XVI® siè- 
cle, tels que Lucas de Borgo, Scipion de Ferro, Cardan et Tartaglia, 
et 1l innove encore d’une manière importante. Il est le premier à 
introduire l'emploi de la notation exponentielle de l'inconnue, nota- 
tion consistant en une petite cupule dans la concavité de laquelle 
figure le nombre de la puissance. C’est chez Bombelli que l’on trouve 
exposé pour la première fois le calcul des imaginaires, dont il a été le 
véritable fondateur (1): l’application de ce calcul à la recherche des 
racines des équations cubiques dans le cas irréductible, et la relation 
entre la résolution des équations cubiques et le problème de la 
trisection de l’angle (?). On trouve enfin chez lui la résolution com- 
plète des équations du quatrième degré, dont Ferrari n’avait encore 
étudié qu’un seul cas, et la discussion détaillée des quarante-deux 
cas que cette équation peut présenter (). 

Bombelli fut amené à la connaissance et à l'étude des œuvres de 
Diophante dans les circonstances qu'il expose dans l'introduction 
de son traité d’algèbre : «... mais, ces années passées, un ouvrage 
grec relatif à cette discipline ayant été retrouvé dans la bibliothèque 
de Notre Seigneur au Vatican (), composé par un certain Diophante 


1. Voir : E. BoRTOLOTTI. Origine e primo inizio del calcolo degli immaginari. 
SR Kevue internationale de synthèse scientifique. Milan, juin 1923, pp. 385- 
394. | 

2. Voir : E. BoRTOLOTTI. La trisezione dell’ angolo ed il caso irreducibile della 
equazione cubica nell’ Algebra di Rafael Bombelli. (Rendiconto delle Sessioni della 
KR. Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna. Anno Accademico 1922-23, 
Bologna, 1923.) 

3. Voir : CossaLr. Origine, trasporio in Italia primi brogressi in essa dell’ Algebra, 
etc. Parme, 1797. 

4. Le manuscrit utilisé par Bombelli et Antonio-Maria Pazzi est le codex Vaticanus 
gr. 200, (ancien n° 215), qui n’est qu'une copie datant du commencement du 
XVIe siècle. Outre le texte de Diophante, ce manuscrit contient les annexes de. 
Planude et présente, au livre V des Arithmétiques, une lacune qui s’étend à toute la 


proposition 28 que l’on ne retrouve effectivement pas dans les adaptations de 
Bombelli. 
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Alexandrin, auteur grec, qui vécut à l’époque d’Antonin-le-Pieux ; 
et le sieur Antonio-Maria Pazzi, lecteur public ès mathématiques, à 
Rome, me l'ayant fait voir, j ai jugé avec lui que l’auteur était très 
intelligent en matière de nombres, (bien qu'il ne traite pas des 
nombres irrationnels, et qu’on ne trouve chez lui qu’une manière 
parfaite d'opérer) ; et, dans le but d'enrichir le monde d’une œuvre 
d'une telle importance, nous nous sommes, lui et moi, mis à la tra- 
duire. Nous en avions traduit cinq livres (sur les sept qu'ils sont), 
lorsque nous ne pûmes achever le reste à cause des travaux qui nous 
ont incombé à l’un et à l’autre... » (1). 

La traduction de cinq livres des Ayithmétiques que, d’après ce 
passage, Bombelli aurait faite en collaboration avec Pazzi, ne doit 
probablement pas s'entendre dans le sens d’une traduction fidèle et 
intégrale du texte de Diophante, et ce malgré l’allusion qui y est 
faite plus tard par Commandin dans une de ses lettres (?) ; car ils 
n’ont rien publié de semblable, ni en latin, langue dans laquelle on 
avait l'habitude alors de traduire les auteurs grecs, ni en italien, 
et ils n’ont laissé aucun manuscrit inédit de ce genre. Mais il y a 
plutôt lieu d'admettre qu'ils se sont bornés à faire des résumés des 
solutions des propositions. Un travail de ce genre leur suffisait en 
somme pour atteindre le but que Bombelli s'était assigné : se fami- 
liariser suffisamment avec l'analyse de Diophante pour pouvoir 
s'initier au petit nombre de ses méthodes, à la grande variété de ses 


a — 


Voir : PAUL TANNERY. Rapport sur une Mission en Italie du 24 janvier au 
24 février 1886. (Archives et Missions scientifiques et littéraires, 3me série, t. XIII, 
1888, pp. 409-455 ; ou bien Mémoires scientifiques de Paul Tannery, éd. précitée, 
t. II, pp. 269-330.) 

1. Voir l’Algèbre de Bombelli, éd. précitée de 1579. L'introduction n’est pas 

numérotée, mais les feuillets ont des signatures. Le passage qui se trouve au folio 
d, verso est le suivant : .… ma questi anni passati, essendosi ritrovato una opera 
greca di questa disciplina nella libraria di Nostro Signore in Vaticano, composta da 
un certo Diofanto Alessandrino Autor Greco, il quale fu à tempo di Antonin Pio, 
& havendomela fatta vedere Messer Antonio Maria Pazzi, Reggiano, publico lettore 
delle Matematiche in Roma, e giudicatolo con lui autore assai intelligente de” 
numeri (ancorche non tratti de numeri irrationali, ma solo in lui si vede un perfetto 
ordine di operare) egli, & io, per arrichire il mondo di cosi fatta opera, ci dessimo à 
tradurlo, e cinque libri (delli sette, che sono) tradutti ne habbiamo ; lo restante non 
havendo potuto finire per gli travagli avenuti all” uno, e all’ altro... » 

2. Le passage d’une lettre de Commandin dans laquelle il fait allusion à une 
traduction de Diophante par Bombelli et Pazzi est incidemment reproduit dans l’in- 
troduction de l’ouvrage suivant : Commentaire de Théon d'Alexandrie sur le premier 
livre de la Composition mathématique de Ptolémée, eic., traduit par l'abbé Halma. 
Paris, 1821, in-40. Voir introduction, p. XI. 


Diophante d'Alexandrie, 5 
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procédés de solutions, et pour pouvoir enrichir son traité d’Algèbre 
d’une série de propositions inédites extrêmement intéressantes. Tel 
qu’il fut enfin publié après être resté de longues années sur le métier, 
le traité de Bombelli est divisé en trois livres, dont les deux premiers 
sont consacrés aux principes et à la théorie du calcul algébrique, et 
dont le troisième est augmenté de 143 problèmes qu'on ne rencontre 
pas encore dans le premier manuscrit inédit du traité, et qui sont 
empruntés aux cinq premiers livres des Ayithmétiques. Parmi ces 
143 problèmes que Bombelli mélange sans ordre apparent à ses pro- 
pres propositions et à celles qu'il avait déjà puisées chez ses prédé- 
cesseurs immédiats, il y en a 35 qui appartiennent au premier livre 
de Diophante, lequel en contient 39 ; il y en a 27 tirés du second 
livre qui en contient 35 ; il y en a 21 qui représentent la totalité du 
troisième livre ; puis 40 qui représentent le quatrième livre en entier, 
enfin 20 qui représentent les deux tiers du cinquième livre (1). L’in- 
fluence de Diophante se fait du reste sentir dans des modifications 
que Bombelli apporte à la première ébauche de son ouvrage. Tous. 
les problèmes du manuscrit inédit se caractérisent par leur but 
pratique et utile aux usages ordinaires de la vie, et ils revêtent donc 








Nous donnons ci-après le relevé des propositions qui, dans le traité d’Algèbre 
de Bombelli appartiennent aux cinq premiers livres de Diophante. Dans ce relevé, 
qui a été établi à notre intention par Mr. Ettore Bortolotti, Professeur à l’Université 
de Bologne, et pour lequel nous lui adressons ici nos remerciements, l'indication des. 
livres se rapporte à l'ouvrage de Diophante, et les premiers numéros correspondent 
à ses propositions, tandis que les numéros entre parenthèses correspondent aux 
propositions de l'ouvrage de Bombelli : 
Livre I: 1(2), 2 (8), 3 (manque), 4 (10), 5 (11), 
1 


6 (13), 7 (14), 8 (15), 9 (16), 10 
6 (28), 1 


(18), 11 (1), 12 (21), 13 (26), 14 (194), 15 (27), }; 47(80), OU 9 (35), 
20 (36), 2 A Ÿ : (a) 23 (42), 24 (manque), 25 (44), 26 (50), 27 (49), 2 R(ASbieL 
29 (51), 30 (53), 31 (54), 32 (55), 33 (56), 34 (57), 35 (58), 36 (manque), 37 (59), 

38 (manque), 39 (60 
LivresHita 7 (manquent), 8 (61), 9 (62), 10 (63), 11 (66), 12 (manque), 13 (67), 
14 (69), Let 0), 16 (72), 17 et 18 (73), 19 (74), 20 (78), 21 (81), 2 (83), 23 (84), 
33 (97), 


24 (85), 25 (86), 26 (88), 27 (89), 28 (90), 29 (91), 30 (92), 31 (93), 32 (96 sh 
34 (98), 35 (99). 


Livre an: 1 (1 00), AT 3 (102), 4(103), 5 (104), G:(108); Foie 6), 8 (110), 
9 (111), 10 (113), 11 (114), 12 (116), 13 (117), 14 (120), 15 (121), 16 (122), 17 (123), 
18 (124), 19 (126), 20 (127), 21 (128). 

Livre IV : 1(129), 2(133), 3 (134), 4 (136), 5 (137), 6 (138); 140) 8 (141), 
9 (142), DE 11 (149), ASE AQU AUS 15 (153), 16 (158), 17 (159), 
18 (160), 19 (161), 20 (162), 21 (164), 22 (167), 23 (168), 24 (169), 250 26 (171), 
27 (172), 28 (173), 29 (179), 30 (180), 31 (181), 32 (182), 33 (188), 34 (190), 35 (192), 
36 (195), 3 AUEDE 38 (197), 39 (200), 40 Con. 

Livre V : 1(202), 2 (203), 3 (209), 4 (210), (212); 6(212), 7 (216), 8 (218), 

219), 10 (220), 11 Ga 12 (222), 13 (225), 14 (226), 15 (232), 16 (233), 17 (234), 

2 


9 
Ë (235), 19 (236), 20 (237). 
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cette forme concrète qui était habituelle aux mathématiciens du 
moyen âge. Dans l'ouvrage imprimé, au contraire, ils présentent la 
forme abstraite que l’on rencontre dans les propositions de Dio- 
phante, et Bombelli défend cette manière de se séparer de ses 
prédécesseurs, en faisant valoir qu’en imitant ainsi les anciens, il 
relève la dignité de l’arithmétique (1). Il renonce d’autre part à 
exprimer désormais la seconde puissance de l’inconnue par le mot 
« censo » (?), comme les algébristes italiens de son temps, pour imiter 
Diophante qui emploie simplement le mot « puissance » (3), et il 
abandonne de même le mot « cosa » () par lequel on avait désigné 
jusque-là l’inconnue du premier degré d’une manière qu'il trouve 
impropre, et il lui substitue le mot «{anto » (5) qui vise une quantité 
indéterminée et qui répondait mieux, d’après lui, à la manière de 
Diophante, chez qui le nombre cherché ou inconnu s’appelle abstrai- 
tement «le nombre ». 

Les problèmes de Diophante, dispersés dans l'ouvrage de Bombelli 
au point de n’avoir pu être réellement identifiés que plus tard, sont 
loin d’y représenter une traduction véritable (6). Ils y perdent leur 
verbalisme original auquel Bombelli substitue le langage déjà sym- 
bolisé de ses expressions algébriques, et, si les solutions ne s’écartent 
guère des méthodes et des procédés de l’auteur grec, Bombelli les 
rend fréquemment plus explicites dans les endroits obscurs ou diffi- 
ciles. Il s’attarde souvent à certaines propositions de Diophante pour 
en donner plusieurs solutions particulières, et, dans plusieurs cas, 
libérant ainsi les solutions diophantiennes de leur souci constant 


1. Voir éd. de l’Algèbre de Bombelli de 1579 ; p. 415 : « .… ed io solo habbia posta 
l’operatione delle dignità aritmetiche.. imitando gli antichi scrittor1... » 

2. C'est-à-dire cens. Ibidem, p. 202 ; «.. non voler più usare la voce censo...». 

3. ddyauts, mot par lequel Diophante désigne la deuxième puissance de l'in- 
connue, et que Bombelli traduit par « potenza ». 

4. «la cosa », c’est-à-dire la chose inconnue ou cherchée, mot par lequel Bombelli 
désigne aussi la quantité variable, concurremment avec l’expression «il lato ». 

5. « tanto » c’est-à-dire une « tantité », mot inusité en français qui répondrait au 
concept d’indétermination, par opposition au mot «quantité», qui répond au 
concept de détermination. 

6. Bachet, dans la préface de son édition précitée du texte grec de Diophante, 
apprécie comme suit la manière dont Bombelli traite les propositions de Diophante : 
« Sed suas Diophanteis quaestionibus ita immiscuit, ut has ab illis distinguere non 
sit in promptu, neque vero se fidum satis interpretem praebuit, cum passim verba 
Diophanti immutet, hisque pleraque addat, pleraque pro arbitrio detrahat. In 
multis nihilominus interpretationem Bombelliü, Xilandriana praestare, et ad hanc 
emendandam me adjuvisse ingenue fateor ». | 
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de ne fournir que des valeurs positives, réelles et rationnelles, il 
marque déjà une tendance à les généraliser en adoptant, comme 
données, des paramètres variables (1). 

Sans chercher à diminuer la part de reconnaissance que l'on doit à 
Bombelli pour avoir été le premier à restituer au patrimoine scienti- 
fique de l'humanité une œuvre que le temps avait ensevelie à une 
profondeur de plus de mille ans, et qui devait être un jour la source 
de nombreuses découvertes dans la théorie des nombres chez les 
modernes, on peut néanmoins regretter qu'au lieu d’avoir considéré 
l’œuvre de Diophante comme vivante et humaine, en la donnant, 
sous le nom de l’auteur, dans son intégrité et dans la beauté de sa 
forme antique, il se soit borné à l’exhumer comme une œuvre morte 
et pour ainsi dire anonyme, et à l’incorporer d’une manière voilée 
dans son traité, où elle revêt la forme nouvelle d’une algèbre déjà 
fort avancée. La lecture du troisième livre du traité de Bombelli 
laisse, après tout, un certain malaise ; elle donne l'impression que 
des pierres richement travaillées ont été enlevées d’un monument 
parfaitement ordonné de l’art grec, et, qu'après avoir été dépouillées 
de leur patine antique, elles ont été enchâssées dans une construction 
composite de la Renaissance italienne. 


Au moment où Raphaël Bombelli publiait son traité d’algèbre en 
Italie, en 1572, il y avait déjà un an qu’en Allemagne le grand 
humaniste Xylander (?), qui enseignait la philosophie d’Aristote à 


1. Voici par exemple de quelle manière Bombelli généralise la proposition 28 du 
Livre I de Diophante dans la proposition 49 du Livre III de son « Algèbre ». (Cfr. 
éd. précitée de 1579, p. 449) : « Faccisi di 12—x due parti tali, che li loro quadrati 
gionti insieme faccino 48 », et il trouve comme solution les deux expressions : 


Î 3 Î 3 
s A EAP SE og gl qi La A AR LE A 
5 + 18 x 1* 60, et 6 5 * 18 x 1* 60. 


2. Xylander, dont le nom véritable était Guillaume Holzr.ann, naquit à Augs- 
bourg, le 26 décembre 1532, et mourut le 10 février 1576. Né de parents pauvres, ses 
dispositions étonnantes que, dès l'enfance, il montra pour l'étude de langues et des 
littératures anciennes, furent favorisées par Wolfgang Rolinger, patricien d'Augs- 
bourg. Après avoir perfectionné ses connaissances en histoire, en théologie, en philo- 
sophie et en mathématiques, à Tubingue et à Bâle, il succéda à Micyclus, en 1558, 
dans la chaire de langue grecque à l’université de Heidelberg. Outre ses éditions 
du texte grec d'Euripide, de Théocrite et d'Étienne de Byzance, on lui doit les tra- 
ductions latines de Tryhiodose (Bâle 1548), de Dion Cassius, de Marc Aurèle (1558), 
de Plutarque (1561-1572, 2 vol. in-fol.), de Strabon (1571) et enfin de Diophante 
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Heidelberg, avait conçu le projet de traduire les œuvres de Dio- 
phante en latin. Son ouvrage parut à Bâle en 1575 sous le titre : 
« Diophanti Alexandrinr Rerum Arithmeticarum Libri sex, quorum 
primi duo adjecta habent Scholia, Maximr (ut conjectura est) Planu- 
dis. Item Liber de Numeris Polygonis seu Multangulis. Opus incom- 
pDarabile, verae Arithmeticae Logisticae perfechionem continens, paucis 
adhuc visum. À Guil. Xylandro Augustano incredibili labore latine 
redditum, et Commentariis explanatum, inque lucem editum, ad Illu- 
striss. Princibpem Ludovicum V'uirtembergensem. Basileae. Per Euse- 
bium Episcopium et Nicolai Fr. haeredes. MDLXXV » (1). 

La préface de la version latine de Xylander, datée du 14 août 
1574 (?), est fort prolixe comme la plupart de celles des ouvrages 
d’érudition du XVI® siècle, mais elle conserve un certain intérêt à 
cause de l’abondance et de la variété de ses aperçus. Elle nous ren- 
seigne sur les circonstances dans lesquelles Xylander fut amené à 
traduire Diophante en latin, et nous expose les difficultés considéra- 
bles qu’il rencontra, et qu'il ne parvint du reste pas toujours à 
surmonter, dans l’exécution d’un travail basé sur un manuscrit 
unique ayant passablement souffert de l’incurie ou de l’ignorance des 
copistes. Il nous dit, en effet, qu'il ne connaissait encore Diophante 
que de nom pour l’avoir vu mentionné dans le Lexique de Suidas, 
et pour avoir appris que Régiomontanus avait signalé l’existence 
d’un manuscrit des Arithmétiques en Italie, lorsque, en octobre de 
l’année 1571, pendant un séjour qu'il fit à Wittemberg, deux érudits 
qu’il nomme Sébastien Théodoric et Wolfgang Schuler lui montrèrent 
quelques feuillets d’un manuscrit de Diophante appartenant à André 
Dudith Sbardellat (#), conseiller à la Cour de Vienne. Xylander copia 


(1575). On lui doit la première traduction allemande des œuvres d'Euclide (Bâle 
1572). Ses travaux mathématiques intitulés : Aphorismi Cosmographiei Liber I; 
De Minutris Liber I ; De surdorum numerorum natura ; De usu globi, ont été publiés 
peu après sa mort sous le titre : Opuscula mathematica Dom. Guil. Xylandri Augus- 
tant. Heïdelbergae, 1577, pet. in-4°. 

1. Ouvrage in-fol. dont les exemplaires sont de la plus grande rareté. Le précieux 
exemplaire, en superbe état de conservation, que nous avons consulté, appartient 
à la bibliothèque de l'Observatoire Royal de Belgique, à Uccle (Bruxelles). Il y est 
relié, sous parchemin de l’époque, avec les deux célèbres ouvrages d’Optique, 
également fort rares, d’Alhazen et de Vitellion. 

2. La préface (Epastola Nuncupatoria) est datée : Heidelberga, postrid. Eidus 
Sextiles MDLX XIV, c’est-à-dire le 14 août 1574, et elle est signée: Guil. Xylander 
Augustanus, publicus philosophiae Aristoteleae in schola Heidelbergensi doctor. 

3. Dudith (André), né à Bude, en 1533, de père hongrois et de mère vénitienne de 
la famille des Sbardellato dont il ajouta le nom au sien, mort en 1589. Personnage 
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la solution d’un problème de Diophante et la montra à un maître (1) 
qui enseignait à Leipzig. Ce dernier intercéda auprès de Dudith qui, 
chargé à cette époque d’une mission en Pologne (?), ne tarda pas à 
prêter son manuscrit à Xylander, et à l’encourager dans son projet 
de le traduire en latin. On ne sait en réalité pas exactement quel fut, 
parmi les manuscrits de Diophante actuellement catalogués, celui 
qui appartint à Dudith, car on en perdit les traces après que Xylan- 
der en eut fait usage. Mais comme, d’après le témoignage de ce der- 
nier ($), le manuscrit contenait, après le texte de Diophante, un 
fragment arithmétique attribué à Planude, Tannery (4) a cru pouvoir 
l'identifier avec celui de la bibliothèque ducale de Wolfenbüttel (°), 
lequel n’est qu’une copie de la seconde moitié du XVe siècle. 

La version latine de Xylander suit le texte de Diophante de fort 
près ; mais, contrairement aux excellentes versions latines qu'il a 
données d’autres ouvrages de la littérature grecque, celle-ci est 
écrite dans une langue pieine de néologismes impropres, de termes 
obscurs et parfois inintelligibles, comme chez la plupart des latini- 
sants de la Renaissance, qui ont éprouvé des difficultés à rendre dans 
la langue par excellence du droit une pensée scientifique exprimée 
dans la langue mathématique par excellence des Grecs. Toutes les 
propositions de Diophante y sont accompagnées de scolies qui para- 
phrasent pour ainsi dire les solutions, et le verbalisme de l’auteur 
grec est respecté d’une manière assez scrupuleuse, sauf en ce qui 
concerne l’énonciation des équations à laquelle Xylander substitue 
l'expression algébrique où les termes sont séparés par des signes 


qui passe pour avoir été fort érudit en histoire, philosophie, théologie et mathéma- 
tique. Conseiller à la Cour de Vienne sous l’empereur Ferdinand IT qui lui confia 
divers emplois. Evêque ayant occupé successivement plusieurs sièges, puis con- 
damné en Cour de Rome comme hérétique, il mena une vie assez mouvementée sur 
laquelle on trouvera des détails à l’article Dudith dans la Biographie universelle 
ancienne et moderne. Paris, Michaud frères, 1811-1857, 86 vol. in-80. 

1. Simon Simonius Lucensis. 

2. La préface de Xylander dit : « Andreas Dudicius Sbardellatus, hoc tempore 
Imperatoris Romanorum apud Polonos orator ». 

3. Xylander décrit son manuscrit comme suit dans sa préface : « Nostri sunt sex 
(libri Diophanti) de rebus arithmeticis quorum duo primi scholia graeca habent 
adjecta, quae Maximi Planudis esse creduntur, et probabilius id mihi fit, quod sub 
ejus nomine quaedam logistica codici sunt adjecta, quos nos usi sumus ». 

4, Voir éd. précitée du Diophante de Tannery, vol. IT, prolegomena, p. XX VIII : 
«Nisi ergo statuas Dudithii codicem deperditum esse, certum est illum eundem esse 
ac Guelferbytanum ». 

5. Le manuscrit de Wolfenbüttel est désigné sous le nom de Codex Guelferbytanus 
Gudianus I. 
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analogues à ceux que nous employons actuellement, tels qu’une 
petite croix latine pour marquer l'addition, un long trait horizontal 
pour la soustraction, et deux traits verticaux parallèles pour indiquer 
l'égalité. 

La traduction de Xylander, bien que remarquable par sa fidélité 
et par la façon heureuse dont elle reconstitue souvent des lacunes du 
texte, présente cependant de nombreuses erreurs imputables aux 
incorrections du manuscrit grec, et des interprétations fausses 
résultant probablement d’une éducation mathématique insuffisante 
pour la nouveauté de la matière, surtout dans les cas où Diophante 
subordonne la solution de ses problèmes à certaines conditions de 
possibilité qui laissent percer chez lui des connaissances, encore 
empiriques peut être, mais fort avancées dans la théorie des nombres. 

Il est regrettable que Xylander n'ait pas édité le texte grec en 
regard de sa version latine ; 1l aurait ainsi avancé de près d’un demi- 
siècle l’époque où le texte original des Ayifhmétiques devait être édité 
pour la première fois. On lui attribue cependant d’avoir écrit lui- 
même, ou d’avoir fait écrire à son usage, une copie du manuscrit de 
Dudith, laquelle fait actuellement partie du fonds Palatin de la 
bibliothèque du Vatican (1), et qui porte en marge des annotations 
en langue allemande, faisant présumer une préparation pour l’im- 
pression. Mais les travaux immenses auxquels il se livra pendant 
toute sa vie dans la hâte continuelle de leur achèvement, l’empé- 
chèrent sans doute de mettre à exécution son projet d’édition 
séparée du texte grec. 

Telle qu’elle apparut cependant avec ses nombreuses incorrections 
et ses passages obscurs, la traduction latine de Xylander mettait 
déjà en meilleure lumière ce que les adaptations et les transpositions 
de Bombelli n'avaient encore présenté que sous un jour voilé ; elle 
présentait désormais aux mathématiciens un document scientifique 
original dans lequel il restait cependant encore bien des énigmes à 
résoudre. 


1. Ce manuscrit, catalogué Codex Palatinus gr. 391 dans la bibliothèque Palatine 
du Vatican, se compose de 128 feuillets de papier in-quarto, et son écriture remonte 
à la seconde moitié du XVIe siècle. Il contient tout l'ouvrage de Diophante et le 
commentaire de Planude. C’est ce manuscrit que Saumaise examina à Heidelberg 
pour le compte de Bachet lorsque ce dernier prépara la première édition du texte 
grec de Diophante. Il passa ensuite dans la bibliothèque Palatine, laquelle fut trans- 
portée en majeure partie au Vatican au commencement de la guerre de Trente ans. 
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Publiée depuis deux ans à peine, la version de Xylander donnait 
déjà lieu à quelques publications des méthodes et des équations 
diophantiennes dans l’ouvrage que Guillaume Gosselin de Caen (1) 
publia, à Paris, en 1577 sous le titre: Gulielmi Gosselins Cadomen- 
sis Bellocasii de arte magna, seu de occulta parte numerorum, quae 
& Algebra, & Almucabala vulgo dicitur (?), libri quatuor. In quibus 
explicantur aequationes Diophanti, Regulae Quantitatis simplicis 
G Quantitatis surdae. Ad Reverendissimum in Christo Patrem Regi- 
naldum Bealneum, Mandensem Episcopum (*), Illustrissimi Ducis 
Alenconii Cancellarium, Comitem Geuodanum, alque in sanctiorti 
& interiori consilio Consiliarium. Parisiis, apud Aegidium Beys, via 
Jacobaea, ad Insigne Lilii albi, MDLXX VIT, 1n-89 (4). 

Dans son traité d’algèbre, Gosselin se borne en général à vulgariser 
d’une manière assez méthodique les connaissances algébriques de 
son temps, sans s'étendre cependant à ce que l’on savait alors de la 
résolution de l'équation du troisième degré, sous prétexte que cette 
résolution était encore incomplète, et qu'il se propose de publier 
prochainement des recherches personnelles à ce sujet (°). Il y néglige 
de même l'équation du quatrième degré, dont on possédait déjà 
aussi la solution, parce qu’il la considère encore, ainsi que Cardan (f) 
du reste, comme contraire à la nature réelle des choses en présence 
des concepts de longueur, de surface et de volume. 


1. Guillaume Gosselin naquit à Caen on ne sait au juste en quelle année, et on ne 
connaît pas davantage la date de sa mort. Lorsqu'il publia son traité d’algèbre, en 
1577, il devait être encore assez jeune, car la pièce de vers qui suit la préface de cet 
ouvrage est précédée de la phrase : « Ad Gul. Gosselinum Campodomensem Juvenem 
Mathesos studiosissimum ». 

2. Nesselmann a fait remarquer que l'ouvrage de Gosselin est le dernier dont le 
titre désigne encore l’algèbre par le mot AZlmucabala. (Cfr. Die Algebra der Griechen. 
Berlin, 1842, p. 53.) 

3. L'ouvrage est dédié à Renaud de Beaume, né à Tours en 1572, évêque de 
Mende de 1568 à 1581, archevêque de Bourges de 1581 à 1602, et mort archevêque 
de Sens en 1606. (Cfr. Gallia Christiana.… Opera et studio monachorum congrega- 
honis S. Mauri ordinis S.Benedicti. Tom.I, col. 106, tom. 2, col. 99-102, et tom. 12, 
col. 95-97.) | 

4. Ouvrage fort rare, dont nous avons consulté l’exemplaire conservé à la biblio- 
thèque communale de la Ville d'Anvers. 

5. Voir l’éd. précitée de l’ouvrage de Gosselin, folio 72, verso : « nos vero interea 
Dee virili parte problema hoc vestigabimus, dabimusque operam ut brevi cognosca- 

ur ». 

6. « Cum positio lineam, quadratum superficiem, cubus solidum referat, nae 
utique stultum fuerit, nos ultra progredi qua natura non licet .» (Cfr. Hseronymi 
Cardant opera omnia, tam hactenus excusa, hic tamen aucta et emendata, quam nun- 
quam alias visa, ac primum ex auctoris ipsius autographis eruta. Cura Car. Sponii. 
Lugduni, 1663, 10 vol. in-fol. vol. IV, p. 222.) 
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L'ouvrage, qui a été tenu en grande estime à son époque (!), est 
divisé en quatre livres qui sont eux-mêmes divisés en nombreux 
chapitres. Le troisième livre seul nous intéresse ici en raison de ce que 
ses chapitres 11 et 12 ont pour objet des problèmes d’analyse indé- 
terminée d’après les miéthodes de Diophante. Le chapitre IT est 
intitulé : De l'équation de fausse position et de cing problèmes y 
relatifs (?). Gosselin y traite d’abord trois équations par la méthode 
diophantienne de la fausse position (*), puis il applique cette méthode 
aux cinq problèmes suivants : 

Trouver trois nombres en progression arithmétique, et tels que si 
l’on ajoute 4 à chacun d’eux, on obtienne trois carrés. 

Trouver trois nombres dont la somme soit un carré, et tels que le 
premier soit un carré, ainsi que les sommes de ce premier nombre 
et de chacun des deux autres. 

Trouver quatre nombres dont la somme soit un carré, et tels que 
les différences entre le premier et le second, lesecond et le troisième, le 
troisième et le quatrième soient des carrés. 

Trouver trois carrés en progression arithmétique, 

Trouver trois carrés en progression arithmétique lorsqu'on connaît 
le carré du milieu. 

Le chapitre 12 du troisième livre est intitulé : De la double équation 
de Diophante et d'un problème y relatif (£). Gosselin emprunte la 
méthode de la double équation au problème douzième du Livre II 
des Arithmétiques (°), où Diophante l'emploie pour la première fois. 
I signale l’usage de cette méthode dans une série d’autres problèmes 
de l’ouvrage de Diophante, lesquels, d’après lui, n’auraient pas été 


1. L'ouvrage de Gosselin a fait l’objet d’une remarquable étude critique publiée 
par H. Bosmans sous le titre : Le « De Arte Magna » de Guillaume Gosselin .(Biblio- 
theca Mathematica. Zeitschrift für Geschichte der mathematischen Wissenschaften, 
Dritte Folge, VII Band, I Heft. Leipzig, TEUBNER, 1906, pp. 44-66.) 

2. Voir éd. précitée de Gosselin, Livre III, chap. 11, fol. 73 recto : De fichia 
Diophant: aequatione et quinque ad hanc problematis. Faisons remarquer, pour justi- 
fier la périphrase par laquelle nous traduisons le mot fictitia, c'est-à-dire fictive ou 
fausse, que ce mot répond au sens de l’expression « falsa positio », c’est-à-dire fausse 
position, généralement employée par les auteurs d’arithmétique du XVIMme siècle. 

3. Les trois équations traitées par Gosselin dans une notation encore fort diffé- 
rente de la nôtre, s SENTE en RAR actuelles : 

6 x2+16—7?; Ans —y?, et 6 x2+12 x+16—y?. 

4, Voir éd. précitée de l’ouvrage de Gosselin, livre III, chap. 12, fol. 76 verso : 
De duplicata Diophanti aequalitate et uno ad hanc pro blemate. Le chapitre 12 s'étend 
jusqu’au recto du fol. 78 numéroté par erreur 76. 

5. Voir éd. critique précitée du Diophante de Tannery, vol. I, pp. 96-98. 
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bien compris dans l'interprétation donnée par Xylander, et il 
l’applique à son tour au problème suivant qu'il déclare très difficile, 
et qu’il résout d’une manière élégante en raisonnant toutefois sur un 
exemple numérique à défaut de pouvoir en donner déjà une solution 
générale : « Trouver trois carrés en progression arithmétique dont on 
connaît la raison » (1). 

Le chapitre 13 du troisième livre est intitulé : MNofre manière 
générale et facile de chercher le côté d'un (nombre) polygone donné 
quelconque (?). Gosselin ne semble pas avoir pénétré fort avant dans 
la matière qui fait l’objet du livre des Nombres Polygones de Dio- 
phante ; car il se borne à appliquer aux deux problèmes suivants la 
formule qui avait déjà été donnée par Bressieu () : Trouver le côté 
du nombre triangulaire 21 (#), et trouver le côté du nombre penta- 
gonal 51 (5). 

La préface du petit ouvrage de Gosselin annonce le projet de 
publier un commentaire de l’œuvre complète de Diophante lorsque 
« Maurice Bressieu aura publié le texte des sept derniers livres des 
Arithmétiques d'après le manuscrit de la Bibliothèque du Roï » (f). 
Ce projet ne devait jamais être réalisé quand bien même Gosselin 
n’eût pas été emporté prématurément par la peste, car le manuscrit 
de Paris auquel il est fait allusion ici est probablement celui qui 
allait bientôt servir pour la première édition du texte grec, et, pas 


1. Le problème revient à résoudre les deux équations : x2+4d—y?, et x24+d?2=—2?. 
2. Voir éd. précitée de Gosselin, livre III, chap. 13, fol. 78 verso-79 recto : Dati 
cujuscunque polygont lateris inquirendri generalis nostra ratio et facilis. 

3. La formule de Bressieu, que Gosselin utilise sans démonstration et que nous 


à 1 
transposons en notations actuelles, est: [(n—2) (—1)+21 5—K dans laquelle K est 


la valeur du nombre polygone, / le côté de ce nombre polygone, et # le nombre de ses 
angles. H. Bosmans a fait remarquer (voir étude critique mentionnée dans une note 
précédente, p. 50) que Gosselin aurait encore pu tirer sa formule de l’Arithmetica 
integra (1544) de Stiefel, qui avait aussi déjà traité de la théorie des nombres 
polygones. 


» 2 . É ; Ê 1 I 
4. L'équation du problème, dans les notations de Gosselin,est : 5 QP 5 Laequale 21, 


à 1 | | : 
ou, en notations actuelles : ; Ha x=21 ; ce qui donne 6 pour côté du nombre 
polygone 21. 


NS à * À à 3 l 
5. L’équation du problème, dans les notations de Gosselin, est : 5 OM 5 L'aequale 


à 3 1 ; | ve 
51, ou, en notations actuelles : = x?— 5 x=51 ; ce qui donne 6 pour côté du nombre 


polygone 51. 
6. Voir éd. précitée de Gosselin, préface, fo aïiij vo. 
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plus que le manuscrit de Wolfenbüttel utilisé par Xylander, ni que 
la vingtaine de manuscrits qui sont catalogués actuellement, il ne 
contenait les sept dermiers livres de Diophante, lesquels paraissent 
bien avoir été perdus depuis l’antiquité. 

Un autre ouvrage qui vint vulgariser les œuvres de Diophante 
après la version latine de Xylander est celui que Simon Stevin (1) 
publia en français, en 1585, sous le titre : L’Arithmétique De Simon 
Stevin de Bruges ; Contenant les computations des nombres Arithmé- 
tiques ou vulgaires : Aussi l’Algèbre, avec les équations des cinc 
quantitez. Ensemble les quatre hremiers livres d’Algèbre de Diophante 
d'Alexandrie, maintenant premièrement traduicts en François. Encore 
un livre particulier de la Pratique d'Arithmétique, contenant entre 
autres, Les Tables d’Intérest, la Disme ; Et un trarcté des Incommen- 
surables grandeurs : Avec l'Explication du Dixième Livre d'Euclide. 
A Leyde, De l'imprimerie de Christophle Plantin, 1585, pet. in-89 (?). 

Contrairement à ce que semble indiquer le titre de la partie de 
l’ouvrage de Simon Stevin se rapportant à Diophante, elle est loin de 
constituer une première traduction française véritable de l’auteur 


1. Simon Stevin, mathématicien et ingénieur, naquit à Bruges en 1548, et mourut 
en 1620 on ne sait au juste dans quelle ville des Pays-Bas septentrionaux. Il fut 
attaché pendant la majeure partie de sa vie à Maurice de Nassau, auquel il enseigna 
les mathématiques. Ce prince l'institua contrôleur de ses finances, inspecteur des 
digues et quartier-maître général de l’armée des États généraux. Les travaux et les 
découvertes de Simon Stevin lui valurent une grande réputation. La ville de Bruges 
lui a élevé une statue en 1845. 

A consulter les ouvrages suivants : 

Bibliotheca Belgica, par le Bibliothécaire en chef et les Conservateurs de la Biblio- 
thèque de l’Université de Gand, Ir série, t. XXIII, Gand, Vyt, et La Haye, Mart. 
Nijhoff, 1880-1800. i 

O. DELEPIERRE, Biographie de Simon Stevin. Annales de la Société d'Émulahon 
pour l'Histoire et les Antiquités de la Flandre Occidentale, t. I°' (Bruges, 1839), 
p. 287-302 ; t. III (sans date), p. 172. 

FÉLIX-VICTOR GOETHALS, Notice historique sur la vie et les travaux de Simon 
Stèvin de Bruges. (Bruxelles, 1841.) 

STEICHEN, Mémoire sur la vie et les travaux de Simon Stevin. (Bruxelles, 1846.) 

Une analyse des nombreux ouvrages de Stevin d’après l’ordre chronologique, en 
indiquant pour chacun d’eux les principaux travaux auxquels ils ont donné lieu, 
a été faite par H. Bosmans dans la Biographie Nationale, publiée par l’Académie 
Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique, t. XXIIT, vol. 884- 
938. Bruxelles, 1924. 

2. Ouvrage fort rare. Nous avons consulté l’exemplaire du Musée Plantin, à 
Anvers, et l’exemplaire de la Bibliothèque Communale de Bruges, lequel a été 
séparé en deux parties reliées à part : l’une (n° 1935 du catal.) portant le titre général 
de l’ouvrage, et l’autre (n° 1951 du catal.), commençant au sous-titre Les quaire 
premiers livres d’Aloèbre de Diophante d'Alexandrie, traduicts en langue Françoise, et 
expliquez par Simon Stèvin de Bruges. 
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grec. Elle ne contient en réalité que de simples adaptations de 81 pro- 
positions des quatre premiers livres de Diophante dans les notations 
algébriques appliquées par Stevin dans tout le reste de son ouvrage. 
Ces adaptations présentent beaucoup d’analogie avec celles de 
Raphaël Bombelli ; et l’on peut croire qu'il s’est assez largement 
inspiré de la manière de ce célèbre algébriste italien, car 11 le cite avec 
Cardan, Louis de Ferrare et Tartaglia, parmi les «inventeurs de 
règle de trois des quantitez », et le qualifie de « grand mathématicien 
de nostre temps » (1). Au reste, Stevin ne base nullement son travail 
sur le texte grec'de Diophante, lequel n’avait du reste pas encore été 
édité, et dont il ne paraît avoir eu aucun manuscrit à sa disposition. 
Il ne suit pas davantage à la lettre la version latine de Xylander, et 1l 
se borne à n’en donner que le sens. Il énonce les propositions de 
Diophante d’une manière fort libre, et change fréquemment leurs 
données numériques, notamment de toutes celles du premier livre (?), 
en sorte que leurs solutions aboutissent à des valeurs autres que 
celles obtenues par l’auteur grec. Stevin nous renseigne d’ailleurs lui- 
même sur le but qu'il a poursuivi et sur les principes qui l’ont guidé 
dans la finale de sa préface : « Or, des dicts six livres, nous conver- 
» tirons seulement le Premier, Second, Troisièsme, et Quatrièsme, 
» laissant le Cincquièsme, et Sixièsme pour empeschement d’autres 
» occupations plus nécessaires. Quant au texte de Diophante, nous 
» ne nous obligerons pas tant à la lettre, qu'au sens d’icelui, et ce 
» pour deux raisons : Premièrement que l’exemplaire Grec duquel 
» Xylandre l’avoit translaté, a esté (par lesouvent rescripre comme il 
» semble) si rempli de vices (dont Xylandre s’en complaint souventes 
» fois) que le texte de Diophante, ne se pourroit expliquer de mot à 


1. Ibidem. Livre IT, p. 269. 

2. À titre d'exemples à comparer avec les énoncés des propositions tels que nous 
les avons traduits d’après le texte grec, l'énoncé du livre I de Diophante devient : 
Partons 7 en deux parties telles, que la majeure excède la moindre en 3 (loc. cit. 
p. 436). Les données numériques y sont donc changées. 

L'énoncé de la proposition 3 du livre I est traduit : Partons 10 en deux parties 
telles, que la majeure soit le triple plus 2 de la moindre (loc cit. p. 436). 

L’énoncé de la proposition 7 du livre IV est rendu : Ajoustons à quelque cube et 
à la fin que le mesme en avienne que dessus, mais par ordre reversé (loc. cit. 
P. 

L’énoncé de la proposition 33 du livre IV de Diophante, que Stevin déclare avoir 
exceptionnellement « translatée de mot à mot » à cause de ses obscurités, devient 
chez lui : Partons le nombre donné en trois nombres, ainsi qu’au produict du premier 
et second ou ajousté ou soubstraict, le troisièsme, qu'il soit quarré. (loc. cit. p. 617). 
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» mot : Au second que nous avons voulu diriger les mesmes ques- 
» tions, en forme et disposition comme les précédentes (1). Quant aux 
» nombres proposez du premier livre (qui est de questions n’aians 
» qu'une solution) nous les avons changé, et mis en leurs lieux des 
» moindres : Des autres livres dont les questions ont solutions en 
» multitude infinie, nous avons prins les mesmes nombres ». (?) 

Ainsi donc Simon Stevin a eu moins pour but de mettre en 
évidence les méthodes et les procédés particuliers de l’algèbre des 
Grecs que d'augmenter, comme Bombelli, au moyen d’une série de 
problèmes tout trouvés, le nombre des applications algébriques d’un 
ouvrage qui marque le point culminant atteint par l'algèbre avant 
l’époque de Viète. Il ne prétend nullement faire œuvre de critique 
en présence des nombreuses obscurités qui règnent dans la première 
version latine de Xylander, et qu’il aurait nécessairement dû tenter 
de lever dans une traduction française intégrale. Il se borne au 
contraire à adapter et à transposer dans ses notations le sens général 
des solutions de Diophante, sans devoir ainsi s’attarder à ces obscu- 
rités qui cachent le plus souvent chez Diophante des connaissances 
dans la théorie des nombres beaucoup plus étendues qu'il n’a paru 
d’abord. Il admet du reste ces obscurités comme une conséquence 
inévitable de l'insuffisance du manuscrit grec utilisé par Xylander, 
lequel n’a été, en effet, qu’une copie assez récente, ayant fatalement 
accumulé les lacunes, les erreurs et les interpolations généralement 
intempestives des copies successives antérieures. Stevin avoue qu'il 
use d’une liberté dépassant de beaucoup l’adaptation et la transposi- 
tion d’une œuvre antique, et qui en constitue en quelque sorte une 
défiguration : celle de changer les données numériques de l’auteur 
grec dans le but tout à fait accessoire de simplifier les opérations, en 
se servant de quantités numériques moins élevées dans les problèmes 
déterminés du premier et du second degré du premier livre de Dio- 
phante. 

L’Arithmétique de Simon Stevin doit sa célébrité aux grands pro- 
grès qu'il fit faire à la science en la dotant de la théorie des fractions 
décimales (#), d’un perfectionnement important à la résolution des 


1. C'est-à-dire comme ses propres propositions exposées avec ses notations algé- 
briques particulières dans toute la partie précédente de son Arithmétique. 

2. Voir éd. précitée de l'ouvrage de Stevin, pp. 433-434. 

3. La partie de l'ouvrage de Simon Stevin qui est intitulée la Disme, constitue le 
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équations du second degré (1), et d’une méthode régulière pour résou- 
dre les équations numériques de tous les degrés (?). 

Une réédition de l’Arithmétique de Simon Stevin fut donnée en 
1625 par Albert Girard (*) qui y apporta des corrections, et l’aug- 
menta de plusieurs traités (#). Il ajouta notamment les propositions 
des cinquième et sixième livres de Diophante à celles des quatre 
premiers livres auxquels Stevin s'était borné. Girard traite ces pro- 
positions de la même manière que les précédentes, c'est-à-dire sous 
la forme d’adaptations ; et leur complication plus grande, résultant 
en partie de ce que Xylander a traduit les deux derniers livres avec 
moins de soins lui fait croire qu’elle a été la véritable cause de leur 
abandon par Stevin ; car, dit-il dans sa dédicace : «il est plus 
apparent que les grandes difficultés qui se rencontrent aux deux 


plus ancien manuel où l’on trouve l'exposé régulier et complet de l’addition, de la 
soustraction, de la multiplication et de la division des fractions décimales. La Disme 
fut d’abord écrite en flamand et publiée à part la même année que l’Arithmétique, 
sous le titre De Thiende, Leerende door onghehoorde lichticheyt allen rehkeningen onder 
den Menschen noodich vallende, afveerdighen door heele ghetallen sonder ghebrokenen. 
Beschreven door Simon Stevin van Brugge. Tot Leyden, by Christoffel Plantyn. 
MDLXXXV. Cet ouvrage rarissime (Bibliothèque de Louvain, Musée Plantin à 
Anvers, et Bibliothèque Municipale de Rotterdam) vient d’être réimprimé en fac- 
similé pour la Société des Bibliophiles Anversois (n° 38) sous l’avant-titre : La 
« Thiende » de Simon Stevin, fac-similé de l'édition originale plantinienne de 1585, 
avec une introduction par H. Bosmans, S. J. Anvers, 1924. La Thiende avait déjà été 
reproduite dans la traduction flamande de la Rhabdologie, de Néper, par Adrien 
Vlacq, à Gouda, en 1626 ; ouvrage qui est également fort rare. 

1. Voir : La résolution de l'équation du second degré chez Simon Stevin, par H. Bos- 
mans, S. J. (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXXV, Louvain, 
année 1910-1911, 2mMe partie, pp. 293-304.) 

2. Voir : Remarques sur l’Arithmétique de Simon Stévin de Bruges, par H. Bos- 
mans, S. J. (Mathesis, recueil mathématique à l’usage des Écoles spéciales, etc. 
Bruxelles. Tome XXXVI, 1922, mai, pp. 167-174 ; juin, pp. 220-231, juillet. 
pp. 275-281.) 

3. Albert Girard, géomètre hollandais, né vers la fin du XVIe siècle, mort en 1634, 
entrevit plusieurs vérités mathématiques qui furent développées après lui par 
Descartes. Outre les deux éditions augmentées des ouvrages de Stevin en 1625 et en 
1634, on lui doit : Inventions nouvelles en Algèbre. (1629 in-40); ouvrage dans lequel 
on trouve une connaissance des racines négatives plus développée que chez la plupart 
des autres analystes. 

4. L'Arthmétique de Simon Stevin de Bruges, Reveuë, corrigee & augmentee de 
plusieurs traictez, et annotation par Albert Girard Samielois Mathematicien. À Leyde, 
de l'imprimerie des Elzeviers. M. DC. XX V, in-80. 

L'Arithmétique de Stevin a été rééditée dans le recueil plus complet intitulé : 
Les Œuvres Mathematiques De Simon Stevin de Bruges, où sont insérées les Mémoires 
Mathématiques. Esquelles s'est exercé le Prince Maurice de Nassau. Le tout revew 
corrigé et augmenté par Albert Girard. À Leyde chez Bonaventure et À braham Elzevier. 
M.DC.XXXIV, in-fol. 
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derniers livres de Diophante ont empesché le translateur d’en par- 
achever la version » (1). 

Tels que les ouvrages qui précèdent révélèrent les Arithmétiques 
de Diophante avant la publication du texte grec, l’un avec les 
défauts et les erreurs de la version de Xylander, les autres sous la 
forme des adaptations françaises de Stevin aussi altérée que celle 
des transpositions italiennes de Bombelli, 1ls ne tardèrent cependant 
pas à exercer une influence sur les progrès de l'algèbre. Ce serait 
trop s’écarter ici de l’œuvre même de Diophante que de montrer ce 
que leur doivent par exemple la plupart des découvertes algébriques 
de Viète (?), ainsi que le fondement de son analyse dans ses cinq 
hvres de Zététiques (*), recueil de problèmes déterminés ou indéter- 
minés sur les nombres, les carrés, les cubes et les triangles rectangles 
en nombres, empruntés en majeure partie aux problèmes les plus 
difficiles de Diophante. Viète reconnaît d’ailleurs implicitement ce 
qu’il doit à l’analyse diophantienne à la fin du cinquième chapitre 
de son Introduction à l'Art de l'Analyse (©), et Fermat a fait remar- 
quer à plusieurs reprises l'influence de Diophante sur Viète, notam- 
ment lorsqu'il signale que les méthodes employées dans les Zététiques 
laissent encore percer le caractère géométrique dont l’auteur grec 
n’a pu entièrement affranchir son analyse par le fait qu'il la confine 
dans la seule considération des nombres rationnels (5). 


Je 
LS 


L'édition du texte grec de Diophante qui se faisait attendre 
depuis si longtemps fut enfin donnée, en 1621, par Claude Gaspar 


1. Voir éd. précitée de 1625 : Dédicace d’Albert Girard à Maurice de Nassau, 
fol. 2. Cette dédicace manque dans l'édition de 1634. 

2. Le meilleur travail d'ensemble sur Viète a été donné par Frédéric Ritter dans. 
son mémoire intitulé : François Viète inventeur de l’Algèbre moderne (1540-1603), 
publié dans la Revue Occidentale philosophique, sociale et politique. Organe du 
positivisme, 2M€ série, t. X. Paris, Société positiviste, 1895, pp. 234-274 et 354-415. 

3. VIETE. Les Zététiques, éd. précitée de Tours, 1593, ou éd. de Leyde, 1646. 

4. Franc. Vietae In Artem Analyticam Isagoge. Turonis, apud Jameitum Mettaver, 
Typographum Regium. Anno 1591. Voir fol. 8 r° : « Zeteticen subtilissime omnium 
exercuit Diophantus, in iis libris qui de re Arithmetica conscripti sunt ». 

L'Isagoge de Viète a été réédité par Van Schooten dansses Franc. Vietae Opera: 
Mathematica, etc. Leyde, 1646. Voir le chapitre précité, p. 10. 

5. Éd. précitée des Œuvres de Fermat, II, pp. 334-335. 
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Bachet de Méziriac (!), mathématicien habile et helléniste, qui 
s'était déjà fait remarquer en 1612 par un petit ouvrage intitulé : 
Problèmes plaisants et délectables dans lequel il avait traité des 
questions très ardues de la théorie des nombres, et principalement 
des nombres premiers (?). 

La première édition grecque porte le titre : Diophanti Alexandrini 
Arithmeticorum libri sex, et de Numeris Multangulis liber unus. Nunc 
primum Graecè et Latinè edit, atque absolutissimis commentarnis 
illustrati. Auctore Claudio Gaspare Bacheto Mexriaco Sebusiano, V. 
C. Lutetiae Parisiorum, sumptibus Hreronymi Drouart, via Jacobaea, 
sub scuto Solari. MDCXXI (à). 

Le texte grec de l’édition est basé sur l'autorité d'un seul manuscrit 
de Paris (4), copie faite dans la seconde moitié du XVI siècle par 
Jean d’Otrante, en partie sur un manuscrit du Vatican (°) pour les 
deux premiers livres de Diophante, et, pour le reste, sur un second 
manuscrit du Vatican ($). Bachet nous rend compte dans sa préface 
des divers secours qu'il eut à sa disposition pour l’amélioration de 
son texte grec, et pour surmonter les difficultés rencontrées dans une 
foule de propositions de Diophante. Il put d’abord utiliser une copie 
partielle de l’un des manuscrits du Vatican faite à sa demande par 
Jacques Sirmond (7), ainsi que des notes prises à son intention par 


à! 


1. Bachet, sieur de Méziriac, mathématicien habile et helléniste distingué, né à 
Bourg, en 1581, mort en 1638. 

2. Problèmes plarisans et délectables, qui se font par les nombres, par Claude Gaspar, 
sieur de Méziriac. Lyon, P. Rigaud, 1612, in-80. 

Cet ouvrage, devenu fort rare dans son édition originale, a été réimprimé plusieurs 
fois. La dernière édition porte le titre : Problèmes plaisanis et délectables qui se font 
par les nombres. Quatrième édihon revue, simplifiée et augmentée par A. Labosne. 
Paris, Gauthier-Villars, 1879, in-80. 

3. L'’exemplaire que nous avons consulté appartient à la Bibliothèque Communale 
d'Anvers. Certains exemplaires présentent sur le titre l’indication d’un autre éditeur: 
Sumptibus Sebashani Cramoisy, via Jacobaea, sub Ciconns. 

4. Ce manuscrit, que Bachet désigne sous le nom de Codex Regius, et copié dans 
la seconde moitié du XVIe siècle, sur papier in-quarto, par Jean d’Otrante (Joannes 
Hydruntinus) d'après deux manuscrits du Vatican, est actuellement à la Biblio- 
thèque Nationale de Paris, où il est désigné sous le nom de Codex Parisinus 2379. Ila 
appartenu successivement au Cardinal Nicolas Ridolfi, à Pierre Strozzi, et à Cathé- 
rine de Médicis. Il contient Diophante avec le commentaire et le fragment de 
Planude, les Harmoniques d’Aristostène et les Exégèses d'Hipparque. 

5. Codex Vaticanus gr. 200, copie remontant vers 1545. 

6. Codex Vaticanus gr. 304, copie du commencement du XVIe siècle, dérivant 
par l'intermédiaire d’une autre copie du manuscrit de Madrid (codex Matritensis 
481 du XIIT® siècle). 

7. Jacques Sirmond, savant jésuite, né à Riom en 1559, mort en 1651. Il séjourna 
à Rome de 1590 à 1608 en qualité de secrétaire d'Aquaviva, général des Jésuites. 
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Claude Saumaise dans la copie du manuscrit de Dudith qui avait été 
faite par Xylander, et que celui-ci avait même déjà annotée en vue 
d'une publication. La version latine de Xylander, qu’il joint du 
reste en regard du texte grec, lui a été d’une grande utilité. Bien 
que louant la grande érudition de Xylander (1), il déclare avoir telle- 
ment épuré cette version, avoir comblé ses lacunes, suppléé à ses 
omissions, et éclairci ses passages obscurs ou ambigus, qu’elle lui 
appartient pour ainsi dire plus qu’à Xylander même (?). Bombelli 
lui a été également d’un grand secours, et, malgré la manière peu 
fidèle dont il a traité les propositions de Diophante dans son traité 
d’algèbre, et nonobstant la difficulté éprouvée pour distinguer ces 
propositions dans le mélange qu'il en a fait aux siennes propres, 
Bachet trouve que, dans une foule d’endroits, l'interprétation de 
Bombelli est meilleure que celle de Xylander (?). Enfin, la consulta- 
tion de Viète lui a été fort précieuse, parce que les propositions qui 
forment les cinq livres de ses Zéfétiques concordent, en effet, au point 
de vue de la méthode et des procédés, avec les propositions les plus 
difficiles des cinq premiers livres de Diophante. 

Bien que son édition laisse encore beaucoup à désirer au point de 
vue critique, Bachet s’est scrupuleusement abstenu de jamais forcer 
en rien le texte de Diophante, et il a soin de disposer entre parenthe- 
ses les nombreuses corrections et les reconstitutions conjecturales 
qu'il a jugé utile d’y introduire (). 

Bachet accompagne le texte de Diophante d'un commentaire 
assez étendu qui constitue en quelque sorte l’exposé de ses propres 
découvertes dans la théorie des nombres. L'ouvrage débute par trois 
livres contenant respectivement 24, 21 et 19 porismes qui reconsti- 


Ses nombreux écrits ont été recueillis et publiés par le Père Labaume. (Paris, 1695, 
5 vol. in-fol.) 

1. Voir éd. de Bachet, préface, aïiii v° : « Vir omnibus disciplinis excultus ». 

2. Ibidem : « Latinum damus tibi Diophantum ex Xilandri versione accuratissimè 
<astigata, in qua duo potissimum nos praestitisse scias velim, nam et depravata 
<orreximus, hiantesque passim lacunas replevimus : et quae subobscurè, vel ambiguè 
fuerat interpretatus Xilander, dilucidius exposuimus ; fateor tamen, inde tantam 
inductam esse mutationem, ut propemodum aequius sit versionem istam nobis 
quäm Xilandro tribuere ». 

3. Le passage dans lequel Bachet apprécie les interprétations de Bombelli a été 
reproduit dans une note précédente. 

4. Voir éd. précitée de Bachet, préface : « Religiosus tamen usque adeo fui, ut 
quaecumque adjeci, virgulis hujusmodi [ ] includerim, ne pro Diophanti verbis, 
mea temere obtrudere voluisse viderer ». 
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tuent ceux que Diophante invoque tacitement au cours de la réso- 
lution de ses propositions, et ceux que Bachet utilisera lui-même 
dans les démonstrations des théorèmes qu’il déduit de certains pro- 
blèmes de Diophante. Outre le petit commentaire qui suit chacune 
des propositions, la dernière proposition du Livre V, dont l'énoncé 
est présenté sous la forme d’une épigramme, est suivie du texte grec, 
publié pour la première fois, des quarante-cinq épigrammes arithmé- 
tiques de l’Anthologie Palatine, copiées à son intention par Sau- 
maise. Bachet fait suivre ces épigrammes d’une traduction latine 
en vers et des solutions des questions concrètes qu'elles posent. La 
proposition 16 du Livre VI de Diophante, où il s'agit de trouver un 
triangle rectangle tel que la bissectrice d’un angle aigu soit exprimée 
en nombre rationnel, est suivie d’un long commentaire dans lequel 
Bachet démontre huit lemmes et sept théorèmes sur les triangles 
quelconques exprimés en nombres rationnels, analogues, dit-il, à 
ceux que Christophe Clavius a donnés à la suite des propositions 12 
et 13 du deuxième livre des Éléments d'Euclide (1). L'ensemble des 
propositions du Livre VI est d’ailleurs suivi d’une série de 22 pro- 
blèmes remarquables sur les triangles rectangles en nombres que 
Bachet traite de la même manière que Diophante. Quant au livre 
des Nombres Polygones, Bachet en commente une proposition au 
moyen de six théorèmes sur les progressions arithmétiques, et il 
termine l’ouvrage par un appendice de deux livres contenant respec- 
tivement 19 et 34 propositions sur les nombres polygones. La propo- 
sition 29 du second livre énonce notamment que la somme d’autant 
de cubes que l’on voudra dans leur suite naturelle à partir de l’unité 
est un carré dont la racine est la somme des cubes additionnés. 

Le premier ouvrage relatif à Diophante que nous rencontrons 
maintenant dans l’ordre des temps est un opuscule qui fut publié 
dans les Pays-Bas sous le titre suivant : Algebra ; ofte een noodige, 
korte en klare onderwyzinge inde beginzelen en gronden vande Stel- 
honst ; doorgaans vercrert met verscheiden nieuwe regelen. Met een 
Aan-hangh vervattende : De Stel-konstige Boechen Diophanti Alexan- 


1. Euclidis Elementorum Lib. XV, Accessit XVI de Solidorium Regularium cujus- 
libet intra quoilibet comparatione. Omnes perspicuis demonstrationibus, accuratisque 
scholirs 1llustrati, etc. Auctore Christophoro Clavio Bambergensi. Romae, apud Bartho- 
lomaeum Grassium, 1589, 2 vol. in-8°. Voir : Livre IT, prop. 12, pp. 288-296 et 
prop. 13, pp. 296-314. 
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drin ; nu eerst in onze Neér-duitze T'aal, vertaalt ; konstigh verklaart 
ende ontbonden op verscheiden manieren : door stel-honstige getallen, 
ende nieuw door Vertoogen in Tel-honstige getallen. Alles vol-koomen, 
gevonden en beschreven door Frans Vander Huips. Tot Heusden, 
Anno 1654, in-89 (1). 

Ce petit ouvrage, dont le début est consacré à des notions élémen- 
taires sur l’algèbre, ne constitue, pour la partie relative à Diophante, 
qu’un essai de traduction néerlandaise des transpositions des propo- 
sitions diophantiennes que l’on trouve dans l’Arithmétique de Simon 
Stevin (?). Contrairement à ce qu'indique le titre, l'ouvrage ne s’étend 
pas au delà des 43 propositions du premier livre de Diophante, et, 
malgré ses notations algébriques plus perfectionnées que celles de 
Stevin, il ne présente aucun intérêt particulier. 

Diophante a exercé une influence extraordinaire sur le génie de 
Pierre de Fermat (*). L'analyse diophantienne l’inspira dans la plupart 
de ses divinations merveilleuses dans la théorie des nombres, qu’il ne 
cessa de cultiver avec une prédilection marquée, et dont une déduc- 
tion féconde lui fit écrire un jour au Père Mersenne « qu'il lui 


1. Cet opuscule de 70 pages in-8°, dont nous avons consulté l’exemplaire à la 
Bibliothèque Royale, ne paraît pas avoir été édité à Heusden comme l'indique le 
titre, car la partie relative à Diophante porte le sous-titre : De stel-honstige Boecken 
Diophanti Alexandrinr nueerst in onze taal vertaalt. Tot Doordrecht, gedruckt bij Jacob 
Braat, wonende in de Werchende Hoop, 1654. L'ouvrage présente le cas assez rare 
d’avoir le nom de l’auteur autocalligraphié sur le titre, tandis qu'il est imprimé à la 
fin de la dédicace. Dans cette dédicace fort naïve, adressée au Prince Guillaume 
d'Orange, l’auteur demande, comme récompense pour son travail, d’être réintégré 
dans la place de chantre qui lui avait été enlevée en faveur d'un autre dans un 
temple de l’Église réformée. 

2. Nous donnons ici, à titre d'exemple, la manière dont l’auteur transpose la pre- 
mière proposition du Livre I de Diophante : 

« Laat ons deelen 7 in twee zodanige deelen, dat het meeste het minste overtreet, 5. 

Ontbindingh. 

Wij stellen voor het meeste deel 1x : de zelve getrocken vande 7, rest voor het 
minste deel 7—1x. Het minste deel nu getrocken van het meeste, rest 2x—7 gelyck 
3 het overtreet getal. Tot elcke zyde vergadert 7, komt 2x gelyck 10; elck x gedeeld 
door 2, komt 1x gelyck 5 het begeerde meeste deel, die getrocken vande 7, rest 2 
voor het begeerde minste deel. » 

3. Pierre de Fermat, conseiller au Parlement de Toulouse et mathématicien que 
ses travaux rangent parmi les plus grands esprits que la France ait produits, né, 
croit-on, à Beaumont en 1601, mort le 12 janvier 1665, d’après l'inscription qui était 
placée sur son tombeau dans l’église des Augustins à Toulouse, et qui fut profané en 
1794. On pourra consulter au sujet de ses travaux : L'influence de Fermat sur son 
siècle relativement aux progrès de la haute géométrie et du calcul, et l'avantage que les 
mathématiques ont retiré depuis et peuvent retirer encore de ses ouvrages, par l'Abbé 
Genty. Orléans, 1784, in-40. 
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semblait voir une grande lumière » (1). Fermat avait écrit,en marge de 
son exemplaire de l’édition donnée en 1621 par Bachet des œuvres de 
Diophante, des notes précieuses et les énoncés de quelques-unes de 
ses célèbres propositions négatives dont les démonstrations négli- 
gées (?) ou perdues par lui exercèrent la sagacité de ses successeurs. 
Après la mort de Fermat, cet exemplaire fut recueilli par son fils, 
Samuel de Fermat, qui s’entendit avec le savant mathématicien 
Jacques de Billy pour donner une nouvelle édition du Diophante de 
Bachet. Cette édition, dans laquelle de Billy ajouta aux notes de 
Fermat des extraits fort intéressants des lettres scientifiques que 
le grand géométre lui avait adressées, parut sous le titre : Diophant 
Alexandrini Arithmeticorum libri sex, et de numeris multangulis liber 
unus. Cum commentarns C. G. Bacheh V. C. et observationtibus D. P. 
de Fermat Senatoris Tolosam. Accessit Doctrinae Analyticae Inven- 
tum Novum, collectum ex varis ejusdem D. de Fermat Epistols. 
Tolosae, Excudebat Bernardus Bosc, è Regione Collegii Soctetatis 
Jesu. M.DC.LXX. sn-fol. » (?). | 

La réédition de Samuel de Fermat tire tout son intérêt de ses notes 
et de son appendice, car elle est dénuée de valeur au point de vue du 
texte grec, qui altère considérablement celui de Bachet par ses nom- 
breuses fautes typographiques, ses confusions de caractères dans les 
expressions numériques (?), ses omissions de mots même, et surtout 
par la suppression des parenthèses entre lesquelles Bachet avait 
scrupuleusement placé ses reconstitutions conjecturales (5). 

Dans l'éloge académique qu’il consacre à Jacques Ozanam (f), Fon- 
tenelle cite parmi les ouvrages de ce dernier « un Diophante manu- 


1. Voir éd. précitée des Œuvres de Fermat, t. II, p. 199, lettre de Fermat à Mer- 
senne, juin 1640 : « Mi par di veder un gran lume ». 

2. Voir Ch. HENRY : Recherches sur les manuscrits de P. Fermat. (Bull. Boncom- 
pagni, t. XII, 1879, p. 119) : .… « l’illustre géomètre s’est contenté de concevoir, sans 
les rédiger, ses démonstrations les plus importantes ». 

3. Exemplaire consulté à la Bibliothèque de l’Université de Gand (coté Acc. 
22859). 

4. Par exemple, le nombre 900 est constamment représenté par la lettre II au 
lieu de l'être par le caractère % (sampi). 


5. Les défauts du texte de l'édition de Fermat ont été signalés par Nesselmann 
dans son ouvrage Die Algebra der Griechen. Voir éd. précitée, p. 283. 

6. Jacques Ozanam, mathématicien né à Bouligneux en 1640, mort en 1717. Outre 
un dictionnaire des mathématiques, un cours de mathématiques étendu à la méca- 
nique et à la perspective (Paris, 1693, in-80), on lui doit l'important ouvrage : 
KRecréations mathématiques et physiques (Paris, 1694, 2 vol. in-80), lequel fut réédité 
et augmenté par Montucla. (Paris, 1790, 4 vol. in-80.) 
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scrit qui est entre les mains de M. le Chancelier » (1). Un volume 
manuscrit contenant plusieurs ouvrages inédits d'Ozanam parut, en 
effet, à la vente de la bibliothèque du Chancelier Daguesseau en 1785, 
et l’un de ces ouvrages avait comme titre : Les six livres de l’Arith- 
métique de Diophante, augmentés et réduits à la spécieuse, par Oza- 
nam. 

Le manuscrit d'Ozanam ne paraît pas être tombé entre des mains 
pieuses, car les recherches entamées à plusieurs reprises pour le 
retrouver dans quelque collection privée ou publique n’ont jamais 
abouti (2). Bien que l’on en soit réduit aux conjectures, le titre même 
de l’ouvrage semble indiquer qu'Ozanam se serait borné à écrire de 
simples transpositions des propositions de Diophante en notations 
spécieuses, c’est-à-dire dans la notation alphabétique de l’algèbre 
actuelle, et qu’il aurait augmenté ces propositions d’un certain 
nombre d’autres du même genre et de son propre fonds. 

Le premier ouvrage sur Diophante qui parut après l'édition de 
de Fermat fut publié en Italie en 1744. Le Père Jean Crivelli (3) avait 
publié, en 1731, un traité de physique expérimentale et mathéma- 
tique fort apprécié de son temps, et avait laissé à sa mort, survenue 
en 1743, plusieurs manuscrits sur les lois du mouvement, sur l’évalua- 
tion de la force vive et sur l’ouvrage de Diophante. Ces documents 


1. FONTENELLE. Éloges historiques des Académiciens. Paris, Bernard Brunet fils, 
1742, 2 vol. in-80. Voir : Éloges de Monsieur Ozanam, vol. II, p. 557. 

2. Le catalogue de la bibliothèque du Chancelier Daguesseau, vendue en 1785, 
renseigne sous le n° 2530 un manuscrit en 2 volumes, in-fol. ayant comme titre : 
Les six livres de l’Arithmétique de Diophante, augmentiés el réduits à la spécieuse par 
Ozanam. Traité des simples, des doubles et des triples égalités. Traité des lieux géomé- 
triques pour la solution des problèmes plans. Traité de Minimis et de Maximis. 

Ce manuscrit, dont on a perdu toute trace, fit l’objet de recherches infructueuses 
en 1865, simultanément de la part du Prince Boncompagni et de E. Prouhet. Ce 
dernier était entré par hasard en possession d’une copie partielle du manuscrit de la 
bibliothèque Daguesseau, copie paraissant être de la main d’Ozanam, mais ne 
s'étendant qu’à quelques propositions de Diophante. (Voir : Intermédiaire des Cher- 
cheurs et des Curieux, 2€ année, 15 juillet 1865, p. 115.) 

Puisse cette note faire renaître la curiosité de retrouver le manuscrit d'Ozanam, 
ainsi que la copie partielle de Prouhet, laquelle pourrait tout au moins renseigner 
sur la nature du travail qu'Ozanam avait entrepris sur Diophante. 

3. Crivelli (Jean François), géomètre et physicien, né à Venise en 1691, mort 
en 1743. Entré dans la Congrégation religieuse, fondée dans la ville de Somasca 
(province de Bergame) en 1531 par Girolamo Miani, pour l'instruction de la jeunesse, 
il y enseigna d’abord la rhétorique et la philosophie. Devenu recteur d’un séminaire 
de son ordre dans l’île de Murano, il s’y adonna aux sciences avec succès. Son im- 
portant traité de physique a eu deux éditions, dont la seconde contient un travail 
sur Diophante. 
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furent recueillis par le Père Jacques Paitoni ({), qui passe pour avoir 
été son collaborateur dans le travail sur Diophante, et 1l les publia 
dans une réédition du traité de physique sous le titre suivant 
Elementi di Fisica espostr dal P. D. Giovanni Crivellr Cherico regolare 
Somasco, Inquesta seconda edizione accrescruti e mighorati. S'aggiun- 
gono dell’ istesso autore due Dissertazioni sulle leggi del moto, e dell 
estimazione delle forze vive, ed 1 Problemi arimeticr dr Diofanto 
Alessandrino analiticamente dimostrati. In Venezia, 1744, 2 vol. 
in-40 (?). 

La partie de l'ouvrage de Crivelli relative à Diophante est sans 
préface, et ne nous indique ainsi pas sur quel texte elle est basée. 
Quelques réminiscences des commentaires de Bachet montrent que 
l’auteur aurait eu cette édition sous les yeux ; mais il a certainement 
consulté celle de Fermat, aux découvertes duquel il fait plusieurs 
emprunts. Le travail de Crivelli ne constitue cependant pas plus que 
celui de Bombelli, une véritable traduction italienne des Ayrithmé- 
tiques de Diophante, car les énoncés des propositions sont exprimés 
d’une manière assez libre, et les solutions sont résumées en quelques 
mots et en quelques lignes de transposition en notations algébriques. 
Cet ouvrage est cependant remarquable par le fait que les solutions 
originales des propositions des deux premiers livres sont toutes 
suivies d’un essai de généralisation (*), qui consiste dans la substitu- 
tion de paramètres variables aux quantités numériques des équa- 
tions diophantiennes ; généralisation dont on ne trouve encore que 
quelques exemples isolés dans les propositions de Diophante incor- 
porées dans l’Algèbre de Bombelli. 


1. Paitoni (Jacques-Marie), naquit à Venise vers 1710 et y mourut en 1774. 
Entré dans l'ordre des Augustins de Somasca, il publia divers ouvrages, entre autres 
le traité De l’Amitié de Ciceron (Venise, 1763, in-80). Devenu conservateur de la 
bibliothèque « della Salute » à Venise où avaient été recueillis les manuscrits délaissés 
par Crivelli, il y soigna la seconde édition du traité de Physique de ce dernier, 
augmentée d’une partie de ces écrits inédits. 

2. La partie de cet ouvrage relative à Diophante porte, dans le second volume, 
page 301, le sous-titre : I Problemi aritmetici di Diophanto Alessandrino analitica- 
mente dimostrati. Ora la prima volta publicati. 

L'ouvrage de Crivelli est assez rare, même en Italie, et il paraît avoir échappé aux 
historiens des mathématiques qui se sont occupés de Diophante. Nous devons à 
Mr. Ettore Bortolotti de nous l’avoir signalé; et c’est grâce à son amicale intervention 
que le précieux exemplaire de la Bibliothèque Communale de l’Archigymnase de 
Bologne nous a été transmis au Musée Plantin à Anvers, où nous avons pu le con- 
sulter à loisir. 

3. Crivelli reprend chacune des propositions de Diophanté avec l'indication : 
Universalmente, c'est-à-dire d’une manière générale. 
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Si, d'une part, Crivelli néglige de discuter les conditions de possi- 
bilité auxquelles Diophante subordonne les solutions des problèmes 
17, 19 et 20 de son deuxième livre, il fait, d'autre part, précéder le 
troisième livre d’un exposé assez complet des méthodes de résolution 
de la double équation de Diophante et de Fermat (1), de la méthode 
de résolution de la triple équation de Fermat (?), et de la résolution 
de l'équation du deuxième degré. Il complète les solutions des pro- 
positions 16 et 17 du troisième livre en y ajoutant les solutions que 
Fermat en a données au moyen de la double équation, et il agit de 
même pour la proposition 20, qu'il fait suivre de la solution de Fer- 
mat au moyen de la triple équation (*). Enfin, Crivelli fait précéder 
le cinquième livre de quatre porismes relatifs aux triangles rectangles 
en nombres, lesquels ne figurent pas dans le texte de Diophante, 
mais sur lesquels ce dernier se base pour résoudre certains problèmes. 

En 1810, F. Polseger donna une traduction allemande du fragment 
de Diophante sur les Nombres Polygones, sous le titre : Diophantus 
von Alexandrien über die Polygonal-Zahlen. Uebersetzt mit Zusätzen 
von F. Th. Polseger. Leipzig. Cette traduction, qui semble plutôt 
suivre la version latine que le texte grec de Bachet, est assez fidèle, 
sauf dans les endroits qui présentent des transpositions en notations 
algébriques. Les propositions de Diophante y sont accompagnées de 
quelques propositions subsidiaires. 

En 1822, parut une traduction allemande des Arithmétiques de 
Diophante par Otto Schulz, accompagnée de la traduction du livre 
des Nombres Polygones donnée par Polseger ; elle porte le titre: Dio- 
phantus von Alexandria arithmetische Aufgaben nebst dessen Schrift 
fiber die Polygon-Zahlen. Aus dem Griechischen übersetzt und mit 
Anmerkungen begleitet von Otto Schulz. Berlin. Bien que cette tra- 
duction ne suive pas le texte grec de Bachet d’une manière littérale 
et que les équations de Diophante soient exprimées en notations 
algébriques modernes, elle est accompagnée de notes très utiles qui 
ne visent cependant qu'exceptionnellement les incorrections de 
l'édition de Bachet. 

En 1853, parut l'ouvrage : Précis des Œuvres mathématiques de 


1. Voir éd. Crivelli, vol. II, p. 339 : « Prenozioni per l'intelligenza de’ Libri 
seguenti : Della Equalità duplicatà ». 
2. Ibidem : « della Equalità triplicatà e invenzione del Fermat ». 


SPA LE solution de Fermat est celle dans laquelle les trois expressions : 441, 3x4-1, 
5x+1, doivent être simultanément égales à des nombres carrés. 
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P. Fermat et de l’Arithmétique de Diophante, par E. Brassine. Paris, 
Maillet-Bachelier (1). Il ne renferme qu’une simple nomenclature des 
énoncés des propositions de Diophante exprimés en langage actuel. 

En Angleterre parut l’ouvrage : Diophantus of Alexandria. À study 
in the history of greek algebra by Sir Thomas L. Heath, Cambridge, 
1885. Il ne constitue pas une traduction anglaise des œuvres de 
Diophante, mais un résumé danslequelles propositions sont énoncées. 
librement, et les solutions exposées en quelques lignes de notations 
algébriques comme nous en avons déjà vu un exemple dans l'ouvrage 
de Crivelli. L'ouvrage est précédé d’une longue et savante intro- 
duction sur l’analyse de Diophante, et de notes critiques excellentes. 

Une nouvelle traduction allemande des Arithmétiques et du livre 
des Nombres Polygones fut donnée par G. Wertheim sous le titre : 
Die Arithmetik und die Schrift über Polygonalzahlen des Diophantus 
von Alexandria. Uebersetit und mit Anmerkungen begleitet von G. Wer- 
theim. Leipzig, Teubner, 1890. Cette traduction est basée sur le texte 
de l’édition de Bachet, qu'elle ne suit cependant pas d’une manière 
httérale, surtout dans les énoncés ; et elle transpose complètement en 
notations algébriques les passages du texte qui concernent les équa- 
tions. Elle est accompagnée de notes dont les unes généralisent un 
certain nombre de propositions, et dont les autres reproduisent des. 
remarques et des solutions de Fermat. Elle est suivie d’un appendice 
sur les nombres figurés, sur les nombres polygones, sur le théorème 
de Lagrange relatif aux nombres entiers non carrés pouvant être 
partagés en carrés au nombre de quatre ou moins, sur les quarante- 
SiX épigrammes arithmétiques de l’Anthologie grecque, et l’épi- 
gramme du problème des Bœufs attribuée à Archimède, traduites en 
vers libres allemands. 

Quelle que soit l'importance des travaux prémentionnés relatifs à 
Diophante, ils se ressentent tous plus ou moins des difficultés susci- 
tées par les incorrections et les obscurités des copies manuscrites 
trop récentes utilisées par Xylander dans sa première version latine, 
et par Bachet dans sa première édition du texte grec; et l’améliora- 
tion de ces travaux ne pouvait être envisagée que lorsque la litté- 
rature scientifique aurait été mise en DOS SS0E d’une édition 
critique du texte de Diophante. 


1. Opuscule extrait des Mémoires de l’Académie des Sciences de Toulouse. 
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Cette édition critique a été donnée par Paul Tannery (1) sous le 
titre : Diophanti Alexandrini Opera omnia, cum graecis commentarins. 
Edrdit et latine interpretatus est Paulus Tannery. Lipsiae, in aedibus 
B. G. Teubner, 1893-1895, ? vol. in-80. 

Nul autre que Tannery n’était mieux à même d’épurer le texte de 
Diophante avec une plus vaste érudition, avec autant de discerne- 
ment, et avec une patience soutenue jusque dans les plus petits 
détails. Son édition avait du reste été préparée depuis longtemps 
par ses magnifiques études sur Diophante (?), et les matériaux en ont 
été recueillis dans le riche ensemble de documents constitué par les 
manuscrits de Paris (?), collationnés successivement avec ceux du 
Vatican (t), ceux de l’Escurial (5), et celui de la Bibliothèque Royale 
de Madrid, qui est le plus ancien et le plus correct de tous (f). 


1. Paul Tannery, mathématicien et helléniste, né à Mantes le 20 décembre 1843, 
mort le 27 novembre 1904. Entré à l’École Polytechnique en 1863, âgé de 17 ans, 
il fit sa carrière dans le corps des Ingénieurs des Manufactures de l’État. Outre ses 
nombreux mémoires sur l’histoire des mathématiques et des sciences, sur la philo- 
sophie grecque et latine et sur les mathématiques pures, dispersés d’abord dans 
diverses revues savantes, et recueillis dans l’ouvrage : Mémoires scientifiques de 
Paul Tannery, auquel nous renvoyons plusieurs fois dans les notes précédentes, il à 
encore publié en volumes séparés : Histoire générale de la Géométrie élémentaire (Paris, 
Gauthier-Villars, 1887) ; Recherches sur l'Histoire de l’Astronomie ancienne (Paris, 
Gauthier-Villars, 1893) ; Pour l'Histoire de la Science Héllène (Paris, Alcan, 1887); 
Œuvres complètes de Fermat (Paris, Gauthier-Villars, tome I, 1891 ; tome II, 1894 ; 
tome III, 1896) ; Œuvres de Descartes. (Paris, Cerf, in-4, tome I, 1897 ; tome II, 
1898 : tome III, 1899 ; tome IV, 1901 ; tomeV, 1903 ; tome VI, 1902) ; La corres- 
pondance de Descartes, dans les inédits du fonds Libri, étudiée au point de vue de 
l'Histoire des Mathématiques (Paris, Gauthier-Villars, 1893). 

On pourra consulter au sujet de ses travaux : 

Notice sur les travaux de Paul Tannery, par H. Bosmans S. J. (Revue des Questions 
Scientifiques. Louvain, avril 1903, 35 pages in-80.) 

Paolo Tannery. Nota commemorativa letta alla R. Accademia di Scienze, Lettere ed 
Arti in Padova, nell’ adunanza del 15 Gennaio, da Antonio Favaro. 

2. Ces études, au nombre de quatre, sont respectivement intitulées : Les problèmes 
déterminés ; L'analyse indéterminée algébrique ; Les problèmes indéterminés des livres 
II et III ; Les problèmes indéterminés des quatre derniers livres. (Voir Bibliotheca 
mathematica, nouv. série, t. 1887, pp. 37-43, 81-88, 103-108 ; t. II, 1888, pp. 3-6.) 
Ces études ont été réunies sous le titre : Études sur Diophante dans l'édition précitée 
des Mémoires scientifiques de Paul Tannery, t. Il, pp. 367-399. 

3. Voir : PAUL TANNERY. Sur les manuscrits de Diophante à Paris. (Annales de la 
faculté des Lettres de Bordeaux, 1884, t. I, pp. 88-94; ou bien : éd. précitée des. 
Mémoires scientifiques, vol. II, pp. 64-72.) 

4. Voir : PAUL TANNERY. Rapport sur une Mission en Italie. (Archives et Missions 
scientifiques et littéraires, 3%e série, t. XIII, 1888, pp. 409-455 ; ou bien : éd. pré- 
citée des Mémoires scientifiques, t. II, pp. 269-331.) 

5, Voir : PAUL TANNERY. Les Manuscrits de Diophante à l'Escorial. (Nouvelles. 
Archives des Missions scientifiques et littéraires, t. I, 189, pp. 383-393 ; ou bien : 
éd. précitée des Mémoires scientifiques, t. II, pp. 418-432.) 

6. Codex Matritensis 48, du XIIIe siècle. 
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Le premier volume de cette édition contient le texte grec des six 
livres arithmétiques et.du livre des nombres polygones, c'est-à-dire 
tout ce qui nous reste de Diophante lui-même. Le texte est accom- 
pagné d’une nouvelle traduction latine, qui se contente de suivre le 
texte grec au moyen de phrases entrecoupées de notations algé- 
briques modernes destinées à faciliter leur lecture par les mathéma- 
ticiens uniquement désireux de saisir le sens des solutions diophan- 
tiennes. Le second volume débute par de savants prolégomènes qui 
décrivent les manuscrits consultés et exposent leur filiation (1). Il 
contient d’abord des fragments mathématiques anciens faussement 
attribués à Diophante par trois manuscrits de Paris ; puis quatre 
extraits d'auteurs anciens relatifs à l’ouvrage de Diophante ; un 
passage du commentaire de Théon d'Alexandrie sur l’Almageste de 
Ptolémée ; un passage de l'ouvrage que le patriarche jean de Jéru- 
salem a écrit sur la vie de Jean Damascène ; un passage du Lexique 
de Suidas, et un fragment d’une lettre de Michel Psellus, découvert 
par Tannery et donné d’après les manuscrits de l’Escurial (?) et de 
Florence (*). Le volume contient en outre les épigrammes arithmé- 
tiques de l’Anthologie Palatine avec leurs scolies ; la paraphrase du 
premier livre de Diophante par Georges Pachymère ; le commen- 
taire de Maxime Planude, et enfin une collection de scolies anciennes 
sur les propositions diophantiennes tirées du manuscrit de Madrid et 
des copies qui en dérivent.Ces documents ne sont toutefois pas accom- 
pagnés d’une traduction latine, vu l’intérêt moindre qu’ils présentent 
au point de vue mathématique qu’au point de vue historique. L’ap- 
parat critique qui accompagne toutes les pages de ces deux volumes 
témoigne du soin extrême apporté dans l’élaboration de cette édition 
de Diophante, qui peut être considérée comme définitive. 


1. Voir éd. du Diophante de Tannery, vol. II, p. XXII-XXXIV. Le tableau indi- 
quant la filiation des manuscrits en mentionne 28, parmi lesquels les deux derniers 
sont renseignés comme perdus : le manuscrit ayant appartenu au cardinal Du Per- 
ron, et un manuscrit de Padoue qui avait été prêté au mathématicien polonais Jean 
Brozek en vue d’être édité (codex Patavinus Broscio à Synclitico concessus). Or, ce 
dernier manuscrit a été retrouvé depuis dans la bibliothèque de l’Université de Cra- 
covie. (Voir : ÉDUARD GOLLOB, Ein wiedergefundener Diophantuscodex, (Zeitschrift 
#ür Math. u. Physik, XLIV, 1889, hist. litt. Abteilung, pp. 137-140.) 

2. Le fragment de lettre de Psellus se trouve à l’Escurial dans le manuscrit Y-III- 
12, fol. 73 et suiv. sous Le titre : ‘And ts Atopäycou dotfuntixns. 

3. Le fragment se trouve à Florence dans le «codex Laurentianus LVIII, 29», 
fol. 196 et suiv. où il est intitulé : HookauBavépeve rns xx’ dotfunrixny ACUTTLAXNG 


gaefodou zou Weov. 
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Deux travaux relatifs à Diophante ont été publiés depuis l’édition 
de Tannery. Le premier est une réédition de l’ouvrage de Heath que 
nous avons mentionné plus haut (1). Elle est mise à la hauteur des 
améliorations apportées par Tannery aux passages lacunés ou 
obscurs du texte de Diophante, et elle est augmentée d’un exposé des 
théories et des problèmes de Fermat ayant rapport avec les proposi- 
tions de Diophante, et d’une série de solutions de propositions 
diophantiennes dues à Euler. Le second travail est une traduction 
française libre et résumée en notations actuelles du livre de Dio- 
phante sur les Nombres Polygones par G. Massoutié (?). Il est accom- 
pagné d’un exposé de la théorie des nombres polygones destiné à 
faciliter l'intelligence de l’ouvrage de l’auteur grec. 

La traduction de Diophante, que nous publions pour la première 
fois en français, est basée sur l’édition critique de Tannery, laquelle 
constitue un des chefs-d’œuvre de l’école française de philologie et de 
paléographie. 

Nous sommes resté fidèle au principe adopté dans nos précédentes 
traductions françaises des œuvres d’Archimède et d’Apollonius : 
ne modifier en rien l’expression de la pensée de l’auteur antique, et 
respecter scrupuleusement les formes des monuments de l’archéo- 
logie mathématique. Notre traduction est donc absolument littérale, 
et nous n'avons repris notre liberté que dans les notes nombreuses 
dont nous l’avons accompagnée. 


Anvers, janvier 1925. Paul VER ÉECKE. 


1. Diophanius of Alexandria. À study in the history of Greek Algebra, by Sir 
Thomas L. Heath. Second edition, with a supplement containing an account of Fermat's 
theorems and problems connected with diophantine analysis and some solutions of 
diophantine problems by Euler. Cambridge, at the University Press, 1910. 

2. Le traité des Nombres Polygones de Diophante d'Alexandrie. (nept rovywvoy 
goiuwy). Traduction française, avec une 1ntroduction, par Georges Massoutié. Macon, 
Protat frères, 1911, Opuscule de 32 pages in-8. 


TABLEAU DES LETTRES GRECQUES 
EMPLOYÉES DANS LES FIGURES ET DANS LE TEXTE 


CARACTÈRES 


À a 


VALEUR 


APPELLATION 


alpha 
bêta 
gamma 
delta 
epsilonn 
dzêta 
êta 
thêta 
jôta 


CARACTÈRES 


VALEUR 


X, CS, gs 
o (bref) 

P 

r 

s, ç (dur) 
t (dur) 

y, u (bref) 
ph, 

ch, kb 

ps, bs 

6 (long) 


APPELLATION 


Xi 
omicronn 
pi 

rô 

sigma 
tau 


upsilonn 


LES ARITHMETIQUES 
DE DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


LIVRE I 


Sachant, mon très honoré Dionysius, que tu es zélé pour ap- 
prendre à trouver des problèmes sur les nombres, j'ai entrepris 
d'exposer la nature et la puissance des nombres, en commençant par 
les bases sur lesquelles les choses sont établies. 

Il se peut que la matière paraisse plus difficile qu’elle ne l’est, par- 
ce qu'elle n’est pas encore connue, et que les débutants désespèrent 
de réussir. Elle te deviendra cependant facile à comprendre, grâce à 
ton zèle et à ma démonstration ; car l'ambition jointe à l’enseigne- 
ment mène rapidement à la science. 

Comme tu sais, entre autres choses, que tous les nombres sont 
formés d’une certaine quantité d'unités, il est clair que leur établis- 
sement s'étend à l'infini. Parmi les nombres, on rencontre notam- 
ment : les carrés (1) qui sont formés au moyen d’un nombre multi- 
plié par lui-même, nombre qui est appelé le côté (?) du carré; d'autre 
part les cubes, qui sont formés au moyen des carrés multipliés par 
leurs côtés ; ensuite les bicarrés (?), qui sont formés au moyen de 
carrés multipliés par eux-mêmes ; puis encore les carré-cubes () qui 


1. Tetoxywvos, littéralement : le tétragone, pris ici dans l’acception restreinte 
de (nombre) carré. 

2. mheupx To seroxywvou, littéralement : le côté du tétragone, c'est-à-dire la 
racine du carré. 

3. OUV&ULOUVAULS , littéralement : puissance de puissance, c’est-à-dire carré du 
carré ou bicarré, terme déjà usité antérieurement dans la Méfrique de Héron 
d'Alexandrie pour désigner la quatrième puissance d’un nombre. 

4, duvauoxuBos, le carré-cube (a?xa%—aÿ), ou cinquième puissance d’un nom- 
bre. Il y a lieu de remarquer que, plus tard, les Arabes ont appelé la cinquième puis- 
sance d’un nombre «le premier sursolide », et qu'ils ont, au contraire, réservé le 
nom de « carré-cube » pour désigner le carré du cube ou le cube du carré, c’est-à-dire 
la sixième puissance d’un nombre. 
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sont formés au moyen des carrés multipliés par les cubes ayant 
même côté que ces carrés ; enfin, les cubocubes (!) qui sont formés 
au moyen de cubes multipliés par eux-mêmes. Or, 1l se fait que la 
combinaison de beaucoup de problèmes arithmétiques résulte soit 
de la somme de ces nombres, soit de leur différence, soit de leur mul- 
tiplication, soit du rapport qu'ils ont entre eux, ou qu'ils possèdent 
respectivement avec leurs propres racines ; et ces problèmes seront 
résolus si tu suis la voie qui sera indiquée ci-après. 

Il a été convenu que chacun de ces nombres, après avoir reçu une 
désignation abrégée, constitue un élément de la théorie arithmé- 
tique. Ainsi on appelle puissance le carré, et sa marque distinctive 
est un À ayant comme indice Ÿ ; c’est-à-dire que la puissance est 
AT. On appelle cube [ce qui résulte de la multiplication du carré par 
sa propre racine] (2), et sa marque distinctive est un K ayant comme 
indice Y ; c’est-à-dire que le cube est K*. On appelle bicarré ce qui 
résulte du carré multiplié par lui-même, et sa marque distinctive 
est deux deltas ayant comme indice YŸ ; c’est-à-dire que le bicarré 
est AYA. On appelle carré-cube ce qui résulte du carré multiplié par 
le cube ayant même racine que le carré, et sa marque distinctive est 
AK ayant comme indice Y ; c’est-à-dire que le carré-cube est AKY. 
On appelle cubocube ce qui résulte du cube multiplié par lui-même, 
et sa marque distinctive est deux kappas ayant comme indice Y ; 
c’est-à-dire que le cubocube est K!'K. Enfin, le nombre qui ne pos- 
sède aucune des particularités précédentes, mais qui possède en soi 
une quantité indéterminée (*) d'unités, s'appelle l’arithme (), et sa 


1. xuBoxuËoç, le cubocube ou sixième puissance d’un nombre (a X a3—af),. 

2. Bachet suppose ici une lacune qu'il comble par la phrase : x retpaywvou êri 
Toy auroÙ mheupay moAAanastasféyros. (Voir l'édition de Bachet mentionnée dans 
l’Introduction). 

3. Tous les manuscrits, reproduisant une altération probable du manuscrit arché- 
type, présentent ici les mots rAñflos movadwy &ho-0os, dont le dernier est inadmissible 
dans cette phrase; à laquelle, du reste, Pachymère, au IIIe siècle, essaie déjà vai- 
nement de donner un sens acceptable dans son commentaire. La correction en 
&Aoyoy proposée par Bachet, n’est pas satisfaisante, en sorte que ni sa version 
latine, ni celle de Xylander, ni la traduction de Wertheim ne résolvent la difficulté. 
La correction de Tannery (cfr. Vol. I, p. 6, 1. 4) : rAñ@os poyidwy déprotov, c’est-à-dire 
une quantité d'unités indéterminée, est due au hasard d’avoir rencontré, dans un 
manuscrit grec de l’Escorial, un fragment de Psellus qui reproduit le passage non 
encore altéré de Diophante. (Voir : Les Manuscrits de Diophante à l'Escorial, 
édition précitée des Mémoires Scientifiques de Tannery, vol. II, pp. 418-432). 

4. dcuuos, le nombre ; mot par lequel Diophante désigne ici en particulier le 
nombre cherché ou l'inconnue d’un problème. Ce mot est généralement remplacé 
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marque distinctive est =. Il y a encore une autre marque distinctive 
pour l'invariant des nombres déterminés, c’est-à-dire pour l'unité, 
et cette marque est M ayant comme indice o, ou M. 

De même que les parties aliquotes des nombres sont dénommées 
d'une manière correspondante à ces nombres, tel le tiers correspon- 
dant à trois, et le quart correspondant à quatre, nous dénommerons 
aussi les parties aliquotes des nombres renseignés plus haut d’une 
manière correspondante à ces nombres. Ainsi, pour l’arithme (1), 
nous dirons l'inverse de l’arithme (?) ; pour sa puissance(*), nous 
dirons l’inverse du carré (£) ; pour son cube (5), nous dirons l'inverse 
du cube ($) ; pour son bicarre (?), nous dirons l'inverse du bicarré ($) ; 
pour son carré-cube (?), nous dirons l'inverse du carré-cube (10), 


dans le texte par une abréviation constituée par sa dernière lettre ç, ou par un 
sigle qui ressemble fort à cette lettre. On trouvera des considérations fort étendues 
au point de vue paléographique concernant ce sigle dans l’ouvrage précité de Heath, 
pp. 32-37. Ce sigle ou cette abréviation correspond donc à l’x des algébristes 
modernes. Comme Diophante emploie le mot dpthuos pour désigner indifférem- 
ment un nombre déterminé et le nombre inconnu dans un problème, abandonnant 
ainsi à la sagacité du lecteur le soin de différencier ces deux nombres d’après le 
contexte, l’usage uniforme du mot «nombre » introduirait nécessairement une 
ambiguïté insupportable dans les traductions en langues vulgaires. Les versions 
latines anciennes de Xylander et de Bachet, ainsi que de la version latine récente 
de Tannery, ont préféré tourner la difficulté plutôt que de la résoudre en faisant 
usage d’une lettre pour désigner le nombre inconnu (notamment N dans la version 
de Bachet, et x dans celle de Tannery). Fidèle à notre règle de ne jamais dénaturer 
le verbe de l’auteur antique par des libertés empruntées au langage ou aux nota- 
tions des mathématiciens modernes, nous avons, malgré notre répugnance à créer 
un néologisme, admis celui de « arithme », dérivant du mot grec lui-même, pour 
désigner en particulier le nombre cherché ou inconnu. 

1. C'est-à-dire pour la partie aliquote, ou fraction de l’inconnue. 

2. ro dptfuocroy, littéralement l’arithmoston, ce que, pour éviter un néologisme, 


+ : s eat 
nous désignerons par l'inverse de l’arithme ou de l’inconnue, c’est-à-dire = 


3. C'est-à-dire pour le carré de l’arithme, ou de l’inconnue, ou pour x?. 
4, +0 duvauosroy, littéralement le dynamoston, c’est-à-dire l’inverse du carré de 
à l 
l’arithme, ou — 
à 
5. C'est-à-dire pour le cube de l’arithme, ou pour x. 
6. ro xuGBostoy, littéralement le cuboston, c’est-à-dire l'inverse du cube de 


Pare 1 
l’arithme, ou —. 
x 


7. C'est-à-dire pour le bicarré de l’arithme, ou pour x“. 
\ Q 4 . , \ Le s 24 
8. ro duyauoduvauosroy, littéralement le dynamodynamoston, c’est-à-dire l'in- 
. / res 1 
verse du bicarré de l’arithme, ou a 
9. C'est-à-dire pour le carré-cube de l’arithme, ou pour x. 
\ ’ : F 3 \ » | LA 
10. +0 duvauoxuGoçtov, littéralement le dynamocuboston, c'est-à-dire l'inverse 


; | 
du carré-cube, ou 5 
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et pour le cubocube (1), nous dirons l'inverse du cubocube (?). 
Chacune de ces parties aliquotes possédera, au-dessus de la lettre 
du nombre adéquat, le délinéament X qui caractérise son espèce (5). 

Après t'avoir exposé la dénomination de chacun de ces nombres, 
je passe à leurs multiplications, lesquelles te paraïîtront claires, en 
raison même de ce que nous avons déjà dit de la dénomination. 
Aïnsi, l’arithme multiplié par l’arithme donne son carré (4); l’arithme 
multiplié par son carré donne son cube (5) ; l’arithme multiplié par 
son cube donne son bicarré ($) ; l’arithme multiplié par son bicarré 
donne son carré-cube (?), et l’arithme multiplié par son carré-cube 
donne son cubocube ($). D'autre part, le carré de l’arithme multiplié 
par son carré donne son bicarré (?) ; le carré de l’arithme multiplié 
par son cube donne son carré-cube (19) ; le carré de l’arithme multi- 
plié par son bicarré donne son cubocube (11) ; enfin le cube de l’arith- 
me multiplié par son cube donne son cubocube (1?). 

Tout nombre multiplié par une fraction ayant ce nombre comme 
dénominateur donne l'unité. 

L'unité étant invariable et toujours constante, son expression 
multipliée par elle-même restera la même expression. 

D'autre part, des parties aliquotes multipliées entre elles forment 
des parties aliquotes de nombres (1). Ainsi, l'inverse de l’arithme 
multiplié par l'inverse de l’arithme forme l'inverse du carré de 


1. C'est-à-dire pour le cubocube de l’arithme, ou pour xt. 
2. To xuSoxuS0sov, littéralement le cubocuboston, c’est-à-dire l'inverse du 


| 
cubocube, ou =. 
X 


\ . . Î pe , 
3. C'est-à-dire que, par exemple, la fraction 3 est désignée dans le texte par y*, 
donc par la lettre y, ou 3, affectée de l'indice %*, et que la fraction ayant le carré de 
l’inconnue au dénominateur, ou _ s'écrit dans le texte : AYX. 


4. C'est-à-dire x x x—x?. 
5: C'est-a-direr K42=%7 
GNC'est dire rare 
7. C'est-à-dire x x 41=—x5, 
8. C'est-à-dire x x x5—x5, 
9. "C'est-à-dire rt Kart, 
10. C'est-à-dire x? X x?=—x5. 
11. C'est-à-dire x? X 4—%x5, 
12. C'est-à-dire x° X x3—%6, 
13. C'est-à-dire que si des fractions ayant tels nombres comme dénominateurs 
sont multipliées entre elles, elles forment des fractions ayant au dénominateur le 
produit de ces nombres. 
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l’arithme (1) ; l'inverse de l’arithme multiplié par l'inverse du carré 
de l’arithme forme l'inverse du cube de l’arithme (?) ; l'inverse de 
l’arithme multiplié par l'inverse du cube de l’arithme forme l'inverse 
du bicarré de l’arithme (*) ; l'inverse de l’arithme multiplié par 
l'inverse du bicarré de l’arithme forme l'inverse du carré-cube de 
l’arithme (#) ; enfin, l'inverse de l’arithme multiplié par l'inverse du 
carré-cube de l’arithme forme l'inverse du cubocube de l’arithme, 
et les choses se présenteront ainsi conformément aux dénomina- 
tions (5). 

Au reste, l'inverse de l’arithme multiplié par le carré de l’arithme 
donne l’arithme ($) ; l'inverse de l’arithme multiplié par le cube de 
l’arithme donne le carré de l’arithme (7) ; l'inverse de l’arithme 
multiplié par le bicarré de l’arithme donne le cube de l’arithme (5) ; 
l'inverse de l’arithme multiplié par le carré-cube de l’arithme donne 
le bicarré de l’arithme (*), et l'inverse de l’arithme multiplié par le 
cubocube de l’arithme donne le carré-cube de l’arithme (1°). 

D'autre part, l'inverse du carré de l’arithme multiplié par l’arith- 
me donne l'inverse de l’arithme (1) ; l'inverse du carré de l’arithme 
multiplié par le cube de l’arithme donne l’arithme (1) ; l'inverse du 
carré de l’arithme multiplié par le bicarré de l’arithme donne le carré 
de l’arithme (#) ; l'inverse du carré de l’arithme multiplié par le 
carré-cube de l’arithme donne le cube de l’arithme (4), et l'inverse 
du carré de l’arithme multiplié par le cubocube de l’arithme donne 
le bicarré de l’arithme (1). 

D'autre part, l'inverse du cube de l’arithme multiplié par l’arithme 
donne l'inverse du carré de l’arithme (1$) ; l'inverse du cube de 


1. EX 0. à 

#2 Le 10 LU 
1 1 1 

3. er rt 11 FE Taue ride 
Foi l : 
A | 1 : 

d FE ET 13 = X A=% 

6. xxx 14 Lx xs 
x x 

7, lexsre 15. 2, x 4514 
” < 

8 lys 16 RS 
X X LA 
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l’arithme multiplié par le carré de l’arithme donne l'inverse de 
l’arithme (1) ; l’inverse du cube de l’arithme multiplié par le bicarré 
de l’arithme donne l’arithme (?) ; l'inverse du cube de l’arithme 
multiplié par le carré-cube de l’arithme donne le carré de l’arithme(?), 
et l'inverse du cube de l’arithme multiplié par le cubocube de l’arith- 
me donne le cube de l’arithme (f). 

D'autre part, l'inverse du bicarré de l’arithme multiplié par 
l’arithme donne l'inverse du cube de l’arithme () ; l'inverse du 
bicarré de l’arithme multiplié par le carré de l’arithme donne l’in- 
verse du carré de l’arithme ($) ; l'inverse du bicarré de l’arithme 
multiplié par le cube de l’arithme donne l'inverse de l’arithme (?), 
l'inverse du bicarré de l’arithme multiplié par le carré-cube de l’arith- 
me donne l’arithme (5), et l'inverse du bicarré de l’arithme multiplié 
par le cubocube de l’arithme donne le carré de l’arithme (°). 

D'autre part, l'inverse du carré-cube de l’arithme multiplié par 
l’arithme donne l'inverse du bicarré de l’arithme (1°) ; l'inverse du 
carré-cube de l’arithme multiplié par le carré de l’arithme donne 
l'inverse du cube de l’arithme (#1) ; l'inverse du carré-cube de 
l’arithme multiplié par le cube de l’arithme donne l'inverse du 
carré de l’arithme (!?) ; l'inverse du carré-cube de l’arithme multi- 
plié par le bicarré de l’arithme donne l'inverse de l’arithme (1) ; et 
l'inverse du carré-cube de l’arithme multiplié par le cubocube de 
l’arithme donne l’arithme (1). | 

Enfin, l'inverse du cubocube de l’arithme multiplié par l’arithme 
donne l'inverse du carré-cube de l’arithme (15) ; l'inverse du cubo- 


1. Lai 9. Lx axe. 
x x x 
res rer 
x x° xt 
] | 
3 — X A1, 11 ENT mer 
4 RTE r 12 ; sn 
"EC me 
1 | ji 1 
1 1 
ee j ARE ee 
6. arte . 1 4 SX 4 + 
Ï | 1 1 
[ÉE 3— Le — 
Pr Ve 7: 15 x XX 2 
8. L xxx 
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cube de l’arithme multiplié par le carré de l’arithme donne l'inverse 
du bicarré de l’arithme (1) ; l'inverse du cubocube de l’arithme mul- 
tiplié par le cube de l’arithme donne l'inverse du cube de l’arith- 
me (?) ; l'inverse du cubocube de l’arithme multiplié par le bicarré de 
l’arithme donne l'inverse du carré de l’arithme (?) ; et l'inverse du 
cubocube de l’arithme multiplié par le carré-cube de l’arithme donne 
l'inverse de l’arithme (#). 

Ce qui est de manque (5), multiplié par ce qui est de manque, donne 
ce qui est positif ($) ; tandis que ce qui est de manque, multiplié 
par ce qui est positif, donne ce qui est de manque (?), et la marque 
distinctive de ce qui est de manque est À, c'est-à-dire un Y incom- 
plet et renversé (®). 

Après t'avoir expliqué les multiplications des expressions (?) que 
nous avons exposées plus haut, leurs divisions sont claires. Il est donc 


1. — Xx?——. 3 = 
6 * x x? à x? 
ETION CESRE 1 1 
2, x$ DCY yes 4 Xe 
5. Àstbte, ce qui est de manque. 
6. Ünapéts, existence, c’est-à-dire ce qui est positif. | 
7 


. C'est-à-dire que moins multiplié par moins donne plus, et que moins multiplié 
par plus donne moins. 

8. L’authenticité de la phrase : «C'est-à-dire un Y renversé et incomplet » nous 
paraît fort douteuse, et elle constitue probablement une tentative d'explication 
interpolée par un commentateur grec. Comme l’a fait remarquer Heath (Dio- 
phantus of Alexandria, a study in the history of greek algebra, Oxford, 1910, 
pp. 42-43), cette explication serait erronée. En effet, le texte de Diophante ne pré- 
sente pas de signes particuliers pour indiquer, comme nous le faisons actuellement, 
les diverses opérations du calcul. Les termes qui doivent être additionnés sont sim- 
plement juxtaposés dans le texte. La multiplication et les autres opérations sur les 
nombres, lesquels sont représentés par les lettres de l’alphabet, sont indiquées soit 
par des mots complets, soit par des abréviations de mots, lesquelles constituent 
donc des monogrammes, ou des sigles, comme c’est notamment le cas pour le sigma 
final du mot äptÜuos par lequel Diophante désigne le nombre inconnu, pour le 
delta, ayant un upsilon comme indice, par lequel Diophante désigne le carré ou la 
puissance (ô0vamts), et pour le kappa, ayant un upsilon comme indice, par lequel 
Diophante désigne le cube (xvfos). Dès lors, il est peu probable que Diophante 
ait voulu déroger à sa manière en faisant usage, uniquement pour désigner la 
soustraction, de la lettre Ÿ, prise ainsi au hasard parmi les six lettres du mot Aetdte 
(ce qui est de manque), par exemple, et qu'il ait, en outre, tronqué et renversé cette 
lettre pour en faire un signe particulier. Il est donc plus rationnel d'admettre, 
comme l’a proposé Heath, que le sigle À\ est un lambda complété par un iota inséré 
entre ses jambages, c’est-à-dire une abréviation du mot Aeïl:s constituée par la 
première lettre, ou plutôt une abréviation d’une forme analogue issue du verbe 
AuTELv. k 


9. etdos, la forme ou la figure, ce qui en matière de nombres signifie ici expression. 
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utile que celui qui aborde ce traité se soit exercé à l'addition, à la 
soustraction, et à la multiplication des expressions, ainsi qu’à la 
manière d'ajouter des expressions positives et négatives non équi- 
pollentes (1) à d’autres expressions qui sont elles-mêmes positives, 
ou même positives et négatives (?) ; enfin à la manière de retrancher 
d'expressions positives et d’autres négatives, d’autres expressions 
soit positives, soit aussi positives et négatives. Ensuite, s’il résulte 
d’un problème que certaines expressions sont égales à des expressions 
identiques, mais non équipollentes (3), il faudra retrancher de part et 
d'autre (4) les semblables des semblables, jusqu’à ce que l’on obtienne 
une seule expression égale à une seule expression. Si des expressions 
négatives se présentent de quelque manière, soit d’une part, soit 
de part et d'autre, il faudra ajouter ces expressions négatives de 
part et d'autre, jusqu’à ce que les expressions deviennent positives 
de part et d'autre, puis retrancher de nouveau les semblables des 
semblables jusqu’à ce qu'il reste une seule expression de part et 
d'autre. 

Applique cela avec adresse aux données des propositions, et, 
autant que possible, jusqu'à ce qu'il reste une seule expression égale 
à une seule expression (°). Je te montrerai plus tard comment l’on 
résout le cas où 1l reste deux expressions égales à une seule ($). 

Maintenant que nous avons réuni une matière abondante sur ces 
expressions mêmes, entrons dans la voie des propositions. Comme 
ces propositions sont très nombreuses et de grande ampleur, et que, 
de ce fait, elles sont lentement ratifiées par ceux qui les abordent, et 


1. elôn ph éuonArün, des expressions non équipollentes, c’est-à-dire des expres- 
sions contenant des termes positifs et négatifs affectés de coefficients différents. 

2. C'est-à-dire des expressions contenant, comme les précédentes, des termes 
positifs et négatifs affectés de coefficients différents. 

3. C'est-à-dire si un problème mène à des équations dont les termes sont sembla- 
bles à d’autres termes affectés de coefficients différents. 

4, dn0 ÉXYTÉRUY TUY LEpwy, de chacune des parties, c’est-à-dire : (retrancher) 
dans chacun des membres de l'équation. 

5. C'est-à-dire une équation ne contenant qu'une seule puissance de l’inconnue 
de la forme axm—b, 

6. C'est-à-dire le cas de l'équation contenant plusieurs puissances de l’inconnue, 
notamment le cas de l'équation du 24 degré sous l’une des trois formes : ax?+ bx—c ; 
ax?=bx+c, et ax?+c—bx. On ne trouvera cependant pas l'exposition de la résolu- 
tion de l'équation du 24 degré dans ce qui nous reste de l’ouvrage de Diophante. 
Cette résolution aura été donnée dans quelque porisme actuellement perdu, et qui 
précédait sans doute les propositions où nous voyons appliquer cette résolution 
comme une chose connue. 
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qui ne sont pas secondés par leur mémoire, j'ai essayé de diviser 
celles qui sont susceptibles de l'être, et surtout de faire le départ de 
celles qui, au début, se rattachent aux éléments, en procédant, 
comme il convenait de le faire, des plus simples aux plus compliquées. 
Elles deviendront ainsi plus accessibles pour les commençants, et 
leur développement se fixera dans la mémoire. Leur élaboration 
sera réalisée en treize livres. 


Partager un nombre proposé en deux nombres dont la différence 
est donnée. 

Que le nombre donné soit 100, et que la différence soit 40 unités ; 
trouver les nombres. 

Posons que le plus petit nombre est 1 arithme (1) ; donc, le plus 
grand nombre sera 1 arithme plus 40 unités. En conséquence, la 
somme des deux nombres devient 2 arithmes, plus 40 unités. Or, les 
100 unités données sont cette somme ; donc, 100 unités sont égales 
à 2 arithmes plus 40 unités. Retranchons les semblables des sem- 
blables, c’est-à-dire 40 unités de 100, et, de même, 40 unités de 
2 arithmes plus 40 unités. Les deux arithmes restants valent 60 uni- 
tés, et chaque arithme devient 30 unités. 

Revenons à ce que nous avons posé : le plus petit nombre sera 
30 unités ; tandis que le plus grand sera 70 unités, et la preuve est 
évidente (?). 


II 


Il faut partager un nombre proposé en deux nombres qui soient 


dans un rapport donné (). 
Proposons donc de partager 60 en deux nombres qui soient dans le 


rapport du triple. 


| 


1. 5 à, forme abrégée de dptfuoc a, c’est-à-dire 1 nombre (inconnu), ou, comme 
nous conviendrons de dire : 1 arithme, afin d'éviter toute ambiguïté dans la désigna- 
tion des nombres concrets du texte. 

2. Le problème se traduit par le système déterminé d'équations : X+Y—100 
X—Y—40. Posons : Y=—x ; donc : X=—x+40, d’où : X+Y—2x+40, ou 100— 
2x+ 40, d’où : 2x3—60, d’où : x— 30. Dès lors, comme dans le texte : Y—30, et X—70. 

3. Le problème pose les deux équations : X+V—a, X=MmY. 
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Posons que le plus petit nombre est 1 arithme ; donc le plus grand 
nombre sera 3 arithmes, et ainsi le plus grand nombre est le triple du 
plus petit nombre. Il faut encore que la somme des deux nombres 
soit 60 unités. Mais la somme des deux nombres est 4 arithmes : 
donc, 4 arithmes sont égaux à 60 unités, et l’arithme est donc 
15 unités. En conséquence, le plus petit nombre sera 15 unités, et le 
plus grand 45 unités (1). 


III 


Partager un nombre proposé en deux nombres qui soient dans un 
rapport à une différence donnée près (?). na 

Proposons donc de partager 80 en deux nombres, de manière que 
le plus grand soit le triple du plus petit en l’excédant en outre de 
4 unités. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme. Dès lors, le plus grand 
nombre est 3 arithmes plus 4 unités, et le plus grand nombre est 
ainsi le triple du plus petit, qu’il excède encore de 4 unités. Nous 
voulons aussi que la somme des deux nombres soit égale à 80 unités: 
Or, la somme de ces deux nombres est 4 arithmes plus 4 unités ; donc 
4 arithmes plus 4 unités sont égaux à 80 unités. Retranchons les 
semblables des semblables ; les 76 unités restantes sont donc égales 
à 4 arithmes, et l’arithme devient 19 unités. 

Revenant aux choses posées, le plus petit nombre sera donc 
19 unités, et le plus grand sera 61 unités ($) (4). 


1. En notations algébriques, le problème déterminé s'exprime : X4+Y—60, et 
X—3Y. Soit Y—x; donc X—=3x, d'où, comme le texte : 4x—60, d'où : x—15. Donc, 
VIS EN AS 

2. y À0yw xat Ünepoyn T7 doleion, littéralement : dans un rapport (donné) avec 
un excédent donné. Cet énoncé un peu ambigu s’exprimerait, en d’autres termes : 
Partager un nombre donné en deux autres, dont l’un excède d’un nombre 
or qe multiple donné de l'autre,. C'est-à-dire, algébriquement : X4+Y=—,et 

—mY = b. 

3. Bien que la solution soit achevée, le texte présente ici une phrase inutile et que 
l'édition critique de Tannery considère comme ayant été interpolée, en la mettant 
entre crochets. Nous la traduisons donc pour mémoire : « en ajoutant les 4 unités 
que j'avais retranchées de 30 unités ; car je les avais retranchées de façon à trouver 
de combien d'unités se composait chacun des nombres ; après quoi, connaissant le 
nombre d'unités de chacun des nombres, j'ai ajouté les 4 unités au plus grand 
nombre ». (Cfr. éd. précitée de Tannery, p. 18, L. 20.) 

4. La solution considère les équations : X4+Y—80 (I), et X—3Y—4 (II). Soit 
Y=x. Dès lors, (II) donne : X—3x-+4, et (I) donne, comme le texte : 4x44—80, 
ou 4x=76, d'où : x—19. Donc : Y—=19, et X—61. 
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IV 


Trouver deux nombres dans un rapport donné, tels que leur 
excédent soit donné aussi (1). 

: Proposons que le plus grand nombre soit le quintuple ‘du plus 
petit, et que l’excédent de ces nombres forme 20 unités. 

Posons que le petit nombre est 1 arithme ; donc le grand sera 
9 arithmes. Nous voulons finalement que 5 arithmes excèdent 
1 arithme de 20 unités. Or, leur excédent est 4 arithmes, lesquels 
devront être égaux à 20 unités. Dès lors, le petit nombre sera 5 unités, 
et le grand sera 25 unités ; ce qui établit que le grand nombre est le 
quintuple du petit, et que leur différence forme 20 unités (?). 


V 


Partager un nombre proposé en deux nombres de manière que, 
si des fractions différentes données de chacune des parties sont addi- 
tionnées, elles forment un nombre donné (). 

Le nombre donné doit toutefois être tel qu'il soit compris entre les 
deux nombres que l’on obtient en prenant les fractions données 
différentes du nombre proposé au début (f). 

Dès lors, proposons de partager 100 en deux nombres, de manière 
que le tiers du premier nombre et le cinquième du second additionnés 
ensemble forment 30 unités. 

Posons que le cinquième du second nombre est 1 arithme, et ce 
second nombre sera donc 5 arithmes. Dès lors, le tiers du premier 


1. C'est-à-dire trouver deux nombres satisfaisant aux relations X—Y =, et X— 
mY\. ; 
2. La solution considère les relations : X—Y—20, (I), et X—5Y (II). Soit 
Y=—1 arithme—x*. Dès lors, (II) donne : X—5x, et (1) donne : 5x—x—20, ou, 
comme le texte : 4x—20, d’où x=5. Donc: Y=5, et X—25. 


3. Expression générale du problème : X+4+Y =, - X +2 Mb: 


4. La condition de possibilité découle ici de ce que Diophante n’admet pas 
une quantité négative considérée en elle-même. Dès lors, si nous résolvons algébri- 
quement le problème d’après les deux équations générales de la note précédente, 
on aura : doc ul Lx: d'où: Xx=-7_ (bn—a), et Y—=a—X— 4 (a—bm). 

m n n—m n—m 
Or, pour que Xet Y soient tous deux positifs on doit avoir simultanément bn Z a 





a a 
et bm S a, ou comme dans le texte : 7 ZbZ-. 
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nombre sera 30 unités moins 1 arithme, et ce premier nombre sera 
donc 90 unités moins 3 arithmes. Nous voulons finalement que les 
deux nombres additionnés forment 100 unités. Or, les deux nombres 
additionnés forment ? arithmes plus 90 unités, lesquels devront 
égaler 100 unités. Retranchons les semblables des semblables, et les 
10 unités restantes sont donc égales à 2 arithmes ; [donc l’arithme 
sera 5 unités] (1). 

Revenons à ce que nous avons posé. On a posé que le cinquième du 
second nombre est 1 arithme, c’est-à-dire 5 unités ; donc le second 
nombre sera 25 unités. Or, le tiers du premier nombre est 30 unités 
moins 1 arithme, c’est-à-dire 25 unités ; donc, le premier nombre 
sera 75 unités. Il est donc établi que le tiers du premier nombre plus 
le cinquième du second nombre est 30 unités, et que la somme des 
nombres forme le nombre proposé (2). 


VI 


Partager un nombre proposé en deux nombres, de manière qu’une 
fraction donnée du premier nombre excède d’un nombre donné une 
fraction donnée du second nombre ($). 

Il faut toutefois que le nombre donné soit plus petit que le 
nombre obtenu lorsque l’on prend la fraction excédente donnée du 
nombre initial proposé (4). 


1. Lacune que Bachet comble par la phrase : 6 dotfuds dpa Éstar movadwv €. 
2. En transposition moderne, il faut donc trouver deux nombres X et Y tels que 


l’on ait : X+Y—100, et 3X + Y=—30. Posons Y=—x, d'où :£4V=5x;edonce 
1 se Ë | 
3% =30—x, d’où : X—90—3x. Dès lors, X+WY—2x-+90—100, d’où, comme le 


texte: 10=—2x, d'où : x—5. Dès lors: Y—25, et, comme le texte : 3 X = 30—1—25, 
d'où X—=75. 
3. Problème de la forme : X+Y—a, TX Vu 
ñ 


4. Cette condition de possibilité est dominée ici, comme dans la proposition 
précédente, par le souci du rejet de toute solution négative. En effet, les équations 


de la note précédente donnent : 1x__1 (a—X)=0, d'où: X=-7 (a+bn), et 
m ñ m+n 








Y=a—x=7 (a—bm). Or, pour que Y soit positif, il faut avoir: bm<a, ou: 


+n 
are : 
bis c'est-à-dire comme le texte, que le nombre donné b soit plus petit que la 


fraction la plus grande du nombre à partager a. 
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Proposons donc de partager 100 en deux nombres, de manière 
que l'excédent du quart du premier nombre sur le sixième du second 
_ nombre soit 20 unités. 

Posons que le sixième du second nombre est 1 arithme ; donc, ce 
nombre sera 6 arithmes. Dès lors, le quart du premier nombre sera 
1 arithme plus 20 unités ; donc, ce premier nombre sera 4 arithmes 
plus 80 unités. Nous voulons, du reste, que les deux nombres addi- 
tionnés forment 100 unités. Or, ces deux nombres additionnés 
forment 10 arithmes plus 80 unités, lesquels égaleront 100 unités. 

Retranchons les semblables des semblables : il reste 10 arithmes 
égaux à 20 unités, et l’arithme devient 2 unités. 

Revenons à nos positions. On a posé que le sixième du second 
nombre est 1 arithme, c’est-à-dire 2 unités ; donc, le second nombre 
sera 12 unités. D'autre part, le quart du premier nombre étant 
1 arithme plus 20 unités, il sera donc 22 unités, et le premier nombre 
sera donc 88 unités. Dès lors, il est établi que le quart du premier 
nombre excède le sixième du second nombre de 20 unités, et que les 
nombres additionnés forment le nombre proposé (1). 


VII 


Retrancher deux nombres donnés d’un même nombre, et faire 
en sorte que les restes aient entre eux un rapport donné (2). 

Proposons donc de retrancher 100 et 20 d’un même nombre, et de 
faire en sorte que le plus grand reste soit le triple du plus petit. 

Posons que le nombre cherché est 1 arithme. Si nous en retran- 
chons 100, le reste est 1 arithme moins 100 unités ; et si nous en 
retranchons 20, le reste est 1 arithme moins 20 unités. Or, il faut 
que le grand reste soit le triple du petit ; donc, trois fois le petit 
égalent le grand. Or, trois fois le petit donnent 3 arithmes moins 
300 unités, lesquels seront égaux à 1 arithme moins 20 unités. Ajou- 
tons de part et d’autre les termes négatifs, et l’on obtient 3 arithmes 





1. Les deux nombres cherchés X, Y doivent satisfaire aux conditions : 
s Î 
X+Y—100, et IX —2Y—20. Posons : aY=+, d'où Y=6x:3: donc: 32% =*+20, 


d’où : X—=4x+80. Dès lors: XHÆY—10x+80— 100, ou, comme le texte : 10x—20, 
d’où : x—2. Dès lors : Y—12, et X—88. 


2: Problème de la forme : = mn. 
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égaux à 1 arithme plus 280 unités. Retranchons les semblables des 
semblables ; il reste 2? arithmes égaux à 280 unités, et l’arithme 
devient 140 unités. 

Revenons à ce que nous avons posé. On a posé que le nombre cher- 
ché est 1 arithme ; donc il sera 140 unités. Et si nous en retranchons 
100, il reste 40 unités ;: tandis que si nous en retranchons 20, il reste 
120 unités ; ce qui établit que le plus grand reste est le triple du 
plus petit (1). | 


VIII 


Ajouter un même nombre à deux nombres donnés, et faire en sorte 
que les nombres obtenus aient entre eux un rapport donné (?). 

Il faut toutefois que le rapport donné soit plus petit que le rapport 
du plus grand au plus petit des nombres donnés ($). 

Proposons donc d’ajouter un même nombre à 100 et à 20, et de 
faire en sorte que le plus grand nombre soit le triple du plus petit. 

Que le nombre à ajouter à chacun des nombres soit 1 arithme. Si 
on l’ajoute à 100, on aura 1 arithme plus 100 unités ; tandis que si 
on l’ajoute à 20 on obtient 1 arithme plus 20 unités. Il faut encore 
que le plus grand nombre soit le triple du plus petit ; donc, le triple 
du plus petit Sera égal au plus grand. Or, le triple du plus petit 
nombre devient 3 arithmes plus 60 unités. Égalons-les à 1 arithme 
plus 100 unités ; retranchons les semblables des semblables, et les 
deux arithmes restants sont égaux à 40 unités, d’où l’arithme devient 
20 unités. : 

Revenons aux choses posées. On a posé que le nombre à ajouter 
à chacun des nombres est 1 arithme ; donc il sera 20 unités. Si on 
l’ajoute à 100, on obtient 120 unités ; tandis que si on l’ajoute à 20, 


1. Soit x le nombre cherché ; il doit satisfaire à la condition : x—20—3 (x—100), 
d’où, successivement comme dans le texte : 3x%—300—x—20 ; 3x—x+280; 2x—280 
et x—140 ; valeur satisfaisant au problème, car 140—20—3 (140—100), ou 120— 
3 X 40. 

2. Problème de la forme : te 


: r HD 4. 
3. Si l'on a : a>b, l'équation de la note précédente donne : go 


pour avoir une solution positive, comme l'exige toujours Diophante, on doit avoir : 
a 


b 


: donc, 





a>bm, d’où, comme le texte, la condition de possibilité du problème : m< 
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on obtient 40 unités ; ce qui établit que le plus grand nombre est 
le triple du plus petit (1). 


IX 


Ketrancher un même nombre de deux nombres donnés, et faire en 
sorte que les restes aient entre eux un rapport donné (?). 

Il faut toutefois que le rapport donné soit plus grand que le rapport 
du plus grand au plus petit des nombres donnés (). 

Proposons donc de retrancher un même nombre de 20 et de 100 
et de faire en sorte que le plus grand reste soit le sextuple du plus 
petit. 

Que le nombre à retrancher de chaque nombre soit 1 arithme. Si 
on le retranche de 100, il reste 100 unités moins 1 arithme ; etsion 
le retranche de 20, il reste 20 unités moins 1 arithme. Or, il faut que 
le plus grand reste soit le sextuple du plus petit ; donc, six fois le plus 
petit seront égaux au plus grand. Or, six fois le plus petit donnent 
120 unités moins 6 arithmes, ce qui sera égal à 100 unités moins 
1 arithme. Ajoutons de part et d’autre les termes négatifs, et retran- 
chons les semblables des semblables : les 5 arithmes restants sont 
égaux à 20 unités, et l’arithme devient 4 unités. 

Revenons aux positions : on a posé le nombre à retrancher de 
chacun des nombres comme étant 1 arithme ;: donc il sera 4 unités. 
Si on le retranche de 100, il reste 96 unités, et si on le retranche de 20, 
il reste 16 unités ; ce qui établit que le plus grand reste est le sextuple 
du plus petit (4). 


1. Si le nombre cherché est 1 arithme, ou x, on doit avoir : x+100=3 (x+20), 
d’où, comme le texte : 4x4 100—3x+60, d’où : 2:—40, et x—20; valeur satisfaisant 
au problème ; car, 204 100—3 (20420), ou, comme le texte : 120—3 X 40. 

a—x 


2. Problème de la forme : raie SUR 
3. L’équation de la note précédente donne : gs, valeur qui ne sera positive 
que si l’on a bm>a, d’où, comme le texte, la condition de possibilité du problème : 
a 


4. Soit l’arithme, c’est-à-dire x, le nombre cherché. On doit avoir : 100—x— 
6(20—x), d’où : comme le texte, 100—x—120—6x, d'où : 5x—20, d’où : x=—4; valeur 
satisfaisant au problème, car 100—4—6 (20—4), ou, comme le texte : 96—6 X 16. 
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X 


Deux nombres étant donnés, ajouter au plus petit d’entre eux et 
retrancher du plus grand un même nombre, et faire en sorte que le 
nombre obtenu ait un rapport donné avec le nombre restant (1). 

Proposons donc d’ajouter à 20 et de retrancher de 100 un même 
nombre, et de faire en sorte que le plus grand nombre soit le qua- 
druple du plus petit. 

Posons que le nombre à ajouter à et à retrancher de chacun des 
nombres est 1 arithme. Dès lors, si on l’ajoute à 20, on obtient 
1 arithme plus 20 unités, et si on le retranche de 100, on obtient 
100 unités moins 1 arithme. Or, il faut que le plus grand nombre soit 
le quadruple du plus petit; donc, le quadruple du plus petit est égal 
au plus grand. Or, le quadruple du plus petit devient 400 unités 
moins 4 arithmes, lesquels seront égaux à 1 arithme plus 20 unités. 

Ajoutons de part et d'autre les termes négatifs, et retranchons les 
semblables des semblables : les 5 arithmes restants sont égaux à 
380 unités, et l’arithme devient 76 unités. 

Revenons à nos positions. On a posé que le nombre à ajouter à et 
à retrancher de chacun des nombres est 1 arithme ; il sera donc 
76 unités. Si l’on ajoute 76 unités à 20, on obtient 96 unités, et si on 
les retranche de 100, il reste 24 unités ; et il est établi que le plus 
grand nombre est le quadruple du plus petit (2). 


XI 


Deux nombres étant donnés, ajouter l’un à un nombre, et 
retrancher l’autre de ce même nombre, et faire en sorte que les nom- 
bres obtenus aient entre eux un rapport donné ($). 

Proposons d'ajouter 20 à un nombre ; de retrancher 100 de ce 


1. Problème de la forme : IP 
2. Que le nombre cherché soit 1 arithme, ou x. On doit donc avoir : x+20— 
4(100—x), d’où, comme le texte : x+20—400—4x, d’où : 5x—380, d’où : x—76: 
ce qui constitue une solution, car 76+20—4 (100—76), ou, comme le texte : 96— 
4 X 24. 
x +0 


3. Problème de la forme : Dre 
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même nombre, et de faire en sorte que le plus grand nombre soit le 
triple du plus petit. 

Que le nombre cherché soit 1 arithme. Si on lui ajoute 20 unités, il 
devient 1 arithme plus 20 unités, et si on lui retranche 100 unités, il 
reste 1 arithme moins 100 unités. Or, il faut que le plus grand nombre 
soit le triple du plus petit ; donc, le plus petit nombre, pris trois fois, 
est égal au plus grand. Mais le plus petit nombre pris trois fois 
devient 3 arithmes moins 300 unités ; donc, 3 arithmes moins 
300 unités sont égaux à 1 arithme plus 20 unités. Ajoutons de part 
et d'autre les termes négatifs, et retranchons les semblables des sem- 
blables ; 1l s'ensuit que 320 unités sont égales à 2 arithmes, et 
l’arithme devient 160 unités. 

Revenant aux choses posées, le plus grand nombre sera donc 
180 unités, le plus petit sera 60 unités, et il est établi ainsi que le plus 
grand nombre est le triple du plus petit (1). 


XII 


Partager deux fois un nombre proposé en deux nombres, de 
manière qu’un nombre du premier partage ait un rapport donné 
avec un nombre du second partage, et que le nombre restant du 
second partage ait un rapport donné avec le nombre restant du 
premier partage (?). 

Proposons donc de partager deux fois le nombre 100 en deux 
nombres, de manière que le plus grand nombre du premier partage 
soit le double du plus petit nombre du second partage, et que le plus 
grand du second partage soit le triple du plus petit du premier 
partage. : 

Posons que le plus petit nombre du second partage est 1 arithme. 
Dès lors, le plus grand nombre du premier partage sera ? arithmes. 
En conséquence, le plus petit nombre du premier partage sera 
100 unités moins ? arithmes. Et puisque le plus grand nombre du 
second partage est le triple de ce dernier nombre, il sera 300 unités 


1. La solution du problème considère la relation : x44+20—3 (x—100), d'où 
comme le texte : x4-20—3x—300, d'où : 2:—320, d'où : x— 160. Dès lors, 160 +20— 
3 (160—100), ou, comme le texte : 180=—3 X 60. 

X 


2. Problème de la forme : X+Y=—4, X'+VY'—a, =", en avec X>YŸ et 
D den de 
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moins 6 arithmes. Il faut encore que la somme des nombres du 
second partage forme 100 unités. Mais, cette somme forme 300 unités 
moins 5 arithmes. Égalons-la à 100 unités, et l’arithme devient 
40 unités. | 

Revenons à ce que nous avons posé. Le plus grand nombre du 
premier partage étant 2 arithmes, il sera 80 unités ; le plus petit 
nombre du même partage étant 100 unités moins ? arithmes, il sera 
20 unités ; le plus grand nombre du second partage étant 300 unités 
moins 6 arithmes, il sera 60 unités, et le plus petit nombre du second 
partage étant 1 arithme, il sera 40 unités ; et la preuve est évi- 
dente (1). 


XIII 


Partager trois fois un nombre proposé en deux nombres, de 
manière qu’un nombre du premier partage ait un rapport donné 
avec un nombre du second partage ; que le nombre restant du second 
partage ait un rapport donné avec un nombre du troisième partage, 
et que le nombre restant du troisième partage ait un rapport donné 
avec le nombre restant du premier partage (2). 

Proposons donc de partager trois fois le nombre 100 en deux nom- 
bres, de manière que le plus grand nombre du premier partage soit le 
triple du plus petit du second partage, que le plus grand du second 
partage soit le double du plus petit du troisième partage, et que le 
plus grand du troisième partage soit le quadruple du plus petit du 
premier partage. 

Posons que le plus petit nombre du troisième partage est I arith- 
me. Dès lors, le plus grand nombre du second partage sera 2 arith- 
mes. Et puisque le nombre total à partager est 100 unités, il s'ensuit 
que le plus petit nombre du second partage sera 100 unités moins 
2 arithmes. Et puisque le plus grand nombre du premier partage est 
le triple de ce dernier nombre, il sera 300 unités moins 6 arithmes. En 


1. Le cas traité répond donc aux conditions : X+Y—100 (1); X'+V'—100 (II) ; 
X=—2Y' (III), et X'—3Y (IV). Suivons le texte en posant : V'—x. Dès lors (III) 
donne : X=—2x; donc (I) donne : Y—100—2x. Or, (IV) donne : X/=—3 (100—2x)— 
300—6x ; donc, (IT) donne : 300—6%+x—300—5x— 100, d’où : x—40. Dès lors, par 
substitution : X—80, V—20, X'—60, Y'—40. 

x! x! 


2. Problème de la forme X+Y=X'+Y'—X" "LV, D, Yr —# ———=#, 
AVECINE= VINS NL EX UE V 
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conséquence, le plus petit nombre du premier partage sera 6 arithmes 
moins 200 unités. Et puisque le plus grand nombre du troisième 
partage est le quadruple de ce dernier nombre, il sera 24 arithmes 
moins 800 unités. Il faut aussi que la somme des nombres du troi- 
sième partage forme 100 unités. Mais cette somme forme 25 arithmes 


moins 800 unités. Égalons-la à 100 unités, et l’arithme devient 
96 unités. 

Revenons aux choses posées : le plus petit nombre du troisième 
partage sera 36 unités, tandis que le plus grand sera 64 unités ; le 
plus petit nombre du premier partage sera 16 unités, tandis que le 
plus grand sera 84 unités, et le plus petit nombre du second partage 
sera 8 unités, tandis que le plus grand sera 72 unités ; et il est clair 
que ces nombres résolvent le problème (1). 


XIV 


Trouver deux nombres tels que celui qui résulte de leur multiplica- 
tion ait un rapport donné avec celui qui résulte de leur addition (2). 

Il faut toutefois que la quantité d'unités adoptée pour l’un des 
nombres () soit plus grande que celle du nombre homonyme ({) au 
rapport donné (°). 


1. Le cas traité répond aux conditions : X+Y—100, (I) ; X'+Y'—100, (II) ; 
RENÉ = 100 (IIT) XV (IV); EX = 2V!",.(V),;et X!/—A4Y, (VI). 

Posons : Y'’=—x. Dès lors, (V) donne X’—2x,; donc (II) donne Y'—100—2x. Or, 
(IV) donne : 3 (100—2x)—300—6x ; donc (I) donne : Y —6x—200, et (VI) donne : 
X''—24x—800. En conséquence, on a, d’après (III) : 25x4—800—100, d’où : x=36. 
Substituant, il vient comme le texte : Y’'—36, X''—64, V—16, X—84, Y'—728, et 
X'=72; valeurs qui vérifient les six relations imposées. 


2. Problème de la forme : = —#» 
X + 


3. C'est-à-dire pour celui des deux nombres qui sera déterminé arbitrairement 
dans le cas concret considéré pour la solution du problème. 

4, toÙ ôuwvomou Toù Gtôouevou Àdyou, littéralement : du (nombre) homonyme 
au rapport donné. Expression singulière signifiant en réalité : du nombre qui est 
le rapport donné. Cette expression résulte de ce que chez Euclide, et encore chez 
Archimède et Apollonius, le rapport n’est pas traité comme un nombre, et que la 
terminologie de leur calcul des rapports est encore différente de celle du calcul des 
nombres. Leur rapport D par exemple est dit composé des deux rapports set Se 
parce qu'ils comparent cette composition à une somme, au lieu de considérer ce 
rapport comme le produit de deux rapports pris comme nombres. Chez Euclide 


© 3. . . 
TE et 75 sont les rapports double et t'iple du rapport 7 et cette terminologie se 


retrouve encore dans les expressions : raison doublée et raison triplée des géomètres 
du XVIIe siècle. See 
5. Cette restriction apportée dans la détermination arbitraire de l’un des deux 
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Proposons donc que le nombre qui résulte de la multiplication ait 
un rapport triple avec celui qui résulte de l'addition. 

Que l’un des nombres soit 1 arithme, et que l’autre, plus grand que 
3 unités suivant la condition qui précède, soit 12 unités. Dès lors, le 
produit des nombres est 12 arithmes, et leur somme est 1 arithme 
plus 12 unités. Il faut enfin que 12 arithmes soient le triple de 
1 arithme plus 12 unités ; donc, le plus petit nombre pris trois fois 
est égal au plus grand nombre, et l’arithme devient 4 unités. 

L'un des nombres sera 4 unités, l’autre 12 unités, et ils résolvent 
le problème (1). 


XV 


Trouver deux nombres tels que chacun d’eux, après avoir reçu un 
nombre proposé cédé par l’autre, ait un rapport proposé avec le 
. nombre restant (?). 

Proposons donc que le premier nombre, recevant 30 unités du 
second nombre, devienne le double de ce dernier (*), et que le second 
nombre, recevant 50 unités du premier, devienne le triple de ce 
dernier (4). 

Que le second nombre soit 1 arithme plus les 30 unités que ce 
nombre cède. Dès lors, le premier nombre sera 2 arithmes moins 
30 unités, aux fins que, s’il reçoit 30 unités du second nombre, il 
devienne le double de ce dernier (°). Il faut aussi que le second 
nombre, recevant 50 unités du premier nombre, devienne le triple de 
ce dernier (5). Mais, si le premier nombre cède 50 unités, le reste 
sera 2 arithmes moins 80 unités ; tandis que si le second nombre 


nombres tend à exclure une solution négative, car l'équation du problème donne 





x= TE , et, pour que x soit positif, il faut que l’on ait : y>. 


1. La solution choisissant 12 pour l’un des nombres, l’autre doit donc satisfaire 
à la relation 12x=3 (x+ 12), ou 9x—36, d’où, comme le texte : x—4. 








2. Cet énoncé un peu obscur se traduit donc par les relations : STE, et 
Y+b_ 
Ne ur 


3. yivestar aÿtou Pr, c’est-à-dire : « devienne le double de ce (second nombre) », 
She est diminué des 30 unités cédées au premier nombre. 
yÜvestat aûtou yrÀ, c'est-à-dire : « devienne le triple de ce (premier nombre) », 
tal est diminué des 50 unités cédées au second nombre. 
5. Sous-entendu : diminué des 30 unités cédées. 
6. Sous-entendu : diminué des 50 unités cédées. 
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reçoit 90 unités, il devient 1 arithme plus 80 unités. Il faut enfin 
que Î arithme plus 80 unités soient le triple de ? arithmes diminués 
de 80 unités ; donc, le plus petit de ces nombres, pris trois fois, sera 
égal au plus grand nombre, et l’arithme devient 64 unités. En con- 
séquence, le premier nombre sera 98 unités, le second 94 unités, et 
ces nombres résolvent le problème (1). 


XVI 


Trouver trois nombres qui, pris deux à deux, forment des nombres 
proposés (?). 

Il faut toutefois que la moitié de la somme des nombres proposés 
soit plus grande que chacun de ces nombres (). 

Proposons donc que le premier nombre, augmenté du second, 
forme 20 unités ; que le second, augmenté du troisième, forme 
30 unités, et que le troisième, augmenté du premier, forme 40 unités. 

Posons que la somme des trois nombres est 1 arithme. Dès lors, 
puisque le premier nombre plus le second forment 20 unités, si nous 
retranchons 20 unités de 1 arithme, nous aurons comme troisième 
nombre 1 arithme moins 20 unités. Pour la même raison, le premier 
nombre sera 1 arithme moins 30 unités, et le second nombre sera 
1 arithme moins 40 unités. Il faut encore que la somme des trois 
nombres devienne égale à 1 arithme. Mais, la somme des trois nom- 
bres forme 3 arithmes moins 90 unités. Égalons-les à 1 arithme, et 
l'arithme devient 45 unités. 

Revenons à ce que nous avons posé : le premier nombre sera 
15 unités, le second sera 5 unités, le troisième sera 25 unités, et la 
preuve est claire (#. 


1. Les deux nombres cherchés X, Y doivent donc satisfaire aux conditions : 
X+30=2 (Y—30 ),(I), et Y+50—3 (X—50), (II). 

Posons : Y—x+30. Dès lors, (I) donne : X—2x—30. Substituons ces deux 
valeurs dans (IL), il vient : x-+80—3 (2x—80), ou : 5x—320, d’où : x—64. En 
conséquence : X—98, et Y—94. | 

2. Problème de la forme : X+Y—a, Y+Z=—b, Z+X=c. 

3. Condition restrictive visant à l'exclusion de valeurs négatives. En eftet, si 
X+Y+Z=x, on a : X=x—b, Y—x—c, Z—x—a, d'où, par substitution dans la 


SES Donc : x=ttite _s; y=ttite » 


» 


1re expression, on tire : 
Zee, valeurs positives à la condition d’avoir, comme dit le texte : 
ns QRez 


4. La solution considère les relations : X+Y—20 ; V7 30; et Z+X—A40. 


Diophante d'Alexandrie, È 
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XVII 


Trouver quatre nombres qui, additionnés trois à trois, forment des 
nombres proposés (1). | 

Il faut toutefois que le tiers de la somme des quatre nombres soit 
plus grand que chacun d’eux (2). 

Proposons donc que les trois nombres, additionnés à la suite à 
partir du premier, forment 20 unités ; que les trois à partir du second 
forment 22 unités, que les trois à partir du troisième forment 24 
unités, et que les trois à partir du quatrième forment 27 unités. 

Posons que la somme des quatre nombres est 1 arithme. Dès lors, 
si nous retranchons les trois premiers nombres, c’est-à-dire 20 unités, 
de 1 arithme, il nous restera, comme quatrième nombre, 1 arithme 
moins 20 unités. Pour les mêmes raisons, le premier nombre sera 
1 arithme moins 22 unités ; le second sera 1 arithme moins 24 unités, 
et le troisième 1 arithme moins 27 unités. Il faut enfin que les 
quatre nombres additionnés deviennent égaux à 1 arithme. Mais, 
les quatre nombres additionnés forment 4 arithmes moins 93 unités ; 
ce que nous égalons à 1 arithme, et l’arithme devient 31 unités. 

Revenant à ce que nous avons posé : le premier nombre sera 
9 unités, le second sera 7 unités, le troisième 4 unités, le quatrième 
11 unités, et ces nombres résolvent le problème ($). 


Posons : X+Y-+7Z—x. Dès lors : Z—x-—20, X—x—30, Y—x—40. Substituons: 
ces valeurs dans la première relation, il vient : (x—30)+{(x—40)+(x—20)—x, 
ou, comme le texte : 3x—90=—x, d’où : x—45. Donc : X=15; Y—5, Z—25. 

1. Problème de la forme : X+V+Z=a, V+Z+HW—=b, ZIW+X=c, W+X+Y 


ne 
== 


2. Condition nécessaire à l’obtention de valeurs positives. En effet, si, comme: 
dans la note de la proposition précédente, on pose la somme des quatre nombres. 


cherchés égale à x, on obtiendra, de même : nana tan et les nombres cherchés. 


GER ESRS a a, etc. Ces nombres seront donc positifs à la condition d’avoir : 
a+b+c+d >a b C d 
4 PAS ET 


seront : 


3. La solution considère les conditions : X+V+Z—20 ; Y+Z+W=—22 ; 
Z+W+X=24, et W+X+Y—27. Si l'on pose : X+V+Z+W=—x, il vient, comme 
dans le texte : W—x—20; X—x-—22; Y—x-—24, et Z—x—27. Dès lors, (x—22) + 
(x—24)+(x—27)+(x—20)—x, ou comme le texte : 4x—93=—x, d'où : x4=—31, et 
d’où, par substitution on a, comme le texte: X—9;: Y—7; Z—4,et W=—11. 
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XVIII 


Trouver trois nombres qui, additionnés deux à deux, excèdent 
le nombre restant d’un nombre proposé (1). 

Proposons que le premier nombre, augmenté du second, excède le 
troisième de 20 unités ; que le second, augmenté du troisième, excède 
le premier de 30 unités, et que le troisième, augmenté du premier; 
excède le second de 40 unités. 

Posons que la somme des trois nombres est ? arithmes. Dès lors, 
puisque le premier nombre, augmenté du second, excède le troisième 
de 20 unités, si nous ajoutons de part et d’autre le troisième nombre, 
la somme des trois nombres est deux fois le troisième nombre plus 
l'excédent 20 unités. En conséquence, si nous retranchons 20 unités 
de la somme des trois nombres, c’est-à-dire de 2 arithmes, nous 
aurons, comme double du troisième nombre, 2 arithmes moins 
20 unités, et, partant, le troisième nombre sera 1 arithme moins 
10 unités. Pour les mêmes raisons, le premier nombre sera 1 arithme 
moins 15 unités, et le second nombre 1 arithme moins 20 unités. 
Reste à égaler la somme des trois nombres à ? arithmes. Mais les 
trois nombres additionnés forment 3 arithmes moins 45 unités : ce 
que nous égalons à 2 arithmes, et l’arithme devient 45 unités. 

Revenant à ce qui a été posé, le premier nombre sera 30 unités, le 
second sera 25 unités, le troisième 35 unités, et ces nombres satisfont 
à la proposition (?). 


AUTREMENT (5) 


Puisque le premier nombre, augmenté du second, excède le troi- 
sième de 20 unités, que le troisième nombre soit 1 arithme. Dès lors, 
la somme des premier et second nombres sera 1 arithme plus 20 uni- 


1. Problème de la forme : X4ÆY—7Z+a, Y+Z=X+b, Z4IX—VY+c. 

2. La solution considère les conditions : X+Æ+Y—Z+20, (I); Y+Z=—X+30, (II), 
et Z+X=— Y +40, (III). 

Posons : X+Y+7Z7—2x, (IV). Or, (I) peut s’écrire : X+Y+Z=2Z+20, ou, 
d’après (IV) : 24—2Z+20, d’où, comme le texte : 2Z—2x—20, d’où : Z=x—10. On 
aurait de même : X—%—15,et Y—x—20. Substituons dans la relation de position 
(IV), il vient, comme dans le texte : 3x—45—2x, d’où : x—45. Dès lors, X=30, 
V=—25, Z—=35. 

3. Variante de la démonstration du problème XVIII laquelle doit probablement 
être attribuée à un scoliaste grec. 
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tés. D'autre part, puisque le second nombre, augmenté du troisième, 
excède le premier de 30 unités, posons que le second nombre contient 
autant d'unités que la moitié de la somme de 20 et de 30, c'est-à-dire 
25 unités. Et puisque le premier nombre, augmenté du second, est 
1 arithme plus 20 unités, et que le second nombre est %5 unités, il 
s'ensuit que le premier nombre, qui reste, sera 1 arithme moins 
b unités. Il faut encore que le troisième nombre, augmenté du pre- 
mier, excède le second de 40 unités. Mais, le premier nombre, 
augmenté du troisième, est 2 arithmes moins 5 unités ; ce qui est 
donc égal à 65 unités. Ajoutons de part et d'autre le terme négatif ; 
il s'ensuit que 2 arithmes sont égaux à 70 unités, et l’arithme devient 
39 unités. 


4 


Revenons à ce que nous avons posé. Le premier nombre étant 
1 arithme moins 5 unités, il sera 30 unités ; le second sera 25 unités, 
et le troisième, qui est 1 arithme, sera 35 unités (1). 


XIX 


Trouver quatre nombres tels que la somme de trois d’entre eux 
excède le nombre restant d’un nombre proposé (?). 

Il faut toutefois que la demi-somme des quatre excédents soit plus 
grande que chacun d’eux (ÿ). 


Proposons donc que les trois nombres additionnés successivement 


1. Considérons les trois relations de la note avant-précédente, et posons : Z=x. 
Dès lors, la relation (I) donne : X+Y—x+20, d’où, en posant : ie 
il vient : X4+25—%x+20, d'où : X=x—5. Substituons les expressions de X, Y, Z 
dans la relation (III), il vient : x+-x—5—254+40, ou, comme le texte : 2x4=—70, 
d'où : 4=—35. Donc X=30, Y—25, Z—35. 

2. Problème de la forme : XEY+Z—=W+a, YV+Z+HW=X+b, ZHIW+X— 
Y+c, W+X+Y—Z+4. 

3. L’obtention exclusive de valeurs positives est subordonnée à la condition de 


possibilité du problème : Robes b, c, d. En effet, si l’on pose: X4Y+Z+W 





— 2%, les relations de la note précédente donnent : X=x— 50; Y=x— 2 ete A ’ 


otennet 


| : 
et N'hn La somme de ces expressions donne donc : X, 


d'où LÉ EE Dès lors, x=tthpere eh, et cette valeur sera positive 


pour Re De même pour Y, Z, et W. 
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à partir du premier excèdent le quatrième de 20 unités ; que les 
trois nombres additionnés à partir du second excèdent le premier de 
30 unités ; que les trois nombres additionnés à partir du troisième 
excèdent le second de 40 unités ; enfin, que les trois nombres addi- 
tionnés successivement à partir du quatrième excèdent le troisième 
de 50 unités. 

Que la somme des quatre nombres soit 2? arithmes. Dès lors, puis- 
que la somme des trois nombres à partir du premier excède le qua- 
trième de 20 unités ; que la somme des quatre nombres excède 
deux fois le quatrième nombre comme la somme des trois premiers 
nombres excède le quatrième, et que la somme des quatre nombres 
est 2 arithmes, il s’ensuit que ? arithmes excèdent deux fois le qua- 
trième nombre de 20 unités. En conséquence, le double du quatrième 
nombre sera 2? arithmes moins 20 unités, et le quatrième nombre 
même sera 1 arithme moins 10 unités. Pour les mêmes raisons d’ail- 
leurs, le premier nombre sera 1 arithme moins 15 unités, le second 
sera 1 arithme moins 20 unités, et le troisième sera 1 arithme moins 
25 unités. Il faut encore que la somme des quatre nombres soit égale 
à 2 arithmes. Mais, la somme des quatre nombres est 4 arithmes 
moins 70 unités. Égalons cela à 2 arithmes, et l’arithme devient 
39 unités. 

Revenons à ce qui a été posé. Le premier nombre sera 20 unités, 
le second sera 15 unités, le troisième 10 unités, le quatrième 95 uni- 
tés, et ces nombres résolvent le problème (1). 


AUTREMENT (? 


Puisque la somme des trois nombres à partir du premier excède 
le quatrième de 20 unités, posons que le quatrième nombre est 
1 arithme. Dès lors, la somme des trois nombres sera 1 arithme plus 
20 unités. Derechef, puisque la somme des trois nombres à partir du 


1. La solution considère les relations X+Y+Z=W+20 ; Y+Z+W=—=X+30 ; 
Z+IWIX—=Y+40,et W+X+Y—Z+50. 

Posons X+Y+Z+1W—2x. Or, la première relation peut s’écrire : X+Y+Z+W 
—2W +20, ou 2:—2W +20, d’où, comme le texte : 2W—2x—20, d’où : W—x—10. 
On aurait de même : X—x—15, V—x—20, Z—x—25. Substituons ces expressions 
dans la relation de position, il vient : 44—70=— 2x, d’où : x—35. Dès lors, on a comme 
létexte: X—20% V=—15:,2=10,W—25. 

2. Cette variante de la solution du problème XIX, absente du reste dans l’un 
des manuscrits les plus anciens, est probablement due à un scoliaste. 
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second excède le premier de 30 unités, posons que les second et troi- 
sième nombres additionnés contiennent autant d'unités que la 
moitié de la somme de deux excédents, notamment des excédents 
20 et 30, c’est-à-dire 25 unités. Et puisque la somme des trois nom- 
bres à partir du premier est 1 arithme plus 20 unités, et que la somme 
du premier nombre et du troisième est 25 unités, il s’ensuit que le 
premier nombre restant sera 1 arithme moins 5 unités. Et puisque la 
somme des trois nombres à partir du second excède le troisième de 
30 unités, et que la somme des trois nombres à partir du troisième 
excède le second de 40 unités, les troisième et quatrième nombres 
additionnés seront donc 35 unités ; donc le troisième nombre 
restant sera 35 unités moins Î arithme. Mais le second nombre, 
augmenté du troisième, est 25 unités, et le troisième est 35 unités 
moins 1 arithme ; donc, le second nombre restant sera 1 arithme 
moins 10 unités. Il faut encore que la somme des trois nombres à 
partir du quatrième excède le troisième de 50 unités. Mais ces trois 
nombres additionnés forment 3 arithmes moins 15 unités, tandis que 
le troisième nombre est 35 unités moins 1 arithme ; donc, il faut 
aussi que 3 arithmes moins 15 unités excèdent 35 arithmes moins 
1 arithme de 50 unités ; en sorte que 85 unités moins 1 arithme sont 
égaux à 3 arithmes moins 15 unités, et l’arithme devient 25 unités. 

Revenons aux choses posées. Le premier nombre étant 1 arithme 
moins 5 unités, sera 20 unités ; le second sera, de même, 15 unités, 
le troisième 10 unités, et le quatrième 25 unités (1). . 


XX 


Partager un nombre proposé en trois nombres, de manière que 
chacun des nombres extrêmes, accru du nombre médian, ait un rap- 
port donné avec le nombre extrême restant (?). 





1. Considérons, comme dans la note avant-précédente, les relations X4+Y +7— 
W+20 (1), Y+Z+W=X+30 (I), Z+W+X=Y+40 (III), W4+X+Y—Z+50 
(LV). Posons : W=—x. Donc, d’après (1) : X4+Y+Z=x+20. Posons: Y+Z—20#30 
—25 ; donc : X+25—x+20, d'où comme le texte : X—x—5. D'autre part, la 
somme des relations (II) et (III) donne : Z4+W—35, d'où : Z=35—x ; donc : 
Y—25—(35—x)—x—10. Substituons les expressions de X, Y, Z, W dans (IV), il 
vient : 3x—15—85—x d'où : x—25. Dès lors, par substitution, il vient : X—20, 
Y—=15, Z=A9, W—25. 

2. Problème de la forme : X+Y+Z=a; X+4+Y=mZ, Y+Z=n7. 
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Proposons donc de partager le nombre 100 en trois nombres, de 
manière que le premier, augmenté du second, soit le triple du troi- 
sième, et que le second, augmenté du troisième, soit le quadruple du 
premier. 

Posons que le troisième nombre est 1 arithme. Dès lors, puisque la 
somme des premier et second nombres est le triple du troisième, 
posons la somme de ces deux nombres égale à 3 arithmes. En consé- 
quence, la somme des trois nombres est 4 arithmes ; ce que nous 
égalons à 100 unités, et l’arithme devient 25 unités. 

Revenons à ce que nous avons posé. Le troisième nombre étant 
1 arithme, il sera 25 unités, et le premier nombre, augmenté du 
second, étant 3 arithmes, il sera 75 unités. D'autre part, puisque le 
second nombre, augmenté du troisième, est le quadruple du premier, 
posons que le premier nombre est 1 arithme (1). Dès lors, le second 
nombre, augmenté du troisième, sera 4 arithmes, et la somme des 
trois nombres sera 5 arithmes. Mais, cette somme est aussi 100 uni- 
tés, et l’arithme devient 20 unités. En conséquence, le premier nom- 
bre sera 20 unités, et le second nombre, augmenté du troisième, sera 
80 unités, alors que le troisième nombre est 25 unités ; donc, le 
second nombre restant sera 55 unités, et ces nombres satisfont à la 
proposition (?). 


XXI 


Trouver trois nombres, de manière que le plus grand excède le 
moyen d’une fraction donnée du plus petit ; que le moyen excède le 
plus petit d’une fraction donnée du plus grand, et que le plus petit 





1, C'est-à-dire un second ou nouvel arithme. Faisons remarquer ici, parce que 
le cas se présentera fréquemment dans la suite, que la terminologie de Diophante 
ne fait pas de distinction entre les diverses inconnues qu'il introduit au cours de la 
résolution d’une même proposition. Il les désigne indifféremment par le même mot 
éptfuès (arithme) ; ce qui rend certains passages d’une lecture assez ardue, Les 
ambiguités qui en résultent, devant forcément passer du texte de Diophante dans 
notre traduction littérale française, nous aurons soin de les faire disparaître dans 
les notes, où nous désignerons les inconnues différentes par x, y, z. 

2. La solution considère les relations déterminées : X+Y+Z=—100, (I); X+Y 
=3Z, (II),et Y+Z—=AX, (II). 

Posons : Z—x. Dès lors, (II) donne : X+Y—3x, d'où (I) donne : 4x—100, d’où : 
x=25. En conséquence, Z—25, et X+Y—75. 

D'autre part, posons : X—y. Dès lors (III) donne : Y+Z—4y, d'où (1) donne : 
5y=100, d’où : y—20. En conséquence, X=—20, et Y +Z=80. Or, on a déjà : Z=25; 
donc, Y—55. | 
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excède un nombre donné d’une fraction donnée du nombre 
moyen (1). 

Il faut toutefois que le nombre moyen excède le plus petit d’une 
fraction du plus grand telle que le dénominateur (À) de cette fraction, 
multiplié par l’excédent du nombre moyen sur le plus petit, consti- 
tue une quantité d’arithmes plus grande que celle du nombre 
moyen ($). 

Proposons donc que le plus grand nombre excède le nombre 
moyen de la troisième partie du plus petit nombre ; que le nombre 
moyen excède le plus petit nombre de la troisième partie du plus 
grand nombre, et que le plus petit nombre excède 10 unités de la 
troisième partie du nombre moyen. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme augmenté des 10 unités 
dont ce nombre excède le tiers du nombre moyen. Dès lors, le nom- 
bre moyen sera 3 arithmes, et le plus petit nombre est ainsi constitué 
par le tiers du nombre moyen augmenté de 10 unités. Ou bien 
encore ainsi : que le nombre moyen soit 3 arithmes. Dès lors, puisque 
nous voulons que le plus petit nombre excède la troisième partie du 
nombre moyen de 10 unités, il sera 1 arithme plus 10 unités. Il faut 
encore que le nombre moyen excède le plus petit de la troisième 
partie du premier (#) nombre. Mais, le nombre moyen excède le plus 
grand nombre de ? arithmes moins 10 unités ; ce qui est donc la 
troisième partie du plus grand nombre. En conséquence, le plus 
grand nombre même sera 6 arithmes moins 30 unités. Il faut aussi 
que le plus grand nombre excède le nombre moyen de la troisième 
partie du plus petit nombre. Or, le plus grand nombre excède le 
nombre moyen de 3 arithmes moins 30 unités ; ce qui est donc la 


1. Problème de la forme générale : X=Y+Z; Y=Z+X; Z=a+iY. 


2. G6Te TOY Opwvyuuoy ToU Touourou péoous, littéralement : de manière que le 
(nombre) ayant même nom que cette fraction, c’est-à-dire le dénominateur de cette 
fraction. 

3. Bachet a fait remarquer le premier que cette condition de possibilité, visant 
du reste à l'obtention des seules valeurs positives, n’est pas attachée à la résolution 
de la question considérée de manière générale, et, après lui, Wertheim (cf. loc cit. 
p. 27) a montré que cette condition ne s'impose qu’en raison du procédé particulier 
de Diophante pour résoudre le problème. En effet, en posant Z=x+a, cette condi- 
tion se traduit par la relation nécessaire np>n+p. 

4. T@ TOU a°v y uépet, de la troisième partie du premier (nombre), au lieu 
d'écrire comme précédemment : T& roÙ ueylsrou y méper, de la troisième partie du 
plus grand (nombre). 
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troisième partie du plus petit nombre ; donc le plus petit nombre 
sera 9 arithmes moins 90 unités. Mais, on a trouvé qu'il est aussi 1 
arithme plus 10 unités; donc, l’arithme devient 12 À? unités. Dès lors, 
le troisième nombre (1!) sera 223 unités ; le nombre moyen sera 
37 3 unités ; le plus grand sera 45 unités, et ces nombres satisfont 
à la proposition (?). 


AUTREMENT () 


Trouver, etc. (#). 

Il faut toutefois que la fraction donnée du plus grand nombre soit 
donnée telle que, ajoutée au plus petit nombre, elle constitue une 
quantité d’arithmes plus petite que celle qui est adoptée au début 
pour le nombre moyen (°). 

Que le plus petit nombre soit de nouveau 1 arithme augmenté des 
10 unités dont ce plus petit nombre excède la troisième partie du 
nombre moyen. Dès lors, le nombre moyen sera 3 arithmes ; en sorte 
que le plus petit nombre excède 10 unités de la troisième partie du 
nombre moyen. D'autre part, puisque nous voulons que le plus grand 


1. à mEv y%, le troisième (nombre), au lieu de dire, comme précédemment, 
Ô éAaytçetos, le plus petit (nombre). 


2. La solution considére le cas où l’on a : Mm=n=p—, eta—10 dans les formules 


générales indiquées dans une note précédente, et les relations imposées sont donc : 
X=Y +22, (D) : Y=Z+EX, (I), et Z—10+2Y, (II). 


Posons : Z=x+10, d'où (III) donne : Y=—3x. Ou bien, posons directement : 
Y=—3x, d’où (III) donne : Z=x+10. Substituons les expressions de Y, Z dans (II), il 


vient : 3x=x+1042X. ou, comme le texte : 24—10—5X, d’où : X—6x—30. 
Substituons les expressions de X, Y dans (I), il vient : 6x—30—3x+ 2, ou, comme 


le texte : 3x—30—27, d’où : Z—9x—90. Or, on a déjà : Z=x+10; donc : 9x—90— 


#+10, d'où:x=125. Donc: X=—45; V=—375; Z=—225. 

3. L'attribution de cette variante de la solution de la proposition XXI à 
Diophante est douteuse ; la variante est probablement due à un scoliaste grec. 

4. L'énoncé de la proposition est répété dans les deux manuscrits de Madrid 
et de Venise (St-Marc), et non dans les autres. L'édition critique de Tannery (cf. 
loc. cit. p. 50) porte simplement : EUoetv x. +. Ë, c’est-à-dire Trouver, etc. 

5. Cette condition de possibilité se rattache au procédé de solution qui sera em- 
ployé, et non à la solution générale de la proposition. D'ailleurs, comme l’a fait 
remarquer Wertheim (cf. loc. cit. p. 29) cette condition est identique au fond à celle 
qui a été imposée dans la solution précédente de Diophante. 
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nombre excède le nombre moyen de la troisième partie du plus petit 
nombre, si nous ajoutons au nombre moyen la troisième partie du 
plus petit nombre, nous aurons pour le plus grand nombre 3; arith- 
mes plus 3 $ unités. Il faut encore que le nombre moyen soit égal au 
plus petit nombre augmenté de la troisième partie du plus grand 
nombre. Mais, le plus petit nombre, augmenté de la troisième partie 
du plus grand nombre, est ? à arithmes plus 11 ; unités ; ce que nous 
égalons au nombre moyen, c’est-à-dire à 3 arithmes. Retranchons les 
semblables des semblables, et il s'ensuit que 1 arithme moins; d’arith- 
me est égal à 11 $ unités. Prenons le tout 9 fois (1); donc, 8 arithmes 
sont égaux à 100 unités, et l’arithme devient 123 unités ; et la 
preuve est la même que précédemment (?). 


XXII 


Trouver trois nombres tels que chacun d’eux cédant une fraction 
proposée à celui qui le suit, les nombres ayant ainsi cédé et reçu 
deviennent égaux. 

Proposons donc que le premier nombre cède son tiers au second ; 
que le second cède son quart au troisième ; que le troisième nombre 
cède son cinquième au premier nombre, et, qu'après cession réci- 
proque on obtienne des nombres égaux. 

Puisque le premier nombre cède son tiers, posons qu'il est une 
quantité d’arithmes ayant une troisième partie, soit donc 3 arithmes; 
et puisque le second nombre cède son quart, posons qu'il est une 


1. mavra Oxts, littéralement : tous 9 fois, c’est-à-dire multiplions tous les termes 
de l'équation par 9. 

2. Considérons les trois relations de la première solution de cette proposition 
données en note. Posons : Z=x+10. Dès lors, la relation (II) donne : Y—3x. Substi- 


‘tuons les expressions de Ÿ, Z dans la relation (I), il vient : X= 3x4 (44 10)— 
3ix+ us Substituons les expressions de X, Z dans la relation (II), il vient, comme 


le texte : Va 104 (85x85) 2 Le Or, on a déjà eu : Y=3x ; donc : 


Ba 2x +11 ou, comme le texte : (—5}= ns d’où, comme le texte : 


O(1— 5} = 9x 113, ou : 8x—100, d’où : #12. Dès lors, on a, comme dans la 
1 


L | 
-première solution : X—45 ; Y=37;; Z=22%. 
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quantité d'unités ayant une quatrième partie, soit donc 4 unités. 
Dès lors, le second nombre cédant et recevant devient 1 arithme 
plus 3 unités. 

Il faut encore que le premier nombre cédant et recevant devienne 
aussi | arithme plus 3 unités. Mais, ce premier nombre cédant son 
tiers, c’est-à-dire 1 arithme, et recevant 3 unités moins 1 arithme, 
devient 1 arithme plus 3 unités ; donc 3 unités moins 1 arithme sont 
la cinquième partie du troisième nombre, et ce troisième nombre est 
donc 15 unités moins 5 arithmes. 

Il faut enfin que le troisième nombre cédant son cinquième et rece- 
vant le quart du second nombre, c’est-à-dire 1 unité, devienne aussi 
1 arithme plus 3 unités. Or, ce troisième nombre cédant son cin- 
quième, c’est-à-dire 3 unités moins 1 arithme, il reste 12 unités moins 
4 arithmes ; et, recevant le quart du second nombre, c’est-à-dire 
1 unité, il devient 13 unités moins 4 arithmes, que nous égalons à 
1 arithme plus 3 unités, et l’arithme devient ? unités. 

Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera 6 uni- 
tés, le second 4 unités, le troisième 5 unités, et les choses proposées 
sont manifestes (1). 


XXIII 


Trouver quatre nombres tels que chacun d’eux cédant une fraction 
proposée à celui qui le suit, les nombres ayant ainsi cédé et reçu 
deviennent égaux. 


1. Le problème se traduit par le système d'équations indéterminées : 
1 l 1 1 1 1 À 
ms _ es ——— ms — a —— + Il _ 
X X + 52 M4 AYT+ X—Z DATE lesquelles deviennent, dans la solu 


tion: X— ZX +2 = VV +3X=2—iZ +, et que Diophante ramène en réalité 


à un système d'équations déterminées du 1er degré, en adoptant une valeur arbitraire 
pour l’un des nombres cherchés. 


On pose donc : X—3x, et on adopte Z—4. Dès lors, on a : Y—iV+iXx= 
A—1+x—=x+3. Or, il faut avoir aussi : X—5X +5 2x8, c'est-à-dire 
xx + Z=r+3, d’où : F2 =3—+, d'où comme dans le texte : Z—15—5x. Enfin, 


il faut avoir aussi : Z— LH Y=r +, c'est-à-dire : 15—54— 2 (15— 5%) + 1—x+3, 


où, comme le texte : 12—4x+1—x43, ou : 13—4x=—x+3, d'où : x=—2. Donc : 
X=6; Y=4, Z—5. 
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Proposons donc que le premier nombre cède son tiers au second ; 
que le second cède son quart au troisième ; que le troisième cède son 
cinquième au troisième ; que le quatrième cède son sixième au pre- 
mier, et, qu'après cession réciproque, on obtienne des nombres égaux. 

Puisque le premier nombre cède son tiers, posons qu'il est une 
quantité d’arithmes ayant une troisième partie, soit donc 3 arithmes ; 
et puisque le second nombre cède son quart, posons qu'il est une 
quantité d’unités ayant une quatrième partie, soit donc 4 unités. 
Dès lors, le second nombre cédant son quart, c’est-à-dire 1 unité, et 
recevant le tiers du premier, c’est-à-dire 1 arithme, devient 1 arithme 
plus 3 unités. 

Il faudra que le premier nombre cédant son tiers, c'est-à-dire 
1 arithme, et recevant le sixième du quatrième nombre, devienne 
aussi | arithme plus 3 unités. Mais, le premier nombre cédant 
1 arithme, a comme reste 2 arithmes ; donc, il faudra que, recevant 
le sixième du quatrième nombre, il devienne 1 arithme plus 3 unités. 
En conséquence, 3 unités moins 1 arithme sont la sixième partie du 
quatrième nombre, et le quatrième nombre même sera 18 unités 
moins 6 arithmes. 

Il reste à obtenir que le quatrième nombre, cédant son sixième, et 
recevant le cinquième du troisième nombre, devienne aussi 1 arithme 
plus 3 unités. Mais, cédant son sixième, c’est-à-dire 3 unités moins 
1 arithme, il reste 15 unités moins 5 arithmes ; donc, il faut que ce 
reste, recevant le cinquième du troisième nombre, devienne 1 arith- 
me plus 3 unités. Or, si ce reste reçoit 6 arithmes moins 12 unités, il 
devient 1 arithme plus 3 unités ; en sorte que 6 arithmes moins 
12 unités sont la sixième partie du troisième nombre, et ce troisième 
nombre même sera 30 arithmes moins 60 unités. 

Il faudra, enfin, que le troisième nombre, cédant son cinquième, 
et recevant le quart du deuxième nombre, devienne aussi 1 arithme 
plus 3 unités. Mais, le troisième nombre, cédant son cinquième, 
c’est-à-dire 6 arithmes moins 12 unités, il lui reste 24 arithmes 
moins 48 unités, et, recevant le quart du deuxième nombre, il devient 
24 arithmes moins 47 unités, que nous égalons à 1 arithme plus 
3 unités, et l’arithme devient &. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera © : le second 


92 . PARCS 1 
nombre sera % ; le troisième nombre sera +, et le quatrième nombre 


sera %. Éliminons la fraction, c’est-à-dire que le premier nombre sera 
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150, le second 92, le troisième 120, et le quatrième 114. Ces nombres 
satisfont à la proposition (1). 


XXIV 


Trouver trois nombres tels que chacun d’eux empruntant une 
fraction proposée à la somme (?) des deux nombres restants, ils 
deviennent égaux (ÿ). 

Proposons donc que le premier nombre emprunte le tiers à la 
somme des deux nombres restants ; que le second nombre emprunte 
le quart à la somme des deux nombres restants, que le troisième 
nombre emprunte le cinquième à la somme des deux nombres 
restants, et que l’on obtienne des nombres égaux. 

Posons que le premier nombre est 1 arithme, et, puisque la somme 
des deux nombres restants lui cède son tiers, que cette somme soit, 


1. Le problème généralisé affecte la forme des équations indéterminées : 


x: mA TaW=Y- 2Y + Ex 7 —52+; V= WW +252, ét AN /S0ltiôn, con! 
dère le système particulier d'équations : X—2 X +2 W2=V—5 Y+iX=7—È7+ IV 


WW +22. Diophante ramène cependant ces équations à un système déterminé 
du 1er degré, en adoptant une valeur arbitraire pour l’une des inconnues. En effet, 
il pose: X—3x, et adopte la valeur Z—4. Dès lors, on a: Y—3Y+3 X=4—1+x— 


x+3. Or, on doit avoir aussi : X—EX + W=x+3 : donc, comme le texte : 
2% + AW x +3, d'où : 3—x =" W, d'où W—18—6x. De plus, on doit avoir 
WW EZ= +3. Or, on a, comme le texte : W—EW—18-— 6% —(3—x)— 
15—5x; donc : 15—5x+ 7x4. Or, on peut écrire: 15—5x+(64%—12)=x+3 ; 
donc, en identifiant, on a : 6r—12=—22, d’où : Z=30x—60, Enfin, on doit encore 


| 
AVOIr : ZE Z+EY=x Es. Or, on a : 752 24x48 ; donc : 24x—48+2V— 


LATE T RS Mo 08 87 120 
24x—47; donc : 24x—47—x%x+3, d'où : #53. Dès lors, RS s Me MZ 73 ? 
W=. Et comme tous les multiples et les sous-multiples de ces valeurs satisfont 


au problème, adoptons les valeurs X—150, Y—92, Z—120, W—114. 
2. dvo wç Evoc, littéralement : deux (nombres pris) comme un seul, c’est-à-dire 
la somme de deux nombres. 


3. Problème de la forme : X+L(Y+2) =Y+AZHX)=Z+ AXE Y). 
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pour la facilité, une quantité d'unités ayant une troisième partie, 
notamment 3 unités. Dès lors, la somme des trois nombres sera 
1 arithme plus 3 unités, et il s'établit que le premier nombre, em- 
pruntant le tiers à la somme des deux nombres restants, est 1 arithme 
plus I unité. 

Il faudra aussi que le second nombre,empruntant le quart à la 
somme des deux nombres [restants] (1), devienne 1 arithme plus 
1 unité. Prenons le tout quatre fois. En conséquence, quatre fois le 
second nombre, accru des deux autres, constitue trois fois le second 
nombre, accru des trois nombres ; donc, trois fois le second nombre, 
accru des trois nombres, devient 4 arithmes plus 4 unités. Dès lors, si 
nous retranchons de part et d’autre la somme des trois nombres, les 
trois arithmes plus 1 unités qui restent sont trois fois le second nom- 
bre, et le second nombre même sera 1 arithme plus 4 d'unité. 

Il faudra donc encore que le troisième nombre, empruntant le 
cinquième à la somme des deux nombres restants devienne 1 arithme 
plus 1 unité. Prenons pareillement le tout cinq fois, et nous conclu- 
rons, pour les mêmes raisons, que le troisième nombre est 1 arithme 
plus la 3 unité. 

Il faut enfin que les trois nombres additionnés deviennent 1 arith- 
me plus 3 unités, et l’arithme devient %. Dès lors, élimination faite 
de la fraction, le premier nombre sera 13 unités, le second 17 unités, 
le troisième 19 unités, et ces nombres satisfont à la proposition (?). 

1, Lacune que Tannery comble par le mot Aoëmwv. (Cf. loc. cit. p. 56, 1. 25). 

2. La solution considère le cas particulier exprimé par le système d'équations : 
XV +2)=V ++ X)=Z+UX +), que Diophante ramène à un système 


d'équations déterminées en adoptant une valeur arbitraire pour la somme de deux 
des nombres cherchés. | 
Il pose donc : X=—x*, et adopte la détermination Y+Z—3. Dès lors, on a : 


X+V+Z=x+3, et X+(Y+2)=2 +1. Or, on doit avoir aussi : Y+: (Z+X)= 
x+1, d'où : 4Y+Z+X=41x+4, ou : 3Y+H(X+V+Z)—4x+4, ou 3Y +(x+3)— 
4x+ 4, ou, comme le texte : 3Y—3x-+ 1, d’où : Y=rts Enfin, on doit avoir aussi : 


242 (X+Y)=x+1, d'où : 5Z+(X+Y)—5x+5, ou : 4Z+H(X+Y+Z)—5x+5, 
ou 4Z+(x+3)—5x+5, d'où : Z=x+s. Dès lors, par substitution dans la relation 


EC he 13 13 17 

X L'é Z= SH ] ; — — ’ot 3 =—— , 4 = — =— 

+Y+Z=x+3, il vient 34% +5 x+3, d’où : x Ts Donc : X Te Y 12° 
19 


to: Et puisque les multiples et les sous-multiples de ces valeurs satisfont au 


problème, adoptons les valeurs particulières X—13, Y—17, Z—19. 
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XXV 


Trouver quatre nombres tels que chacun d’eux empruntant une 
fraction proposée à la somme des trois nombres restants, ils devien- 
nent égaux (1). 

Proposons donc que le premier nombre emprunte le tiers à la 
somme des trois nombres restants ; que le second nombre emprunte 
le quart à la somme des trois nombres restants ; que le troisième 
nombre emprunte de même le cinquième, enfin que le quatrième 
nombre emprunte le sixième, et que l’on obtienne des nombres égaux. 

Que le premier nombre soit 1 arithme, et, puisque la somme 
des trois nombres restants cède son tiers, qu’elle soit une quantité 
d'unités ayant une troisième partie, telle que 3 unités. Dès lors, le 
premier nombre empruntant le tiers à la somme des trois nombres 
restants devient 1 arithme plus 1 unité. 

Il faut que le second nombre, empruntant le quart à la somme des 
trois nombres restants, devienne aussi 1 arithme plus 1 unité. 

Prenons derechef, et de la même manière (?), le tout quatre fois, et 
l’on concluera, pour les mêmes raisons, que le second nombre est 
1 arithme plus À d'unité, que le troisième nombre est un arithme plus 
la À unité, et que le quatrième nombre est 1 arithme plus &$ d'unité. 

Il faut enfin que les quatre nombres additionnés deviennent égaux 
à 1 arithme plus 3 unités, et l’on en concluera que l’arithme est 
47 unités fractionnées par 90 unités. Dès lors, le premier nombre sera 
47 unités ; le second 77 unités ; le troisième 92 unités ; le quatrième 
101 unités, et ces nombres satisfont à la proposition (%). 


1. Forme générale du problème : 
XHECT-HZEW) SV ZEN X) ZW EX 2) WE (XE V2) 


2. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. 
3. La solution considère les trois nombres cherchés subordonnés aux relations : 


X HV HZ W)=V + UZ HW EX) ZW EX 2) = WAR Ÿ +2). 

Posons : X—x%, et adoptons la détermination : Y+Z+W=—3 ; ce qui revient à 
poser : X+V+Z+IW—x+3. Dès lors, X+ AY +Z+W)=x+ 1. Or, on doit avoir 
aussi : Y+(Z+W+X)=x+ 1, d'où : A4Y+(Z4EWX)—4x+4, où : 3Y+ 


(X4HVY+Z+W)=4x+ 4, où 3Y+x+3—4x+ 4 d’où : Vite On aura de même 
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XX VI 


Deux nombres étant donnés, leur trouver le nombre qui, les 
multipliant respectivement, donne, d’une part, un carré, et, d'autre 
part, la racine (1) de ce carré (?). 

Soient 200 et 5 les deux nombres donnés, et que le nombre cherché 
soit 1 arithme. Dès lors, si le nombre cherché est multiplié par 209 
unités, il donne 200 arithmes, et s’il est multiplié par 5 unités, il 
donne 5 arithmes. Or, il faut que l’un de ces nombres soit un carré, 
et que l’autre soit la racine de ce carré; donc, si l’on carre 5 arithmes, 
on obtient 25 carrés d’arithme égaux à 200 arithmes. Divisons le 
tout par l’arithme; il s'ensuit que 25 arithmes sont égaux à 200 unités, 
et l’arithme devient 8 unités ; ce qui satisfait à la proposition (). 


XXVII 


Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produit forment 
des nombres donnés (4). Fe 

I1 faut toutefois que le carré de la demi-somme des nombres à 
trouver excède d’un carré le produit de ces nombres (5) ; chose qui 
est d’ailleurs figurative (6). 


Z=x+s, et W=xr+£ Substituons dans la relation de position, il vient : 


dr ++ ets, d’où : ns et, en adoptant le multiple 90 de cette valeur, 


on a, comme le texte : X—47: Y—77: Z—92: W—I10I1. 

1. nAeupay ToÙ ritozywvou, le côté du carré, c’est-à-dire la racine du carré. 

2. Problème de la forme : aX=«?, bX—«. 

3. La solution particulière considère les équations : 200X =? (I), et 5X=x (II). 
Dès lors, (II) donne : 25X?—%2, d’où, d’après (1) : 25X2—200X, ou : 25X—200 ; 
d'où : X=—8 ; valeur qui satisfait à la proposition ; car 200 X8—1600—492, et 
5 x 8—40. 

4. Les formules générales du problème sont : X+Y—a, XY—b. 
en] XY — 

RTE Ge 
nombre carré. Elle ne vise, chez Diophante, qu’à l'obtention exclusive de solutions 
en nombres rationnels positifs. En effet si nous résolvons les équations, on aura les 


2 2 
valeurs : 24\/ (5) —b, qui seront rationnelles si l’on a: 3 —b—nombre carré,ou 





5. Cette condition de possibilité s'exprime donc par la relation ( 


e . . È lé 
si, par substitution on a : ee ) —XY —nombre carré. Les valeurs de X seront, 


en outre, positives, car, pour une valeur de b, toujours positive en soi chez Dio- 
ae Tr "a 

phante, on aura : (5) —b <3- 
6. Eott Ôs ToUro nusuatixov. Le sens de cette phrase ayant paru obscur, et 
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Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que 
leur produit forme 96 unités. 

Que l'excédent des nombres soit 2 arithmes. Dès lors, puisque 
la somme des nombres est 20 unités, si nous la divisons en deux 
parties égales, chacune des parties sera la moitié de la somme, ou 


ayant été controversé par divers auteurs qui s’en sont occupés, nous avons donc à 
justifier la traduction que nous en proposons. 

La première translation en latin du texte grec de Diophante, donnée par Xylan- 
der, à Bâle, en 1575 (voir Introduction), rend rAasuattxoy par les mots : «effictum 
aliunde », et lui donne ainsi le sens passif d’une chose qui est « formée ». D'autre 
part, Bachet a hésité à rendre le mot, au point de l’avoir conservé en grec dans la 
traduction latine dont il accompagne la première édition du texte grec de Diophante, 
donnée à Paris, en 1621. Il résulte d’ailleurs de la note que Bachet consacre à cette 
phrase, qu'il ne se rallie pas à l'interprétation de Xylander, et qu’il attribue au mot 
grec une signification active exprimée par la phrase : «a quo aliud quippiam effingi et 
plasmari potest », c'est-à-dire : « ce dont quelque chose d’autre peut être exprimé et 
formé ». Dès lors, considérant sans doute que l’expression de la condition de possi- 
bilité en question est précisément le terme affecté du radical dans la résolution de 
l'équation mixte du second degré, Bachet estime que Diophante aurait voulu expri- 
mer que cette condition de possibilité, à laquelle il applique le mot rAxsuat:xov, 
mise elle-même en corrélation avec le procédé de résolution de la proposition à 
laquelle elle s’applique, mènerait aux règles pour résoudre les équations contenant 
plusieurs puissances de l’inconnue. 

Nesselmann, dans son ouvrage Die Algebra der Griechen (Berlin, 1842, p. 326), 
attribue à la phrase grecque un sens qui se rapproche plutôt de celui de Xylander, 
en proposant de la traduire : « das lässt sich aber bewerkstelligen ». Wertheim (Die 
Arithmetik und die Schrift tiber Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria, 
Leipzig, 1890, p. 35), donne de la phrase grecque cette traduction excessivement 
libre et explétive à sa manière : «und man kann immer solche Zahlen als gegeben 
annehmen, dass diese Bedingung erfullt ist ». 

Heath (Diophantus of Alexandria, a study in the history of greck Algebra, 
Cambridge, 1910, p. 140) propose de rendre la phrase grecque par les mots : «this is 
of the nature of a formula », lesquels impliqueraient, d’après lui, que la formule 
n'est pas difficile à établir ou à découvrir. Enfin, Tannery, dans la version latine 
qui accompagne son édition critique du texte grec (cf. loc. cit., p. 62, I. 2) rend l’ex- 
pression singulière de Diophante par les mots : « Hoc est formativum », c'est-à dire : 
« ceci est formatif », se ralliant ainsi à l'interprétation précitée de Bachet, comme il 
l'avait, du reste, déjà fait auparavant, dans un passage de son étude intitulée : 
De la solution géométrique des problèmes du second degré avant Euclide. (Voir : 
Mémoires de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 1882, 
t. IV, pp. 395-416, ou bien : Mémoires scientifiques de Paul Tannery publiés par 
J. L. Heiberg et H. G. Zeuthen, Paris, 1912-1923, 5 vol. parus, vol. II, pp. 254-280), 

Pour notre part, nous mettons en doute l’authenticité même de la phrase en 
question. Nous croyons qu’elle aura passé dans le texte après avoir été écrite en 
marge du manuscrit par un commentateur grec qui aura oui simplement remarqué 
que la condition imposée se réduit à l'identité : (+) =xY= (ÈS , laquelle 
est, comme nous traduisons « figurative », c’est-à-dire susceptible d’une représenta- 
tion géométrique. En effet, cette identité peut s'exprimer par l'énoncé du lemme 
suivant : «Le carré construit sur la demi-somme de deux droites, diminué du 
rectangle délimité sous ces deux droites, équivaut au carré construit sur la demi- 
différence de ces droites ». | 


Diopbaute d'Alexandrie. 9 
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10 unités. Donc, si nous ajoutons à l’une des parties, et si nous 
retranchons de l’autre partie, la moitié de l’excédent des nombres, 
c’est-à-dire 1 arithme, il s’établit de nouveau que la somme des 
nombres est 20 unités, et que leur excédent est 2 arithmes. En consé- 
quence, posons que le plus grand nombre est 1 arithme augmenté des 
10 unités qui sont la moitié de la somme des nombres ; donc le plus 
petit nombre sera 10 unités moins 1 arithme, et 1l s'établit que la 
somme des nombres est 20 unités, et que leur excédent est 2 arithmes. 

I1 faut aussi que le produit des nombres forme 96 unités. Or leur 
produit est 100 unités moins 1 carré d’arithme ; ce que nous égalons 
à 96 unités, et l’arithme devient 2 unités. En conséquence, le plus 
grand nombre sera 12 unités, le plus petit sera 8 unités, et ces nom- 
bres satisfont à la proposition (1). 


XXVIII 


Trouver deux nombres tels que leur somme et la somme de leurs 
carrés forment des nombres donnés (?). 

Il faut toutefois que le double de la somme des carrés des nombres 
excède d’un carré le carré de la somme des nombres (#) ; chose qui 
est aussi figurative (4). 


1. La solution considère les équations particulières : X+Y—20, (I), XY—96 (II). 
Posons : X—Y—2x. Or, puisque en 10, on satisfait à la relation (I) en posant, 
en outre : X=x+10, d’où : Y—10—x. Dès lors, (II) donne : (x+ 10) (10—x)—96, 
ou, comme le texte : 100—x2—96, d’où : x?—4, et x—2. Donc: X—12, et Y—=8; 





. Q 4 ds ‘ 4 ; 1t1 ; 
valeurs qui satisfont à la proposition, et qui répondent à la condition : =) ri 


: 12X8—nombre carré 4. 

2. Formules générales du problème : X+V=—4, X2+V2—pb, 

3. Cette condition de possibilité s'exprime donc par la relation : 2(X2+ Y?)— 
(X+Y)?=nombre carré. De même que dans la proposition précédente, cette condi- 
tion vise à obtenir exclusivement des solutions en nombres rationnels positifs. En 
effet, la résolution des deux équations de la note précédente donne les valeurs : 





1 : $ AA , es 
S+3 V 2b—a?, qui seront rationnelles si l’on a : 2b—a?—nombre carré, ou si l’on a, 


par substitution, comme le texte : 2(X2+V2)—{X +VY)?=nombre carré. En outre, 


puisque l’on a : 4?>b, ou 242>2b,d’où se \ 2b—a°, la condition imposée montre 


que les deux valeurs de X seront positives. 

4, svt ÔE xat ToUto mhAasuarttxoy, phrase placée à la suite de la condition de 
possibilité, comme dans la proposition précédente, et que nous attribuons au même 
commentateur grec qui aura remarqué que cette condition de possibilité se réduit, 
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Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que 
la somme de leurs carrés forme 208 unités. 

Que la différence des nombres soit 2 arithmes. Que le plus grand 
nombre soit 1 arithme, augmenté de nouveau de la moitié de la 
somme des nombres, c’est-à-dire de 10 unités, et que le plus petit 
nombre soit 10 unités moins 1 arithme ; ce qui établit de nouveau 
que la somme des nombres est 20 unités, et que leur différence est 
2 arithmes. 

Il faut encore que la somme des carrés des nombres forme 208 uni- 
tés. Mais la somme de leurs carrés forme ? carrés d’arithme plus 
200 unités ; ce que nous égalons à 208 unités, et l’arithme devient 
2 unités. 

Revenant à ce que nous avons posé, le plus grand nombre sera 
12 unités, le plus petit nombre sera 8 unités, et ces nombres satisfont 
à la proposition (1). 


XXIX 


Trouver deux nombres tels que leur somme et la différence de leurs 
carrés forment des nombres donnés (?). 

Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que 
la différence des carrés des nombres forme 80 unités. 

Que la différence des nombres soit 2 arithmes. Le plus grand nom- 
bre sera pareillement (*) 1 arithme plus 10 unités, et le plus petit 
10 unités moins 1 arithme ; ce qui établit de nouveau que la somme 
des nombres est 20 unités, et que leur différence est 2 arithmes. 

I1 faut encore que la différence des carrés des nombres forme 


en réalité, à l'identité : 2(X2+V?2—(X+VY)2=(X—VY})?, laquelle est figurative 
(rhasuarixôy), c’est-à-dire susceptible d’une représentation géométrique par trans- 
formation d’aires. En effet, cette identité traduit le lemme quis’énonce : Le double 
de la somme des carrés de deux droites, diminué du carré de la somme de ces deux 
droites, équivaut au carré de la différence de ces deux droites. 

1. La solution considère les équations : X+Y=—20, (I) ; X2+V2—208, (II). 
Posons : X—Y—2x. Or, BTP 10 ; donc, on satisfait à (I) en posant, en outre : 
X=—x+10,et Y—10—x. Dès lors, (II) donne : (x+10)2+(10—x)2—208, ou, comme 
le texte : 242+ 200— 208, d’où : x—2. Donc X=12,et Y—8; nombres qui résolvent 
le problème en satisfaisant à la condition de possibilité imposée, car : 2 (122+ 82) 
—(12+8)?—=nombre carré 16. 

2. Formules générales du problème : X+Y=a, X?—VY?—, 

3. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. 
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80 unités. Mais, la différence de leurs carrés est 40 arithmes ; ce que 
nous égalons à 80 unités. Dès lors, il en résultera de nouveau que le 
plus grand nombre est 12 unités, et que le plus petit nombre est 
8 unités ; nombres qui, de nouveau, satisfont au problème (1). 


XXX 


Trouver deux nombres tels que leur différence et leur produit 
forment des nombres donnés (2). 

Il faut toutefois que le quadruple produit des nombres, augmenté 
du carré de leur différence forme un carré () ; chose qui est aussi 
figurative (4). 

Proposons donc que la différence des nombres soit 4 unités, et que 
leur produit soit 96 unités. 

Que la somme des nombres soit deux arithmes. Or, nous avons 
aussi leur différence 4 unités ; donc le plus grand nombre sera 
pareillement (5) 1 arithme plus ? unités, le plus petit sera 1 arithme 
moins ? unités; ce qui établit que leur somme est 2 arithmes, et que 
leur différence est 4 unités. 

I1 faut encore que le produit des nombres forme 96 unités. Mais 
le produit des nombres est 1 carré d’arithme moins 4 unités. Égalons- 
le à 96 unités, et le plus grand nombre devient de nouveau 12 unités, 
et le plus petit 8 unités ; nombres qui satisfont au problème (6). 





1. La solution considère les équations particulières : X4+Y —20, (I) ; X2—V2—80, 
(IT). Posons : X—Y—2x. On satisfait à la relation (I) en posant encore : X=x+10, 
et Y—10—x. Dès lors, (II) donne : (x+4+10)2—{(10—x)2—80, ou 40x—80, d’où : x—2. 
Donc: X—12HY—28;: 

2. Formules générales du problème : X—V=—4, XY—b. 

3. Condition de possibilité exprimée par la relation : 4XY +(X-—V)2—nombre 
carré, et visant à obtenir des solutions exclusivement en nombres rationnels et 
positifs. En effet, la résolution des équations de la note précédente donne : 


17 ; 
X=1+; /45+4 et Y=—5+54/ 404, valeurs qui seront rationnelles si l’on 


a 4b+a?—=nombre carré, ou si l’on a, par substitution : 4XY +(X—VY}2—nombre 
carré ; les valeurs seront, en outre, évidemment positives. 

4. Même phrase que dans les deux propositions précédentes, et que nous attri- 
buons au commentateur grec qui aura remarqué que la condition de possibilité 
revient à l'identité 4XY +(X—-Y)?={(X+Y}?, laquelle est figurative, c’est-à-dire 
susceptible d’une représentation géométrique par transformation d’aires. En effet, 
cette identité correspond au lemme qui s’énoncerait : «Le quadruple du rectangle 
délimité sous deux droites, augmenté du carré de la différence de ces droites, 
équivaut au carré de la somme de ces droites ». 

5. C'est-à-dire de la même manière que dans la proposition précédente. 

6. La solution considère les relations : X—Y=—4, (1) ; XY—96, (II). Posons : 
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XXXI 


Trouver deux nombres ayant entre eux un rapport donné, et 
tels que la somme des carrés de ces nombres ait un rapport donné 
avec leur somme (1). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que la somme des carrés de ces nombres soit le quintuple 
de leur somme. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme ; donc, le plus grand sera 
3 arithmes. Il faut encore que la somme des carrés des nombres 
[soit le quintuple de ces nombres pris ensemble. Mais, la somme des 
carrés des nombres] (?) forme 10 carrés d’arithme, tandis que la 
somme des nombres forme 4 arithmes ; en sorte que 10 carrés 
d’arithme sont le quintuple de 4 arithmes. En conséquence, 20 arith- 
mes sont égaux à 10 carrés d’arithme, et l’arithme devient ? unités. 
Le plus petit nombre sera donc ? unités, le plus grand sera 6 unités, 
et ces nombres satisfont à la proposition (5). 


XXXII 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que la somme de leurs carrés ait un rapport donné avec leur excé- 
dent ({). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que la somme de leurs carrés soit le décuple de leur excédent. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme. Dès lors, le plus grand 
nombre sera 3 arithmes. Nous voulons encore que la somme des car- 
rés des nombres soit le décuple de leur excédent. Mais, la somme des 


X+Y=—2x. On satisfait à la relation (I) en posant, en outre : X=x+2, et Y—x—2. 
Donc, (II) donne : (x+-2) (x—2)—96, ou, comme le texte : x2—4—96, d'où : x=10. 
Donc, X=12, et Y—8, valeurs qui résolvent le problème, et satisfont à la condition 
de possibilité, car 4 X 12 X 8+(12—8)2—(20)2. 
RS 2 PME 

1. Formules générales : NE ENS EE 

2. Lacune du texte comblée facilement par Bachet (cf. loc. cit. p. 71). 

3. Solution considérant les équations particulières : X=3Y, (I) ; X?+Y?= 
5(X+ Y) (II). Soit Y—x. Dès lors, (I) donne : X—3%, et (II) donne, comme le texte : 
10x2= 20x, d’où : x=—2. Donc, X—=6, Y—2. 


NAN EVA 


4, Formules générales : y" ñn 


HR 
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carrés des nombres forme 10 carrés d’arithme, tandis que l’excédent 
des nombres forme ? arithmes ; donc, 10 carrés d’arithme sont le 
décuple de ? arithmes. Divisons tout par l’arithme ; il s'ensuit que 
10 arithmes sont égaux à 20 unités, et l’arithme devient 2? unités. 
Dès lors, le plus petit nombre sera de nouveau ? unités, le plus grand 
6 unités, et ces nombres satisfont à la proposition (1). 


XXXIII 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que l'excédent de leurs carrés ait un rapport donné avec leur 
somme (2). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que l’excédent des carrés des nombres soit le sextuple de la 
somme de ces nombres. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme. Dès lors, le plus grand 
sera 3 arithmes. Reste à avoir que l'excédent des carrés des nombres 
soit le sextuple de la somme de ces nombres. Mais, l'excédent des 
carrés des nombres est 8 carrés d’arithme, tandis que la somme des 
nombres est 4 arithmes : donc, 8 carrés d’arithme sont le sextuple 
de 4 arithmes ; en sorte que 24 arithmes sont égaux à 8 carrés d’a- 
rithme, et l’arithme devient 3 unités. [Dès lors, le plus petit nombre 


sera 3 unités, le plus grand sera 9 unités] (#), et ces nombres résol- 
vent le problème (4). 


XXXIV 


. Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que l'excédent de leurs carrés ait un rapport donné avec l'excédent 
de ces nombres (5). 


1. Solution considérant les équations particulières X=3Y, (1), X?+Y?— 
10(X—Y) (II). Soit Y—x. Dès lors, (I) donne: X=—3%x, et (II) donne, comme le 
texte : 10x2—20x, d'où : 10x—20, et x—2. Donc, X—=6, Y —2. 

1 X X2—Vv? 
2: NÉS DM ie ND RE 
Formules générales : RUE TY n. 

3. Lacune du texte comblée conjecturalement par Bachet (cf. loc. cit. p. 72). 

4. Solution considérant les équations particulières X=3Y, (I), et X—V?— 
6(X+Y), (II). HE 

Soit Y—x. Dès lors, (I) donne : X—3x, et (II) donne : 8x?—24x ; d'où : x=3. 
Donc : X=—9, Y—3, 


5. Formules générales: 
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Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que l’excédent des carrés de ces nombres soit douze fois 
l'excédent de ces nombres. 

Que le plus petit nombre soit de nouveau 1 arithme. Dès lors, le 
plus grand nombre sera 3 arithmes. Il faut encore que l’excédent des 
carrés des nombres soit douze fois l’excédent de ces nombres. Mais, 
l'excédent des carrés des nombres est 8 carrés d’arithme ; lesquels 
sont donc douze fois ? arithmes. En conséquence, 24 arithmes sont 
égaux à 8 carrés d’arithme, et l’arithme devient de nouveau 3 unités ; 
et la preuve est évidente (1). 


Corollaires. On trouvera semblablement, en raisonnant de la 
même manière : 

Deux nombres ayant entre eux un rapport donné, et tels que leur 
produit ait un rapport donné avec leur somme (?). 

D'autre part, deux nombres ayant entre eux un rapport donné, 
et tels que leur produit ait un rapport donné avec leur excédent (°). 


XXXV 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que le carré du plus petit nombre ait un rapport donné avec le plus 
grand nombre (i). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que le carré du plus petit soit le sextuple du plus grand 
nombre. 

Que le plus petit nombre soit de nouveau 1 arithme. Dès lors, le 
plus grand nombre sera 3 arithmes. Il faut encore que le carré du 
plus petit nombre soit le sextuple du plus grand nombre. Mais, le 
carré du plus petit nombre est 1 carré d’arithme ; donc, Î carré 


1. Solution considérant les équations particulières : X=3Y, (I), et X?2—Y?— 
12(X—Y), (II). Soit Y=x. Dès lors, (I) donne: X=3%, et (II) donne: 8x2—24x, d'où: 
x—=3. Donc, X—9, Y —3. 





2 Gp LE »,Q QAE 

2. Formules générales : ÿ —" et x De 
# # " Xe XY 

3. Formules générales : q =" et x y" 
ae AIR SMIRRENS 

4. Formules générales : y =" le —=#h 
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d’arithme est le sextuple de 3 arithmes ; en sorte que 18 arithmes 
sont égaux à 1 carré d’arithme, et l’arithme devient 18 unités. Dès 
lors, le plus petit nombre sera 18 unités ; le plus grand nombre sera 
04 unités, et ces nombres résolvent le problème (1). 


XXXVI 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que le carré du plus petit nombre ait un rapport donné avec le plus 
petit nombre (?). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que le carré du plus petit soit le sextuple du plus petit. 

Le plus grand nombre sera, de même ($), 3 arithmes, et le plus petit 
1 arithme ; ce qui établit que le plus grand nombre est le triple du 
plus petit. Il faut encore que le carré du plus petit nombre soit le 
sextuple de ce plus petit nombre. En conséquence, 1 carré d’arithme 
est le sextuple de 1 arithme ; en sorte que 6 arithmes sont égaux à 
1 carré d’arithme, et l’arithme devient 6 unités. Donc, le plus petit 
nombre sera 6 unités, le plus grand sera 18 unités, et ces nombres 
résolvent le problème (#). 


XXXVII 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que le carré du plus petit nombre ait un rapport donné avec la 
somme des deux nombres (5). 

Proposons que le plus grand nombre soit le triple du plus petit, 
et que le carré du plus petit soit le double de la somme des deux . 
nombres. 


1. Solution considérant les équations particulières : X—3Y, (I), Y?=6X, (II). 
Soit Y=—x. Dès lors, (I) donne : X=—3x, et (II) donne : x?—18x, d’où : x—18. Donc, 
X=—54, Y—18. | 

2 

2. Formules générales : S =, D = 
3. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. 

4. Solution considérant les deux équations : X—3V, (I),et Y?=6Y, (II). Soit 
—=X%. Dès lors, (I) donne : X=—3x, et (II) donne : x2—6x, d’où : 4=—6. Donc, X=—18, 
ze O0. 


5. Formules générales : = —3#h, 





24 
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Le plus grand nombre sera de nouveau et pareïllement (1) 3 arith- 
mes, et le plus petit nombre 1 arithme. Reste encore à avoir que le 
carré du plus petit nombre soit le double de la somme des deux 
nombres. Mais, le carré du plus petit nombre est 1 carré d’arithme, 
tandis que la somme des deux nombres est 4 arithmes ; donc, 
1 carré d’arithme est le double de 4 arithmes ; en sorte que 8 arith- 
mes sont égaux à 1 carré d’arithme, et l’arithme devient 8 unités. 
Dès lors, le plus petit nombre sera 8 unités, le plus grand sera 
24 unités, et ces nombres résolvent la proposition (?). 


XXXVIII 


Trouver deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels 
que le carré du plus petit nombre ait un rapport donné avec l’excé- 
dent de ces nombres ($). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que le carré du plus petit soit le sextuple de l'excédent 
des nombres. 

Le plus grand nombre sera de nouveau et pareillement 3 arithmes, 
tandis que le plus petit sera 1 arithme. Reste encore à avoir que le 
carré du plus petit nombre soit le sextuple de l'excédent des nombres. 
En conséquence, 1 carré d’arithme est le sextuple de ? arithmes ; 
en sorte que 12 arithmes sont égaux à 1 carré d’arithme, et l’arithme 
sera donc 12 unités. Dès lors, le plus petit nombre sera 12 unités, le 
plus grand sera 36 unités, et ces nombres satisfont à la proposition(i). 


Corollaires. On trouvera pareillement, en raisonnant de même : 

Deux nombres qui soient dans un rapport donné, et tels que le 
carré du plus grand nombre ait un rapport donné avec le plus 
petit nombre (5). 


1. C'est-à-dire comme dans les propositions qui précèdent. 

2. Solution considérant en particulier les équations : X—3Y,(I) ; Y?=—2 (X+Y), 
(II). Soit Y—x. Dès lors, (1) donne : X—3x, et (II) donne : x?=—2 (4x)—8x, d'où : 
x—8:Donc: X—24/Y —8. 

PE X V? 

3. Formules générales : LL As" 

4. Solution considérant en particulier les équations: X=3Y, (I), Y?=—6 (X—VY), 
(IT). Soit Y—x. Dès lors, (1) donne : X—3x, et (II) donne : x?—12x, d'où : x—12, 
Donc:: X=—36, Y—12. 

X »e 


5, ==M, =, 
Ç m, Et n 


n. 
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Et derechef, deux nombres qui soient dans un rapport donné, et 
tels que le carré du plus grand nombre ait un rapport donné avec le 
plus grand nombre même (1). 

Et pareillement, deux nombres qui soient dans un rapport donné, 
et tels que le carré du plus grand nombre ait un rapport donné avec 
la somme des deux nombres (?). 

Et enfin, deux nombres qui soient dans un rapport donné, et 
tels que le carré du plus grand nombre ait un rapport donné avec 
l'excédent de ces nombres (3). 


XXXIX 


Deux nombres étant donnés, leur trouver un autre nombre tel 
que, si l’on prend la somme de deux de ces trois nombres, et si on la 
multiplie par le nombre restant, l’on obtienne trois nombres en égale 
différence (#). 

Soient 3 et 5 les deux nombres donnés ; il faut donc leur trouver 
un autre nombre tel que la somme de deux de ces nombres étant 
multipliée par le nombre restant, l’on obtienne trois nombres en 
égale différence. 

Que le nombre cherché soit 1 arithme. Dès lors, si on l’additionne 
à © unités, on obtient 1 arithme plus 5 unités ; ce qui, multiplié par 
le nombre restant, c’est-à-dire par 3 unités, donne 3 arithmes plus 
15 unités. Derechef, si 1 arithme est additionné à 3 unités, on obtient 
1 arithme plus 3 unités ; ce qui, multiplié par 5 unités, donne 
 arithmes plus 15 unités. Enfin, si 5 unités sont additionnées à 3 uni- 
tés, et si les 8 unités obtenues sont multipliées par 1 arithme, on 
obtient 8 arithmes. 

Dès lors, 1l est clair que 3 arithmes plus 15 unités ne pourront 





4. Problème dont l’énoncé se traduit par les relations : 
ox CITE ERE bien : (4x5 PEER EM on bien: 


Tipapentr ee 


, avec a>b. 
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jamais être le plus grand des nombres ; car 5 arithmes plus 15 unités 
sont un nombre plus grand que ce dernier. En conséquence, 3 arith- 
mes plus 15 unités seront soit le nombre moyen, soit le plus petit 
nombre ; tandis que 5 arithmes plus 15 unités seront soit le plus 
grand nombre, soit le nombre moyen, et que 8 arithmes pourront être 
le plus grand nombre, le nombre moyen, et le plus petit nombre, 
attendu que la valeur de l’arithme est incertaine. 

Posons donc d’abord que 5 arithmes plus 15 unités sont le plus 
grand des nombres ; que 3 arithmes plus 15 unités sont le plus petit 
des nombres, et que 8 arithmes sont évidemment le nombre moyen. 

D'autre part, si ces trois nombres sont en égale différence, la 
somme du plus grand et du plus petit est le double du nombre 
moyen. Or, le plus grand nombre, augmenté du plus petit, est 
8 arithmes plus 30 unités ; ce que nous égalons à 16 arithmes, et 
l’arithme devient ©. Tel sera donc le nombre cherché qui satisfait 
à la proposition. 

Mais, que 5 arithmes plus 15 unités soient maintenant le plus 
grand nombre ; 3 arithmes plus 15 unités le nombre moyen, et 
8 arithmes le plus petit nombre. Si ces trois nombres sont en égale 
différence, le nombre moyen excède le plus petit comme le plus grand 
excède le moyen. Or, le plus grand excède le moyen de 2 arithmes, et 
le moyen excède le plus petit de 15 unités moins 5 arithmes ; donc, 
15 unités moins 5 arithmes sont égaux à 2 arithmes, et l’arithme 
devient ©. Tel sera le nombre cherché qui résout le problème. 

Mais, que 8 arithmes soient le plus grand nombre ; 5 arithmes 
plus 15 unités le nombre moyen, et 3 arithmes plus 15 unités le plus 
petit nombre. 

Dès lors, puisque le plus grand nombre, augmenté du plus petit 
est de nouveau le double du plus petit ; mais que le plus grand, 
augmenté du plus petit, est 11 arithmes plus 15 unités, ces derniers 
sont donc le double du nombre moyen. Or, le nombre moyen est 
5 arithmes, plus 15 unités ; donc, 10 arithmes plus 30 unités sont 
égaux à 11 arithmes plus 15 unités ; en sorte que le nombre cherché 
sera 15 unités, et ce nombre résout la proposition (1). 


1. La solution se déroule explicitement comme suit : Soient 3 et 5 les nombres 
donnés, et soit x le nombre cherché. Considérons donc les trois produits (54+3)x ; 
(5+x)3; (3+x)5, ou, comme dans le texte : 8x; 3x+415; 5x+15. Ces trois expres- 
sions peuvent évidemment être disposés dans l’un des trois ordres de grandeurs 
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suivants : 5x+15>8x>3x4115, ou bien 5x+15>3x-+L15>8#, ou bien : 
8x>5x+15>3x+15. Or, ces expressions devant être en progression arithmétique, 
on aura donc : | 

Dans le 1% cas : (5x34+15)+(3x+15)—2 X 8x, ou, comme dans le texte : 8x4+30— 
16x, d’où: =. 

Dans le 24 cas : (3x+15)—8x—(5x+15)—(3x+15), ou, comme dans le texte 
15—5x—2x%, d'où: =. 

Dans le 3m cas : 8x+-(3x+15)—2 (5x+15), ou, comme dans le texte : 11x3+15— 
10x-+ 30, d'où : x—=15. | 


LIVRE II 


Trouver deux nombres tels que leur somme ait un rapport donné 
avec la somme de leurs carrés (1). | 

Proposons donc que la somme des nombres soit la dixième partie 
de la somme de leurs carrés. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme, et le plus grand ? arith- 
mes. La somme des nombres devient 3 arithmes, et la somme de 
leurs carrés devient 5 carrés d’arithme. Il faut donc que 3 arithmes 
soient la dixième partie de 5 carrés d’arithme. En conséquence, 
30 arithmes sont égaux à 9 carrés d’arithme, et l’arithme devient 
6 unités. Dès lors, le plus petit nombre sera 6 unités ; le plus grand 
sera 12 unités, et ces nombres résolvent le problème (?). 


II 


Trouver deux nombres tels que leur excédent ait un rapport donné 
avec l’excédent de leurs carrés (Ÿ). 

Proposons donc que l'excédent des nombres soit la sixième partie 
de l’excédent de leurs carrés. 


1. La formule de ce problème : qu'est indéterminée qu’en apparence, 
car la solution la complète aussitôt par la relation: L=2 ; ce qui ramène en réalité 


au problème XXXI du Livre 1er. Il est donc probable que la proposition n'est pas 
due à Diophante, mais à un commentateur grec. 


2. Solution considérant la relation : X+Y= XIE VE), et posant : Y—x* et 
1 


FD (5x?), ou, comme le texte : 30x—5x?, d'où : x—6. 


X—2x. Dès lors on a : 3x— 
Donc : X—12, et Y —6. 
X—Y 


3. Problème de la forme CE 


considère, en outre, la relation 2 : ce qui ramène au problème XXIV du 





BAS indéterminé en apparence, car la solution 
m 


Livre I. Proposition d'authenticité douteuse. 
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Que le plus petit nombre soit 1 arithme, et le plus grand 2 arith- 
mes. L’excédent des nombres devient 1 arithme, et l’excédent de 
leurs carrés devient 3 carrés d’arithme. Il faut donc que 1 arithme 
soit la sixième partie de 3 carrés d’arithme. En conséquence,6 arith- 
mes sont égaux à 3 carrés d’arithme, et l’arithme devient 2 unités. 
Dès lors, le plus petit nombre sera 2 unités ; le plus grand sera 
4 unités, et ces nombres résolvent le problème (1). 


III 


Trouver deux nombres tels que leur produit ait un rapport donné 
avec leur somme ou avec leur excédent (?). 

Proposons d’abord que le produit des nombres soit le sextuple de 
leur somme. 

Que les nombres cherchés soient 1 arithme et 2 arithmes, car ces 
nombres peuvent aussi être proposés dans un rapport donné. Dès 
lors, le produit des nombres sera 2 carrés d’arithme, et leur somme 
sera 3 arithmes. Il faut donc que 2 carrés d’arithme soient le sextuple 
de 3 arithmes. En conséquence, 18 arithmes sont égaux à ? carrés 
d’arithme. Divisons le tout par l’arithme; il s'ensuit que 18 unités 
sont égales à ? arithmes, et l’arithme devient 9 unités. Le premier 
nombre sera 9 unités, le second sera 18 unités, et ces nombres 
résolvent le problème. 

D'autre part, si nous proposons que le produit des nombres est le 
sextuple de leur excédent, le produit sera de nouveau ? carrés d’arith- 
me, et leur excédent sera 1 arithme. Dès lors, 6 arithmes sont de 
nouveau égaux à ? carrés d’arithme, et l’arithme devient 3 unités. 
Le premier nombre sera 3 unités, le second sera 6 unités, et ces nom- 
bres résolvent de nouveau le problème ($). 


2 
6 


(3x2), ou, comme le texte : 6x—3x2, d’où: x—2. Donc : X—=4, 


1. La solution considère la relation X—Y—- (X2—VY2), et pose: Y=—x, et X—2x. 


Dès lors, on a : x— 
24 ND GS 
: XY XY 
2. Ce problème, de la forme : ==———#", ou bien 
P XEY y 

que dans son énoncé, car la solution ajoute aussitôt la condition —2 ; ce qui fait 
retomber sur le corollaire I, ou sur le corollaire II de la proposition XXXIV du 
Livre 1er, et fait supposer qu'il s’agit encore d’une variante de commentateur. 

3. La solution considère successivement les relations XY—6 (X+Y), et XY— 
6 (X—Y), et pose, en outre : X=—2x, et Y=—x. Donc, dans le 1er cas on aura : 2x2— 


OI 


—m, n'est indéterminé 
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IV 


Trouver deux nombres tels que la somme de leurs carrés ait un 
rapport donné avec l’excédent de ces nombres (1). 

Proposons donc que la somme des carrés des nombres soit le 
décuple de leur excédent. 

Que l’un des nombres soit de nouveau 1 arithme, et l’autre, 
2 arithmes. Dès lors, la somme des carrés des nombres sera 5 carrés 
d’arithme, et leur excédent sera 1 arithme. Il faut donc que 5 carrés 
d’arithme soient le décuple de 1 arithme ; en sorte que 5 carrés : 
d’arithme sont égaux à 10 arithmes, et l’arithme devient 2 unités. 
Le premier nombre sera ? unités, le second 4 unités, et ces nombres 
résolvent le problème (?). 


V 


Trouver deux nombres tels que l'excédent de leurs carrés ait un 
rapport donné avec la somme de ces nombres (5). 

Proposons donc que l’excédent des carrés des nombres soit le 
sextuple de la somme des nombres. 

Que les nombres cherchés soient de nouveau, l’un 1 arithme, et 
l’autre ? arithmes, et la différence des carrés de ces nombres devient. 
3 carrés d’arithme, tandis que leur somme devient 3 arithmes. [If 
faut donc que 3 carrés d’arithme soient le sextuple de 3 arithmes] (f) ; 
en sorte que 3 carrés d’arithme sont égaux à 18 arithmes, et l’arithme: 
devient 6 unités, d’où la preuve est claire (). 


18%, d'Où: 243=18, d'où : x—9 ; en sorte que Y—9, et X—18. D'autre part, dans. 
162% cas #oniauras21=6% d'oùuux-=3 "en sorte que X —=6et"Y = 3. 


À . X2+V? DR 
1. Problème de la forme : REY M indéterminé en apparence, car la solution 
ajoute la condition Se, ce qui fait retomber sur la proposition XXXII du 


Livre I. Problème devant également être attribué à un commentateur. 

2. La solution considère la relation : X?2+Y2—10 (X—Y}), et pose, en outre : 
X—2x, et Y—x. Dès lors, on a : 5x2—10x, d’où : x—2,; en sorte que X=4, et Y—2. 
X?2—V? 
X+Y 


ajoute la condition 22 ; ce qui fait retomber sur la proposition XXXIII du 


3. Problème de la forme : —m, indéterminé en apparence, car la solution 


premier livre. Problème attribué de nouveau à un commentateur. 
4. Lacune du manuscrit le plus ancien, comblée dans les manuscrits postérieurs. 
5. La solution considère la relation X2—V2—6 (X+Y), et pose, en outre : 
X=—2x, et Y—x. Dès lors, 3x2—18x, d'où : x—6 ; en sorte que X—12, et Y—6. 
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VI 


Trouver deux nombres dont l'excédent est donné, et tels que 
l'excédent de leurs carrés excède leur propre excédent d’un nombre 
donné (1). 

Il faut toutefois que le carré de l’excédent des nombres soit plus 
petit que la somme de cet excédent et de l’excédent qui a été donné 
de l'excédent des carrés des nombres sur l’excédent des nombres (?). 

Proposons donc que l'excédent des nombres est 2 unités, et que 
l'excédent des carrés des nombres excède l'excédent des nombres 
de 20 unités. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme ; donc le plus grand nom- 
bre sera 1 arithme plus ? unités ; ce qui établit que l’excédent des 
nombres est 2 unités, et que l’excédent des carrés des nombres est 
4 arithmes plus 4 unités. Dès lors, 1l faut que 4 arithmes plus 4 unités 
excèdent ? unités de 20 unités ; en sorte que 4 arithmes plus 4 unités 
sont égaux à 22 unités, et l’arithme devient 43 unités. En consé- 
quence, le plus petit nombre sera 45 unités, le plus grand sera 
6 ; unités, et ces nombres satisfont à la proposition (?). 


VII 


Trouver deux nombres tels que l'excédent de leurs carrés dépasse 
d’un nombre donné le rapport qu'il possède avec l'excédent de ces 
nombres (4). 

Proposons que l'excédent des carrés des nombres soit le triple de 
l'excédent des nombres plus un excédent de 10 unités. 


1. Formules du problème : X—Y =, et X2—Y?2—{(X-Y)13. Tannery considère 
ce problème comme dû à un commentateur. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 83). 

2. Condition nécessaire pour obtenir des valeurs exclusivement positives : 
a?<a+-b. En efiet, la résolution des deux équations de la note précédente donne 


Xe AD RAT nr EEE 
24a 2a 


par la méthode actuelle : . Donc la valeur de Y sera 


positive pour a? <a + b. 

3. La solution considère les équations : X—Y—2, (I) ; et X?2=_Y2—{X-__Y)+20, 
{I1). Posons : Y=—x ; donc, (1) donne : X=x+2. Substituons dans (II), il vient, 
comme le texte : 4x+4—22, d'où : = 4 : Donc : X—6 > etiv=4 à 

4. Problème de la forme : X?2—Y?=» (X—Y)+9. Le problème indéterminé dans 
son énoncé est déterminé dans sa solution au moyen de la relation complémentaire : 
X—Y = a. 
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Il faut toutefois que le carré de l’excédent des nombres soit plus 
petit que la somme du triple de cet excédent et des 10 unités don- 
nées (1). 

Que l'excédent des nombres soit 2? unités, et que le plus petit 
nombre soit 1 arithme. Dès lors, le plus grand nombre sera 1 arithme 
plus 2’ unités. En conséquence, il faut que 4 arithmes plus 4 unités 
soient le triple de ? unités en les excédant de 10 unités. Donc, trois 
fois 2 unités plus 10 unités sont égales à 4 arithmes plus 4 unités. 
Mais trois fois 2? unités plus 10 unités donnent 16 unités ; ce que 
nous égalons à 4 arithmes plus 4 unités, et l’arithme devient 3 unités. 
Le plus petit nombre sera donc 3 unités ; le plus grand sera 5 unités, 
et ces nombres résolvent le problème (?). 


VIII 


Partager un carré proposé en deux carrés (3). 


1. La condition de possibilité : (X—Y}?2<3(X—Y)+10, qui vise à l’obtention 
exclusive de valeurs positives, est énoncée ici postérieurement aux déterminations 
arbitraires de # et b, et avant la détermination adoptée pour 4. Cette négligence 
dans l'ordonnance de la solution, et le fait que le problème, par sa nature, se rattache 
plutôt aux problèmes du 1€r livre, soulèvent ici la question d'authenticité. Tannery 
attribue du reste, les sept premières propositions du 2me livre à un commentateur 
grec. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 83). 

Si l’on s’en rapporte à l'équation du problème donnée dans la note précédente, la 
condition de possibilité s'exprime donc par la relation : (X—Y}?<m»(X—Y)+6. En 

2 
effet, la résolution de l’équation du problème donne : KMS, et Y— 
ma + b—a? 
Lorie” 
substitution des déterminations adoptées dans la solution, correspond donc à celle 
qui est exprimée par le texte, c’est-à-dire : (X—Y)?<3(X—Y)+10. 

2. La solution considère donc les deux équations : X2—Y?=—3 (X—Y)+10, et 
X—Y—2. Posons Y—x; donc, X—x-+2. Dès lors, la première équation devient : 
{x+2)2—x2=3 X 2410, ou comme le texte : 4x3+4—16, d'où : x=3. Donc, X=5, 
et Y=—35. 

3. Problème de la forme : X2+V?2—42. 

C’est ce problème de Diophante qui a donné lieu à une note célèbre que Fermat 
avait écrite en marge de son exemplaire de l'édition greco-latine de Diophante, 
donnée pour la première fois par Bachet de Meziriac, à Paris, en 1621. Cette note 
énonce de la manière suivante ce que l’on a appelé le grand théorème de Fermat : 
« Par contre, il est impossible de partager un cube en deux cubes, ou un bicarré en 
deux bicarrés, ou, plus généralement, une puissance quelconque, hormis celle du 
carré, en deux puissances ayant même exposant. J'ai découvert une démonstration 
vraiment merveilleuse de la chose ; mais la marge est trop petite pour la contenir ». 
(Voir cette note dans la réimpression de l'édition .de Bachet, avec les notes de 
Fermat, donnée par Samuel, fils de Fermat, à Toulouse, en 1670. Voir aussi : 


Diophante d'Alexandrie. 10 


; donc, la valeur de YŸ sera positive pour a? <<ma-+b, relation qui, par 
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Proposons donc de partager 16 en deux carrés. 

Posons que le premier nombre est 1 carré d’arithme. Dès lors, 
l’autre nombre sera 11 unités moins 1 carré d’arithme. Il faut donc 
que 16 unités moins 1 carré d’arithme soient égaux à un carré. 

Formons le carré d’une quantité quelconque d’arithmes diminuée 
d'autant d'unités qu’en possède la racine de 16 unités. Que ce soit le 
carré de 2? arithmes moins 4 unités. Ce carré sera donc 4 carrés 
d’arithme plus 16 unités moins 16 arithmes. Égalons-le à 16 unités 
moins 1 carré d’arithme ; ajoutons de part et d’autre les termes 
négatifs, et retranchons les semblables des semblables. Il s’ensuit 


que 5 carrés d’arithme sont égaux à 16 arithmes, et l’arithme devient 
#. Dès lors, l’un des nombres sera À, et l’autre sera À. Or, ces deux 
nombres additionnés forment Ÿ, c’est-à-dire 16 unités, et chacun 


d’eux est un carré (1). 
AUTREMENT 


Soit de nouveau le carré 16 à partager en deux carrés. 


Œuvres de Fermat par P. TANNERY et CH. HENRY, vol. I, texte latin, pp. 289-342, 
Paris 1891, et vol. III, traduction française, pp. 241-274, Paris, 1896). 

Le théorème de Fermat pose, en d’autres termes, que l'équation xm+#m—zm 
ne peut être résolue en nombres rationnels pour toute puissance expriméé par un 
nombre m>2. Comme la démonstration n’a jamais été retrouvée dans les papiers 
délaissés par Fermat, on incline à croire que malgré son génie, il n’a pu en surmonter 
les grandes difficultés. Une démonstration générale de ce théorème est encore 
toujours attendue, car Euler n’a réussi à en donner la démonstration que pour les 
exposants 3et 4; Lejeune-Dirichlet pour l’exposant 5 ; tandis que la démonstration 
la plus récente de Kummer, laquelle fait usage de calculs transcendants, est encore 
en défaut pour certaines valeurs particulières de l’exposant qui ne se présentent 
cependant pas en dessous de 100. 

1. La solution de Diophante considère l'équation: X2+Y2—16. Posons : X?2—x2, 
d'où : Y?2=—16—x+2. L'expression de Y? devant être un carré, identifions-la avec une 
expression de la forme : (mx —1/ 16)?, dans laquelle on adopte, par exemple, la déter- 
mination rationnelle et positive m—2. Dès lors, (2x—4)?—16-—x:?, ou, comme le 


texte : 442+16—16%—16—22, ou : 5x2—16x, d'où : 2. En conséquence : 


2 2 . 
x?=() = et vie (2e) ; valeurs qui constituent une solution, car 


16\2 12\2 400 
Le manuscrit de Madrid (Codex Matritensis 48) du XIIIe siècle porte en marge 
cette curieuse annotation qui a été relevée par Tannery, (Cf. loc. cit. Vol. II, 
p. 260) : H Quyñ sou, Atoçavre, ein meta Toù Darava Évexx T6 OUSXOÀ AS TOY TE 
&hAwY cou fewpnuätuv xai Dh ToÙ rapdvtos Gswpnuaros, c’est-à-dire : « Que ton âme, 
Diophante, soit avec Satan, pour la difficulté de tes autres théorèmes, et surtout de 
ce théorème-ci ». 
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Que la racine du premier nombre soit de nouveau 1 arithme, et 
que la racine de l’autre nombre soit une quantité quelconque 
d’arithmes moins la quantité d’unités qui constitue la racine du nom- 
bre à partager, notamment 2 arithmes moins 4 unités. 

Dès lors, l’un des carrés sera 1 carré d’arithme, et l’autre sera 
4 carrés d’arithme plus 16 unités moins 16 arithmes. Nous voulons 
finalement que la somme des deux nombres soit égale à 16 unités ; 
donc, 5 carrés d’arithme plus 16 unités moins 16 arithmes sont 
égaux à 16 unités, et l’arithme devient +. Dès lors, la racine du pre- 


mier nombre sera É, et ce nombre même sera À ; tandis que la racine 


du second nombre sera À, et ce nombre même sera %,, et la preuve est 


manifeste (1). 
IX 


Partager un nombre donné, lequel est somme de deux carrés, en 
deux autres carrés (?). 

Soit 13, somme des carrés 4 et 9, à partager en deux autres carrés. 

Prenons les racines ? et 3 des carrés que nous venons de dire. Que 
l’une des racines des carrés cherchés soit 1 arithme plus ? unités, 
et que l’autre soit une quantité quelconque d’arithmes moins la 
quantité d'unités constituant la racine du nombre restant (#), c’est-à- 
dire 2 arithmes moins 3 unités. Dès lors, l’un des carrés devient 
1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 4 unités, et l’autre 4 carrés 
d’arithme plus 9 unités moins 12 arithmes. Reste à avoir que ces 
deux carrés additionnés forment 13 unités. Mais, ces deux carrés 
additionnés forment 5 carrés d’arithme plus 13 unités moins 8 arith- 
mes ; ce que nous égalons à 13 unités, et l’arithme devient $. 

Revenons à ce qui a été posé. On a posé que la racine du premier 
nombre est 1 arithme plus ? unités, elle sera donc À ; et l’on a posé 
que la racine du second nombre est ? arithmes moins 3 unités, elle 


sera donc $. Les carrés seront donc : l’un “#, l’autre +, et ces deux 


carrés additionnés forment , d’où l’on obtient les 13 unités pro- 


posées (). 


1. Cette variante de la solution du problème ne diffère de la première solution que 
dans les termes employés pour désigner les mêmes expressions. 

2. Formule générale du problème : X2+V2—42+ b2. 

3. n toù Aounoû mheupa, la racine du (nombre) restant, c’est-à-dire la racine 3 du 
second nombre 9 considéré. 

4. La solution considère l’équation particulière X?2+Y?—4+9=—13. Posons : 
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X 


Trouver deux nombres carrés en différence donnée (1). 

Proposons que la différence des nombres soit 60 unités. 

Posons que la racine de l’un des nombres est 1 arithme, et que 
la racine de l’autre est 1 arithme plus autant d'unités qu'on voudra, 
sous réserve que le carré de cette quantité d'unités n’excède pas la 
différence donnée (?) ; car ainsi, une expression restant égale à une 
expression, le problème sera résolu. Que la racine de l’autre nombre 
soit donc 1 arithme plus 3 unités. Dès lors, les carrés mêmes seront 
1 carré d’arithme, et 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 9 unités; 
tandis que leur différence sera 6 arithmes plus 9 unités, que nous 
égalons à 60 unités, et l’arithme devient 8 & unités. Dès lors, la racine 
du premier nombre sera 8 $ unités, et celle du second nombre sera 
11 unités. Les carrés mêmes seront 72 À unités, et 132 { unités, et 
la proposition est manifeste (Ÿ). 


XI 


Ajouter un même nombre à deux nombres donnés, de manière que 
chacun d'eux forme un carré (f). 


X=x+41//4, et Y—2:—4/ 9. Dès lors, X?=x2+4x+44,et V?—4x2+0—12x. Substi- 
tuons dans X24+Y?—13, il vient, comme dans le texte : 5x2+13—8x—13, d'où : 
__8 .y_18 wy_1 y2_324 L Re 324,1 325)" 
HTie; Donc < X — 5? Monte X 28" Y 95? et Sa PTE nu 

Cette manière de résoudre la proposition se retrouve en réalité dans la façon dont 
Euler résout l’équation x2+y?2—4a?+b2, en posant : x=a<+p2, et y—b—g2, d'où: 
Fe 2bq—2ap A 2bpq+a(q?—p?) 
2apz+p222—2bgr+q22—0, d'ou: 2=<2 EF, et d’où : x=— , et 
p À g +q P?+ 92 p?+9? 

2 25m RER 
= re me ?) ; expressions dans lesquelles p et g ont une valeur arbitraire. 
1. Formule générale du problème : X?2—V?=—4. 
2. Un manuscrit porte ici la surcharge suivante, non reproduite dans les copies 
subséquentes : unre unv isos à, c'est-à-dire : «et ne soit pas égale (à cette difié- 
rence) ». | te 

3. La solution considère l'équation X?2—Y?2—60. Posons : Y=x, et X—x4+3. 
Donc : Y?=%?, et X2—%x246x419. Substituons les expressions de X?, Y? dans la 


Sete PRE ne 1 1 
relation imposée, il vient, comme le texte : 6x-+9—60, d’où : x=8. Donc : Mons 
1 
i' 

4. Formules générales du problème : X+a—x?, et X+-b—f?, dans lesquelles «?, 
B? sont des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires. 


F 


1 
X=113, et ee, X2— 132 
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Soient les nombres 2? et 3, et que le nombre à ajouter soit 1 arithme. 
Dès lors, 1 arithme plus ? unités, et 1 arithme plus 3 unités devront 
être égaux à des carrés. Nous appelons une telle expression (1), une 
double équation (?), et nous la résolvons de la manière suivante. 
Considérant leur différence (*), cherchons deux nombres dont le 
produit constitue cette différence. Tels sont 4 unités et un ; d'unité. 
Égalons soit leur demi-différence, multipliée par elle-même, à la plus 
petite expression, soit leur demi-somme, multipliée par elle-même, 


à la plus grande expression. Or, leur demi-différence, multipliée par 
elle-même, est À ; ce que nous égalons à 1 arithme plus ? unités, 
et l’arithme devient #%. D'autre part, la demi-somme des nombres, 
multipliée par elle-même, est ; ce que nous égalons à la plus grande 
expression, c’est-à-dire à 1 arithme plus 3 unités, et l’arithme de- 
vient de nouveau #. En conséquence, le nombre à ajouter sera Ÿ, et la 


proposition est manifeste (4). 


1. etdoç, forme, figure, c’est-a-dire ce que nous appelons une expression algé- 
brique. 


2. Oinhotoétns, ou ailleurs : dirAn Éodrne, ou, ailleurs encore: irÀA iswstç : expres- 
sions identiques par lesquelles Diophante désigne deux fonctions de l’inconnue 
devenant simultanément des carrés. Les anciennes versions latines de Xylander et 
de Bachet rendent l'expression par «duplicata aequalitas ». La version latine 
récente de Tannery (cf. loc. cit. Vol. I, p. 97) dit : « dupla aequatio ». LAGRANGE 
(Corollaires aux propositions algébriques d'Euler), et BRASSINE (Précis des œuvres 
mathématiques de P. Fermat et de l'arithmétique de Diophante. Toulouse, 1853), 
rendent l'expression par « double égalité ». Enfin HEATH (cf. loc. cit. p. 146) dit en 
anglais : «double-equation ». Nous traduisons donc par les mots «la double équa- 
tion ». 

3. C'est-à-dire la différence des deux expressions ou équations. 


4, Pour résoudre le système de double équation : X+a—a?, et X+b—82, Dio- 
phante considère la différence X +a—(X + b)=4a—b=x—$8? comme étant le produit 
de deux facteurs, ", n, choisis cependant de manière à obtenir des solutions ration- 
nelles qu’il admet exclusivement, et il pose : X+a—(X+06)=—m, n. Dès lors, s’ap- 


m+ 2) ra en. 











puyant sur l'identité : ( È D 


2 
) —=Mm,. n, il en identifie les termes mêmes 


m—+n\? 














avec les termes de l’équation précédente, et pose d’une part: X+a=( ES E. d’où : 
_y\2 
X =(H2) —2, et, d'autre part : X+0=(" =) , d’où la valeur nécessairement 
—_n\? 
identique x=(" >: 2) —b. 


Si nous adoptons, comme dans la solution, les nombres a—3, et b—2, on a : 


1 
a—b—=1—4X D c’est-à-dire que nous adoptons les facteurs m—4 et n=T- Dès lors, 


les expressions qui précèdent deviennent, comme dans le texte, d'une part : X+3— 
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Toutefois, pour ne pas tomber dans la double équation, nous 
montrerons les choses de la manière suivante : 

Trouver, pour les nombres 2 et 3, un certain nombre qui, ajouté à 
chacun d'eux, forme un carré. 

Cherchons d’abord un nombre qui, s’accroissant de 2 unités, 
forme un carré, ou bien un nombre qui, s’accroissant de 3 unités, 
forme un carré. Dès lors, si nous retranchons ces unités de ce carré, 
on aura ainsi le nombre cherché. Faisons cela avec 2 unités, et 
retranchons-les de 1 carré d’arithme : le reste sera 1 carré d’arithme 
moins ? unités, et il est clair que, s’il s'accroît de ? unités, il forme un 
carré. Il faut encore que, si ce reste s'accroît de 3 unités, il forme 
aussi un carré. Or, s’il s'accroît de 3 unités, il devient 1 carré d’arith- 
me plus 1 unité; ce que nous égalerons à un carré. 

Formons le carré de 1 arithme moins une quantité d'unités telle 
que l’on ait une valeur du carré de l’arithme qui dépasse les unités 
attribuées tantôt à ce qui a été retranché, notamment ? unités dans 
le présent cas. De cette manière, 1l restera de nouveau, dans chaque 
membre, une seule expression égale à une seule autre. Soit donc le 
carré de 1 arithme moins 4 unités ; ce carré même sera 1 carré 
d’arithme plus 16 unités moins 8 arithmes, que nous égalons à 
1 carré d’arithme plus 1 unité. Ajoutons de part et d’autre le terme 
négatif (1), et retranchons les semblables des semblables ; il reste 
8 arithmes égaux à 15 unités, et l’arithme devient . 

Revenons à ce que nous avons posé, et le nombre à ajouter sera 


où (°)- 


2. : 1,2 

à) M289 EN EC dr O80 O7 ve nn) 225 
Que NT d'OUR = = et, d'autre part : X+2— HS Treiu 
FR RD OT 
d’où : Een 2 


1. h Aetb:s, ce qui est de manque, ou d'abandon, c’est-à-dire le terme négatif. 

2. La seconde manière de résoudre le problème se déroule comme suit : 

Le nombre cherché doit satisfaire aux relations : X+2=0?, (I), et X+b—p2, (II). 
On satisfait à la relation (I) en posant : «?—x2. Donc : X=x2—2. Substituons cette 
expression dans (II), il vient : x?—2+3—1?, ou, comme le texte : x2+1—62. Identi- 
fions $? avec un carré de la forme (x—#)° dans laquelle on doit avoir # >2, soit donc : 
B%—{(x—4)?. Dès lors, on a, comme dans le texte : x2411—%2-+16—8x, ou : 8x—15, 


2 
d'où : =. Dès lors : X=x—2=(©) AIS OT 
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XII 


Retrancher un même nombre de deux nombres donnés, de manière 
que chacun des restes forme un carré (1). 

Proposons donc de retrancher le même nombre de 9 et de 21, de 
manière que chacun des restes forme un carré. 

Retranchons un carré de chacun des nombres,et prenons le reste (?); 
car, ce reste étant retranché, il reste le carré. Soit donc 1 carré 
d’arithme retranché de 9 unités : le reste sera 9 unités moins 1 carré 
d’arithme. Dès lors, il faut encore retrancher 9 unités moins 1 carré 
d’arithme de 21 unités, et former un carré. Mais, si l’on retranche 
9 unités moins 1 carré d’arithme de 21 unités, il reste 1 carré d’arith- 
me plus 12 unités ; ce que nous égalerons à un carré. 

Formons le carré de 1 arithme moins une quantité d'unités telle 
que le carré de celle-ci soit plus grand que 12 unités ; car, de cette 
manière il restera de nouveau, dans chaque membre, une seule 
expression égale à une seule autre. Soient donc 4 unités. Le carré 
sera donc 1 carré d’arithme plus 16 unités moins 8 arithmes ; ce que 
nous égalons à 1 carré d’arithme plus 12 unités. Retranchons les 
semblables des semblables, il reste 8 arithmes égaux à 4 unités, et 
l’arithme devient &. Or, 9 unités deviennent aussi ?, c’est-à-dire 5%, 
dont le terme négatif 1 carré d’arithme retranche % ; ce qui satisfait 
à la proposition (°). 


XIII 


Retrancher deux nombres donnés d’un même nombre, de manière 
que chacun des restes forme un carré (4). 


1. Formules générales du problème : 4a—X=—a?, et b—X—f$?, dans lesquelles 
«2 et 2 sont des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires. 

2. C'est-à-dire prenons le reste comme étant le nombre à retrancher cherché. 

3. La solution considère les relations particulières : 9—X=a?, (I), et 21—X—R?, 
{II). On satisfait à la relation (1) en posant : a«?=—x?, d'où : X=—9—x?; expression 
qui, substituée dans la relation (II), donne : 21—(9—x?)—f? ou, comme le texte : 
x2+112—62, Identifions 6? avec un carré de la forme (x—")? dans laquelle on a : 
n>2 ; soit donc B?—{(x—4)?. Dès lors, x?+12=x?+16—8x, ou 8x—4, d’où : 


2 
2=< En conséquence, on aura,comme le texte : K=9—i= (à) 676016 | 


ms ét mms TS 


8 \8/ 64 64 
560 RAT RAD 560 à 560 /7\2 
k ———— —| — 21———| - 
Fr valeur qui satisfait au problème, car 9 64 G DGE 64 (:) Ù 


4, Formules générales du problème : X—a=x?, et X—b—/f?, dans lesquelles &? et 
8? sont des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires. 
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[Proposons donc de retrancher 6 et 7 d’un même nombre, de 
manière que chacun des restes forme un carré] (1). 

Que le nombre cherché soit 1 arithme. Si nous en retranchons 
6 unités, le reste, 1 arithme moins 6 unités, est égal à un carré ; et si 
nous en retranchons 7 unités, le reste, 1 arithme moins 7 unités, est 
égal à un carré ; ce qui constitue de nouveau la double équation 
comme précédemment. Dès lors, puisque la différence, c’est-à-dire 
1 unité, est le produit de ? unités et d’une demie unité, on en con- 
clura que l’arithme est #, et qu’il résout le problème (?). 

Toutefois, pour ne pas passer par la double équation, il faudra 
chercher de la manière suivante : 

Cherchons d’abord un nombre qui forme un carré si l’on en retran- 
che 6 unités. Or, il est évident que si l’on ajoute 6 unités à ce carré, 
on aura le nombre cherché. Que ce carré soit 1 carré d’arithme. Dès 
lors, le nombre cherché sera 1 carré d’arithme plus 6 unités, et il est 
évident que si nous retranchons 6 unités de ce nombre, le reste sera. 
un carré. Il faut donc encore retrancher 7 unités de 1 carré d’arithme 
plus 6 unités, et former un carré ; donc, 1 carré d’arithme moins 
1 unité est égal à un carré. Formons le carré de 1 arithme moins 
2 unités ; ce carré sera 1 carré d’arithme plus 4 unités moins 4 arith- 
mes, que nous égalons à 1 carré d’arithme moins 1 tous et l’arithme: 
devient ?. En conséquence, le nombre cherché sera %, et il résout le 
problème (5). 


Lacune des manuscrits que Bachet a comblée par analogie avec le passage 
dl de la proposition précédente, et d’après les nombres considérés dans. 
la suite du texte. (Cf. loc. cit. p. 101.) 

2. La solution considère le système de double équation: X—6—42 (I), et X—7—f2 
(II). Résolvons comme au cours de la solution de la proposition XI, (voir note) ; 
on aura, par différence : X—6—(X—7)—1—x2—p?, Décomposons 1 en deux 


facteurs : Ex Dès lors, comparons l'expression X—6—(X—7)—2%; avec. 








2 "#2 Le 
l'identité (2) mi Ée 5 2) —m. n, dans laquelle m—2 et n=;. On pourra écrire : 





+,\2 
2 
x—6= (207) (73) — d’où, comme le texte : ie +6. Onaurait, 


/ 


2 
—_"\ 2 
d'autre part : x—7—(?" : 7) see es ee d’où la valeur identique X— + 7= 
121 


, laquelle satisfait au problème ; car : 6 G ): ét Has 7 (y 
3. La seconde solution, qui évite la considération de la double équation, est la. 


suivante : Posons «?=x?. Dès lors, la relation (1) de la note précédente devient : 
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XIV 


Partager un nombre donné en deux nombres, et trouver, pour ces 
derniers, un carré qui, accru de l’une ou l’autre des parties, forme un 
carré (1). 

Soit 20 à partager en deux nombres. Prenons deux nombres tels 
que la somme de leurs carrés soit plus petite que 20 unités (?), notam- 
ment ? et 3. Si l’on ajoute 1 arithme à chacun de ces nombres, leurs 
carrés seront, d’une part, 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 
4 unités, et, d'autre part, 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 
9 unités. Dès lors, si, de chacun de ces carrés, nous retranchons 
1 carré d’arithme, c’est-à-dire un carré, nous aurons les nombres 
cherchés qui, accrus d’un carré, forment un carré. Mais, si nous retran- 
chons 1 carré d’arithme, les restes seront, d’une part, 4 arithmes 
plus 4 unités, et, d'autre part 6 arithmes plus 9 unités. Il faudra 
donc que la somme de ces restes, c’est-à-dire 10 arithmes plus 13 uni- 
tés, soit égale à 20 unités, et l’arithme devient 4. On aura donc, 


X—6—x?, d’où : X—x?2+6. Substituons l'expression de X dans la relation (II), 
il vient : x2+6—7—$?, ou, comme le texte : x?—1—$*. Identifions £? avec un carré 
de la forme (x—#)? dans laquelle nous nous ee n—=2. Dès lors, x?—1— 
x2+4— 4x, ou 4x—5, d’où, comme le texte : er et d’où : X=( +) +6— Le 

1. Problème d’analyse indéterminée du 24 degré, qui se traduit par les formules: 
X+V=a ; X+Z?=0x? ; V+Z2=6$?, dans lesquelles «?, B?, sont des nombres. 
rationnels, entiers ou fractionnaires. 

2. La condition d’avoir la somme des carrés des deux nombres auxiliaires choisis 
plus petite que 20 vise inutilement la nécessité qu’il y a toujours pour Diophante 
d'obtenir une valeur positive pour la racine du carré cherché. En effet, si, considérant 
les relations générales de la note précédente, nous posons : «?—(Z+m)?, et B?— 
(Z+n)?, on aura : X—2mZ+m?, et Y—2nZ+n#?. Donc, (2mZ+m?)+(22n+n?)=a, 
d'où : ZM En) 

2(m+n) | 
valeur négative de Z satisfera également au problème. 

Tannery a fait remarquer (cf. Bibliotheca Mathematica, 1887, p. 103) que le choix 
des deux nombres auxiliaires, pour satisfaire à la règle de Diophante d’avoir pour 
X et Y des valeurs positives, devrait plutôt être subordonné à la condition : 
a+mn>m?.Eneffet,ona:X—VY—2m2+m?Î—{2nZ+n?)=22 Mt er d’où 
a+ m°?— 


d’où la condition m2+#?<a pour que Z soit positif. Or une 


en présence de la relation X+Y=a, on tire : X=Z (m—"n)+ , d’où par 
mn? 
substitution de l’expression de Z trouvée plus haut, il vient : x 


n(a+mn—m°) 


min 


et, de même : Y— , d'où, si m>n, la condition a+ mn>m? pour que 


X et Y soient positifs. 
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d'une part, $, d'autre part, #, et ces nombres satisfont aux choses 
proposées (1). 


XV 


Partager un nombre donné en deux nombres, et trouver, pour ces 
derniers, un carré qui, diminué de l’un ou de l’autre nombre, forme 
un carré (?). | | 

Proposons de nouveau de partager 20 en deux nombres. Que le 
carré cherché ait comme racine 1 arithme augmenté d’une quantité 
d'unités dont le carré ne dépasse pas 20 unités (#), notamment la 
racine 1 arithme plus ? unités. Donc, ce carré sera 1 carré d’arithme 
plus 4 arithmes plus 4 unités. Dès lors, il est évident que, si ce carré 
abandonne 4 arithmes plus 4 unités, il reste un carré, et que, de 
même, s’il abandonne 2 arithmes plus 3 unités, il reste le carré : 
1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. En conséquence de 
ces choses, que le premier nombre soit 4 arithmes plus 4 unités ; 


1. La solution considère donc les relations : X+Y—20 (I) ; X+Z2—02 (II) : 
Y+Z2=8? (III). Soient 2 et 3 deux nombres auxiliaires, tels que l’on ait : 22132<20, 
Posons : Z?=—2x?, On satisfait à la relation (II) en posant : «2—(x+2)2, Donc, X+x2— 
x2+4x+4, d'où : X—=4x+4. On satisfait de même à la relation (III) en posant : 
B2—{(x+3)?. Donc, Y +x?=x2+6x+9, d'où : Y—6x+9. Substituons dans la relation 


(I), il vient : (4x+4)+(6x+49)—20, ou, comme le texte : 10x+13—20, d’où : CERe 


Dès lors, on aura, comme le texte : N DÉPU Ee et dé el Aie Et le carré 
10 10 10 10 
49 
À CRE 
cherché : Z nn 


2. Formules générales du problème : X4+Y=—a; Z2=XK=—42; 72 Y—p2. 

3. De même que dans la proposition précédente, la condition d’avoir le carré du 
nombre auxiliaire choisi plus petit que le nombre donné n’est pas requise, attendu 
que la racine du carré cherché peut être indifféremment positive ou négative pour 
satisfaire aux relations du problème. Toutefois, l'obligation d’avoir, comme l'exige 
toujours Diophante, des valeurs positives pour les deux nombres qui partageront 
le nombre donné est subordonnée à une condition que l’on peut mettre en évidence 
comme suit : 

Soit m le nombre auxiliaire engagé dans l'expression Z?=—(x+")? qui sera posée 
par le texte. Dès lors, on satisfait à la relation (II) de la note précédente en adoptant 
l'identification a?—x°, d’où : X—2xm+m?. D'autre part, l'identification B2— 
(x+m—n)? satisfait à la relation (III), qui devient : (x+m)2—V—(x1+mn)?, 
d'où : Y—2x:m+2mn—n*. Donc, d'après (1) on aura : (24m-+-m?)+(2xm+ 2mn—n?) 
—4, d'où : Rite ee AU CEA TS conséquence, x ere) etes 


2(m+1) 


; Valeurs qui seront évidemment toutes deux positives si, dans 





n(a+m?—mn) 
m+n 
J'hypothèse m>"n, on a : a4n?>mn. 
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le second nombre 2 arithmes plus 3 unités, et que le carré cherché 
soit 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 4 unités, lequel, diminué 
de chacun des nombres, forme donc un carré. Il faut, du reste, que 
la somme des deux nombres soit égale au nombre partagé. Mais, la 
somme des nombres forme 6 arithmes plus 7 unités. Égalons-la à 
20 unités ; retranchons les semblables, et l’arithme devient $. En 
conséquence, le premier nombre sera © ; le second nombre sera # ; le 


carré sera ©, et ces nombres satisfont à la proposition (1). 


XVI 


Trouver deux nombres en rapport donné, tels que chacun d'eux, 
accru d’un carré proposé, forme un carré (?). 

Proposons donc que le plus grand nombre soit le triple du plus 
petit, et que chacun d'eux, accru de 9 unités, forme un carré. 

Si, du carré formé au moyen d’un multiple de l’arithme accru de 
[3] ($) unités, nous retranchons 9 unités, on aura l’un des nombres 
cherchés. Dès lors, que le plus petit nombre soit 1 carré d’arithme 
plus 6 arithmes, et le plus grand sera donc 3 carrés d’arithme plus 
18 arithmes. Dès lors, 1l faut que ce dernier nombre, accru de 9 uni- 
tés, forme un carré. Or, s’il est accru de 9 unités, il devient 3 carrés 
d’arithme plus 18 arithmes plus 9 unités ; ce qui doit être égal à un 
carré. Formons le carré de ? arithmes moins 3 unités, et l’arithme 
devient 30 unités. 

Le plus petit nombre sera 1080 unités, le plus grand sera 3240 uni- 
tés, et ces nombres, accrus de 9 unités, satisfont à la proposition (4). 


1. La solution considère les relations : X+Y—20 (I) ; Z2—X=— a? (II), Z2—Y—p8?2 
(II). Posons : Z?=(x+2)?. Si l’on adopte l'identification «?2=x?, on satisfait à la 
relation (IT) qui devient : (x+2)2—X=—x?, d’où : X—4x+4; et si l’on adopte l’iden- 
tification B*—=(x+1)?, on satisfait à la relation (III), qui devient : (x+2)—Y— 
{x+1)? d'où : Y=—2x+3. Substituons les expressions de X, Y dans la relation (I), 


il vient : hou ou, comme le texte : 6x4+7—20, d’où : =. Donc, 


2 625 
22 
; Y=Ÿ et Z (+ +2) = _— 


#2 OR RE d'analyse indéterminée du second degré se traduisant par les 
formules : Sn 5 X+a—0a2, Y +a?—pt, 


3. Y, c'est-à-dire 3, lacune du texte comblée par Bachet. 

4. La solution considère les relations particulières: X—3V (1); X+9=—x? (II), et 
Y+9—6? (III). 

En adoptant une identification de la forme : B?—{(mx+3)?, soit B?—(x+3)?, on 
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XVII 


Trouver trois nombres tels que, chacun d'eux cédant sa fraction 
proposée et un nombre donné à celui qui le suit, les nombres ayant 
ainsi cédé et reçu deviennent égaux (1). 

Proposons donc que le premier nombre cède son cinquième et, en 
outre, 6 unités au second nombre ; que le second nombre cède son 
sixième et, en outre, 7 unités au troisième nombre, et que le troi- 
sième nombre cède son septième et, en outre, 8 unités au premier 
nombre. 

Que le premier nombre soit 5 arithmes, et que le second nombre 
soit, de même, 6 arithmes. Dès lors, 1l se fait que le second nombre, 
recevant du premier nombre 1 arithme plus 6 unités, devient 
7 arithmes plus 7 unités, et que, cédant au troisième nombre son 
sixième, ou 1 arithme, et 7 unités, devient 6 arithmes moins 1 unité. 
Mais, le premier nombre, donnant son cinquième et 6 unités, devient 
4 arithmes moins 6 unités ; donc, il faut que, recevant du troisième 
nombre son septième et 8 unités, il devienne 6 arithmes moins 
1 unité. Mais, si 4 arithmes moins 6 unités reçoivent ? arithmes plus 
5 unités, ils deviennent 6 arithmes moins 1 unité ; donc, 2 arithmes 
plus 5 unités sont la septième partie du troisième nombre plus 
8 unités. Dès lors, si nous retranchons 8 unités de ? arithmes plus 
5 unités, le reste, 2? arithmes moins 3 unités, est la septième partie 
du troisième nombre, et ce troisième nombre même sera 14 arithmes 
moins 21 unités. Enfin, il faut encore que ce troisième nombre, 
recevant le sixième plus 7 unités du nombre médian (?), et cédant son 


satisfait à la relation (III) qui devient : V+9—{x+3)2, d’où : Y—x?+6%x, et d’où, 
d’après (I) : X—3x?+18x. D'autre part, en adoptant l'identification «?2—(2x—3)?, 
on satisfait à la relation (II) qui devient : 3x2+18x+9—(2x—3)2, ou : x?—30x, d’où : 
x—30. Dès lors, X—3240, et Y—1080; valeurs qui vérifient les relations, car 3240— 
3x 1080; 3240+9—(57)2, et 1080+9—(33)2. 

1. Problème exprimé d'une manière générale par le système d’équations indéter- 

aa 1 1 1 1 1 1 
minées : X Ge) +524 Y (GY+ b)+X+a=z GZ+c)+v+ b. 

On remarquera aussitôt que cette proposition est une variation peu intéressante 
élaborée sur la proposition XXII du Livre I. Tannery (cf. loc. cit. Vol. I, p. 109} 
a mis son authenticité en doute, et il la considère comme ayant été empruntée à 
quelque commentaire antique sur le Livre I, et indûment introduite dans le texte 
du Livre II. 

2. toù méoou, du (nombre) médian, c’est-à-dire du second nombre. 
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septième plus 8 unités, devienne 6 arithmes moins 1 unité. Mais, s’il 
cède son septième plus 8 unités, il reste 12 arithmes moins 26 unités, 
tandis que s’il reçoit le sixième plus 7 unités du nombre médian, il 
devient 13 arithmes moins 19 unités ; ce que nous égalons à 6 arith- 
mes moins 1 unité, et l’arithme devient %. Dès lors, le premier 
nombre sera %, le second sera #, le Er sera >, et ces nombres 
satisfont à la proposition (1). 


XVIII 


Partager un nombre donné en trois nombres, de manière que si 
chacun des nombres résultant du partage cède sa fraction proposée 
et, en outre, un nombre donné, au nombre qui le suit, les nombres 
ayant ainsi cédé et reçu deviennent égaux (?). 

Proposons donc de partager 80 en trois nombres, de manière que 
le premier nombre cède son cinquième et, en outre, 6 unités au 
second nombre ; que le second nombre cède son sixième et 7 unités au 
troisième nombre ; que le troisième nombre cède son septième et 
8 unités au premier nombre, et, qu'après cession sécIp0q Re on 
obtienne des nombres égaux (5). 


1. La solution considère le cas particulier exprimé par les relations : 
K—(EX+6)+32+8—Y V7) EX +67 (5248) + +7, et elle modi- 
fie aussitôt le caractère indéterminé du problème en posant : X—5x, et Y—6x. Dès 
lors, la seconde expression devient : 6x—(x+7)+x+6=—6%—1. Or, X—{5X+ 6)= 


4x—6 ; donc, comme le texte : 4x—6+22+8—67—1, d’où : 2x+5—17+8, ou, 
comme le texte : 2x—3— 17, d’où : Z—14x—21. D'autre part, on doit avoir aussi : 


Z—(32+8) +8 +7 641, ou, comme le texte : (12x—26)+(x+7)—=6x—1, ou: 


135-1002 Plon. ee Dore :X=?, ve, z=®, 


2. Cette proposition, qui re de nouveau une variation sur la proposi- 
tion XXII du Livre I, pose les mêmes relations que la proposition XVII qui précède, 
avec en plus, la relation X+V+7—4. Elle doit être également considérée comme 
une intrusion empruntée à un commentaire sur le Livre I. 

3. La solution fait défaut. Le scoliaste auquel les manuscrits ont emprunté cette 
proposition devait certainement avoir introduit dans la solution certaines détermina- 
tions à la manière de Diophante. Wertheim a donné une solution en adoptant pour 
les trois nombres cherchés les expressions 5x, 6y, 7z. (Cf. loc. cit. p. 65). 
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AUTRE SOLUTION DE LA PROPOSITION XVII (1) 


Que le premier nombre soit 5 arithmes, et le second nombre 
12 unités. Dès lors, il s'établit que le second nombre, recevant, du 
premier nombre, le cinquième, ou 1 arithme, plus 6 unités, devient 
1 arithme plus 18 unités, tandis que, cédant, au troisième nombre, 
son sixième plus 7 unités, il devient 1 arithme plus 9 unités. Il faut 
encore que les nombres restants qui cèdent et qui reçoivent devien- 
nent aussi 1 arithme plus 9 unités. Mais si le premier nombre cède 
son cinquième plus 6 unités, il reste 4 arithmes moins 6 unités ; 
donc, il faut que s’il reçoit encore le septième plus 8 unités du second 
nombre, 1l devienne 1 arithme plus 9 unités. Or, s’il reçoit 15 unités 
moins 3 arithmes, il devient 1 arithme plus 9 unités ; donc, 15 unités 
moins 3 arithmes sont la septième partie du troisième nombre 
augmentée de 8 unités. Dès lors, si nous retranchons 8 unités de 
15 unités moins 3 arithmes, nous aurons le septième du troisième 
nombre, c’est-à-dire 7 unités moins 3 arithmes, et le troisième nom- 
bre même sera 49 unités moins 21 arithmes. Il faut enfin que ce 
dernier nombre, recevant le sixième plus 7 unités du second nombre, 
et cédant son septième plus 8 unités au premier nombre, devienne 
aussi 1 arithme plus 9 unités. Or, ce nombre ayant cédé et reçu 
devient 43 unités moins 18 arithmes; ce que nous égalons à 1 arithme 
plus 9 unités, et l’arithme devient %. Le premier nombre sera %, le 


second et le troisième % (2). 


1. "AXkwS To 160v, titre ajouté par Tannery (cf. loc. cit. Vol. I, p. 111) pour 
marquer la séparation de cette seconde solution de la proposition XVII d'avec le 
texte tronqué de la proposition XVIII. Cette seconde solution doit encore être 
attribuée à un commentateur. 


2. Les relations imposées par la proposition XVII sont : X—(5X+ 6)+32+8= 


V—(SY+7)+EX+ G=Z—(32+ 8)+3Y +7 

Posons : X—5%x,et Y —12. Dès lors, la 24e expression devient : 4+18—9=x+9. Or, 
les deux autres expressions doivent aussi devenir ++ 9. Donc, la 1re donnera, comme 
le texte : 4x—6+27+ 8—x+9, ou 15—3%= 27 + 8, d’où : 273%, L'OUAZE 


49—21x. D'autre part, la troisième expression donnera, comme le texte : 43—18x— 
LE 34 170 228 217 
X 9, d OUEST = D CT « L= D = — , 
$e “ onc, X or 12 19° Z à 
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XIX 


Trouver trois carrés tels que la différence du plus grand et du 
médian ait un rapport donné avec la différence du médian et du plus 
petit (ls 

Proposons donc qu’une différence soit le triple de l’autre différence. 

Que le plus petit carré soit 1 carré d’arithme, et que le carré 
médian soit 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 1 unité, c’est-à- 
dire le carré ayant comme racine 1 arithme plus 1 unité. Dès lors, le 
plus grand carré sera 1 carré d’arithme plus 8 arithmes plus 4 unités. 
Il faut donc que 1 carré d’arithme plus 8 arithmes plus 4 unités 
soient égaux à un carré. Formons, pour amener le carré de l’arithme, 
le carré de 1 arithme augmenté d’une quantité d'unités telle que l’on 
ait les autres expressions des arithmes et des unités présentées par 
ce carré ne dépassant pas en quantité les quantités respectives de 
8 arithmes et de 4 unités, mais étant en dessous de l’une de ces 
dernières, et au dessus de l’autre. Soit donc la quantité de 3 unités. 
En conséquence, ce carré sera 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 
9 unités. Égalons-le à 1 carré d’arithme plus 8 arithmes plus 4 uni- 
tés, et l’arithme devient 24 unités. Revenant aux choses posées, le 
plus grand carré sera 30 ? unités ; le plus petit sera 6; unités ; le 
médian sera 12 ; unité:, et ils résolvent le problème (2). 


XX 


Trouver deux nombres tels que le carré de chacun d’eux, accru du 
nombre restant, forme un carré. 

Que le premier nombre soit 1 arithme, et le second nombre 
1 unité plus ? arithmes, de manière que le carré du premier nombre, 


X2— V2 
Y2—7? 

2. La solution considère la relation : X2—Y?2—3(Y2?—7?),. 

Posons : Z?=x?, et V?—{(x+1)?—x2+2x+1. Dès lors, X?2=4Y?—372=x2+8x+4. 
Identifions cette expression de X? avec un carré de la forme (x+#=), dans laquelle 
m est pris de manière à obtenir une valeur positive pour l’inconnue. Soit donc 


2 
(x+3)2. On aura donc : x?+18x+4—%2+6x-+19, d’où : x=25. Donc, xt=(5) = 


1. Problème exprimé par la formule : =. 





2 2 
30; v?=(:) = 122 z:=(>) = 62. Une solution généralisée de ce problème a été 


donnée par Wertheim. (Cf. loc. cit. p. 67). 
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accru du second nombre, forme un carré. Il faut encore que le carré 
du second nombre, accru du premier nombre, forme aussi un carré. 
Mais le carré du second nombre, accru du premier nombre forme 
4 carrés d’arithme plus 5 arithmes plus 1 unité, ce qui doit être égal 
à un carré. 

Formons le carré de ? arithmes moins ? unités ; ce carré sera donc 
4 carrés d’arithme plus 4 unités moins 8 arithmes, et HA 
devient #. Dès lors, le premier nombre sera &, le second sera 2, et ces 
nombres résolvent le problème (1). 


XXI 


Trouver deux nombres tels que le carré de chacun d’eux, diminué 
du nombre restant, forme un carré. 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme accru d'autant d'unités 
qu’on voudra, notamment de 1 unité, et que le plus grand nombre 
soit le carré du plus petit nombre, à moins d’un carré d’arithme, afin 
que le carré du plus petit nombre, diminué du plus grand nombre, 
forme un carré. 

Dès lors, puisque le carré du plus petit nombre est 1 carré d’arith- 
me plus ? arithmes plus 1 unité, 1l s'ensuit que le plus grand nombre 
sera ce qui est ajouté au carré de l’arithme, c’est-à-dire 2 arithmes 
plus 1 unité ; et il s'établit ainsi que le carré du plus petit nombre, 
diminué du plus grand nombre, forme un carré. Il faut aussi que le 


1. Problème d'analyse indéterminée du 24 degré de la forme: X?24+V—a? (I), 
Y?24+X =? (II). 

La solution de Diophante pose : X=x, et Y—1+2x; c'est-à-dire qu'elle enlève 
le caractère d’indétermination de l'énoncé du problème en adoptant une première 
identification «?2=(x+1)?; en sorte que les expressions posées pour X et Y satisfont 
à la relation (I). Dès lors, la relation (II) devient : 4x?+5x+1—6$2. Adoptant la 
seconde identification Ru il vient, comme le texte : 4x2+5x+1— 
4x2 4-——8x, d'où : =. Donc : X=2, et =. 

Une solution re a été donnée par Wertheim, laquelle fait intervenir une 
variable à la 5me puissance. (Cf. loc. cit. p. 68.) 

La solution générale d’Euler, déterminant des valeurs de x, y telles que les expres- 
sions x2+, et y2+4x soient des carrés, pose d’abord : x?+y=—#p?, d'où : y—p?—x?, 
d’où, par substitution dans la seconde expression, Euler arrive à l'expression : 
p—2p?x2+1x%4tx—nombre carré, difficile à résoudre et qu'il abandonne pour 
reprendre le problème en posant x2+y=(p —x)}=p}—2px +3? d'où : y—p?—2px, 
et en posant, d'autre part : y?+x—{(q—y)?=42—29y+9?, d'où : x=g—2gy. Dès 
lors, ona:x—- fie ,et US Le a 

4pq— = 
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carré du plus grand nombre, c’est-à-dire 4 carrés d’arithme plus 
4 arithmes plus 1 unité, diminué du plus petit nombre, forme un 
carré. Mais le carré du plus grand nombre, diminué du plus petit 
nombre, donne 4 carrés d’arithme plus 3 arithmes : ce que nous 
égalerons à un carré. Formons le carré de 3 arithmes, et l’arithme 
devient >. Le plus petit nombre sera ? ; le plus grand nombre sera #, 
et ces nombres satisfont à la proposition (1). 


XXII 


Trouver deux nombres tels que le carré de chacun d’eux, augmenté 
de la somme de ces deux nombres, forme un carré. 

Que le plus petit nombre forme 1 arithme, et le plus grand nombre 
1 arithme plus 1 unité ; de manière que le carré du plus petit nom- 
Dre, c’est-à-dire 1 carré d’arithme, accru de la somme des deux nom- 
bres, c’est-à-dire de ? arithmes plus 1 unité, forme un carré. 

I1 faut encore que le carré du plus grand nombre, accru de la 
somme des deux nombres, forme un carré. Mais le carré du plus 
grand nombre, accru de la somme des deux nombres, forme 1 carré 
d’arithme plus 4 arithmes plus 2 unités ; ce qui doit être égal à un 
carré. Formons le carré de 1 arithme moins 2 unités ; ce carré sera 
1 carré d’arithme plus 4 unités moins 4 arithmes, et l’arithme 
devient ?. Donc, le plus petit nombre sera À, le plus grand sera ©; et 
ces nombres résolvent le problème (?). 


1. Les formules générales de ce problème indéterminé sont : X?2=—Y—032 (I), 
Y2—X—6? (II). La solution enlève l’indétermination en adoptant la 1re identifi- 
cation B?—x? ; ce qui permet de poser : Y—x+1, et X=—2x+1, de manière à 
satisfaire à la relation (II). Dès lors, la relation (I) donne : 4x?+3x=—0?, et, adoptant 
la seconde identification ax2—(3x)?, on a : 4x?+3x—9x?, d’où, comme le texte : 


= Donc, Y=, et X=E; valeurs qui satisfont au problème, car (5) —- 
(y UP RMESNEE 2 
Fi (à) He | 
2. Les formules du problème sont : X?2+{(X+V)=a? (1), et Y?+(X+Y)=82 (II). 
La solution enlève l’indétermination du problème en adoptant une première 
identification 82—(x+1)?; ce qui permet de poser : Y=x*, et X=x+1 pour satis- 


faire à la relation (11). Dès lors, la relation (I) devient : x2+4x+2—6f, et, adoptant 
la seconde identification : «?—({x—2)?, on a, comme le texte : x?-HL4x+2=—x?4+4- 4%, 


d'où : ge. Donc : X=—, et Y—2 ; valeurs qui satisfont au problème, car : 


DDC. «(DD D 
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XXIII 


Trouver deux nombres tels que le carré de chacun d’eux, diminué 
de la somme de ces deux nombres, forme un carré. | 

Que le plus petit nombre soit 1 arithme, et le plus grand nombre 
1 arithme plus 1 unité, afin que, de même, le carré du plus grand 
nombre, diminué de la somme des deux nombres, forme un carré. 
Dès lors, il faut aussi que le carré du plus petit nombre, diminué de 
la somme des deux nombres, forme un carré. On aura donc 1 carré 
d’arithme moins ? arithmes moins 1 unité, que nous égalons à un 
carré. Formons le carré ayant comme racine 1 arithme moins 
3 unités. En conséquence, 1 carré d’arithme plus 9 unités moins 
6 arithmes sont égaux à 1 carré d’arithme moins 2 arithmes moins 
1 unité, et l’arithme devient 2 ; unités. Dès lors, le plus petit nombre 
sera ? ; unités, le plus grand sera 3 ; unités, et ces nombres résolvent 
le problème (1). 


XXIV 


Trouver deux nombres tels que le carré de leur somme, accru de 
chacun de ces nombres, forme un carré. 

Puisque 1 carré d’arithme forme un carré lorsqu'on l’augmente de 
3 carrés d’arithme, ou de 8 carrés d’arithme, que l’un des nombres 
cherchés soit 3 carrés d’arithme, l’autre 8 carrés d’arithme, et que le 
carré de leur somme soit 1 carré d’arithme. Il s'établit ainsi que le 
carré de la somme des nombres, accru de chacun d’eux, forme un 
carré. 

Dès lors, puisque la somme des deux nombres est 11 carrés d’arith- 
me, le carré de leur somme sera 121 bicarrés d’arithme. Mais ce 
carré est aussi 1 carré d’arithme ;: donc, 121 bicarrés d’arithme sont 


1. Problème de la forme : X2—(X+Y)—02, (I) ; Y?2—(X+V)=—8@2, (IT). 

La solution enlève aussitôt l’indétermination de l’énoncé en considérant une: 
première identification : «2—x?, laquelle permet de poser : Y—x, et X=x+1, pour 
satisfaire à la condition (1). Dès lors, (II) donne : x?—2x—1—8$2, et, adoptant la. 
seconde identification : B?—(x—3)2, il vient, comme dans le texte : x2—2x—1— 


x?+9—6x, d’où : HD. Donc, x=3}, et Y=2; : valeurs constituant une sol 


+ 


tion, car (33) —35+ 2;) =(2). et (2) —(3+ 25) =). 
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égaux à 1 carré d’arithme ; en sorte que la racine est aussi égale à la 
racine, et que 1 arithme est donc égal à 11 carrés d’arithme. Divisons 
le tout par l’arithme ; il s'ensuit que 11 arithmes sont égaux à 
1 unité, et l’arithme devient d'unité. 

Revenant à ce que l’on a posé, l’un des nombres sera LS l’autre & ; 
tandis que le carré de la somme des deux nombres sera 355 (1), et ces 
nombres résolvent le problème (). 


XXV 


Trouver deux nombres tels que le carré de leur somme, diminué 
de chacun de ces nombres, forme un carré. 

Prenons d’abord un nombre qui, si l’on en retranche deux nom- 
bres, laisse un carré. Que ce nombre soit 16. En effet, si on le diminue 
de 12 unités, il devient un carré, et si, d'autre part, on le diminue de 
7 unités, 1l devient aussi un carré. 

Dès lors, exprimons de nouveau (*) les nombres en carrés d’arith- 
me, l’un étant 12 carrés d’arithme, l’autre étant 7 carrés d’arithme, 
et le carré de leur somme étant 16 carrés d’arithme. Il s'établit ainsi 
que le carré de la somme des nombres, diminué de chacun des nom- 
bres, forme un carré. Il faut, du reste, que le carré de la somme des 
nombres devienne égal à 16 carrés d’arithme ; en sorte que la racine 
est aussi égale à la racine, c’est-à-dire que 19 carrés d’arithme sont 
Fée : 4 arithmes, et l’arithme devient 3%. Le premier nombre sera 
donc %;, le second sera %f, et ces nombres résolvent le problème ({). 


1e 


14641 
est exprimée dans la numération alphabétique habituelle du texte de Diophante 


1. Dans l’édition critique de Trees (cf. loc. cit. Vol. I, p. 120), la fraction —=— 


par praMa ÔyuawY, tandis que, dans le manuscrit de Madrid, la fraction est rendue 
par ce mot extraordinairement long, écrit en surcharge d’ailleurs, et probablement 
par un scoliaste : pxa PA RON EP En A Je AS 

2. Problème indéterminé de la forme : (X+VY)2+X = 0, (1); et (X+Y)}}+Y— 
B? (II). 

LA cet rend le problème déterminé en posant : X—3x?, Y —8x°, et (X+Y)— 
x?, pour satisfaire évidemment aux relations (I) et (II), lesquelles deviennent donc : 
x2+3x2— 4x2, et x2+8x2—9x2, Dès lors, la troisième expression de position devient : 
(3x2+ 8x?)?—x?, ou, comme le texte : 12114— + dousrix=7 "td ou Ix= 1" d'où : 





=. En conséquence, x : V—=— Dre t (X+VY)2— _— La vérification 
Taille 1214186 432 
donne, en effet : onto) , et ont) 


3. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. | 
4. Problème indéterminé de la forme (X+Y)2—X=? (1) ; (X+Y)—Y=62 (II). 
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XXVI 


Trouver deux nombres tels que leur produit, accru de chacun de 
ces nombres, forme un carré, tandis que la somme des racines des 
carrés forme un nombre proposé (1). 

Proposons qu’elle forme le nombre 6 (?). 

Dès lors, puisque, si l’on a deux nombres dont le plus grand est, à 
moins de 1 unité, le quadruple du plus petit, le produit de ces nom- 
bres, accru du plus petit forme un carré, posons que le plus petit 
nombre est 1 arithme; que le plus grand est 4 arithmes moins 1 unité, 
et il s'établit semblablement ainsi que le produit des nombres, accru 
du plus petit, forme un carré. 

Reste à avoir que le produit des nombres, accru du plus grand, 
c’est-à-dire accru de 4 arithmes moins 1 unité, forme un carré dont 
la racine est 6 unités moins les ? arithmes de la racine du petit 
carré (?), afin que, suivant le problème, la somme des deux racines 
forme 6 unités. Mais, le produit des nombres, accru du plus grand 
nombre, forme 4 carrés d’arithme plus 3 arithmes moins 1 unité : 
tandis que le carré de 6 unités diminuées de ? arithmes est 4 carrés 
d’arithme plus 36 unités moins 24 arithmes. Égalons ces expressions 
l’une à l’autre, et l’arithme devient à. 

Revenons à ce que l’on a posé. On a posé que le petit nombre est 
1 arithme ; il sera #7. D’autre part, on a posé que le grand nombre 
est 4 arithmes moins 1 unité ; il sera #, et la proposition est éta- 


blie (4). 





La solution rend le problème déterminé en posant : X—12x?, Y—7x?, et 
(X+Y)}?—16x?, pour satisfaire évidemment aux relations (I) et (II), qui deviennent : 
16x%2—12x?— 4x2, et 1642—7x?=—9x2. Dès lors, la troisième expression de position 


devient : (12x2+7x?)?— 16x?, d’où, comme le texte : 19x2— 4x, d’où : =. Dès lors, 


192 112 x : : 92416 
— —— LES Learn 7. leu ui constituent une soluti LR PE PERD 
X TE nd 56: valeurs q on, car, (X+VY) ossi ct 
92416 RAA a) on (aet) 
130321 ns î 130321 361 \361/ ‘ 


1. Problème de la forme : XY +X=0?, XY EÆV—R2, «+B—. 

2. C'est-à-dire que la somme des racines des carrés indéterminés soit 6. 

3. C'est-à-dire moins 2 arithmes qui sont la racine de 4 carrés d’arithme, lesquels 
constituent précisément le plus petit des deux carrés qui précède, formé par le 
produit des deux nombres accru du plus petit. 

4. La solution considère les trois relations : XY+X=0@? (I) ; XY+Y—p62 (II), 
œ«+8—6 (III). On pose : Y—x, et X—41x—4; ce qui revient à adopter l’identifica- 
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XXVII 


Trouver deux nombres tels que leur produit, diminué de chacun 
d'eux, forme un carré, tandis que la somme des racines des carrés 
forme un nombre donné (1). 

Proposons donc le nombre 5 (?). 

Dès lors, puisque, si l’on a deux nombres dont le plus grand est, 
en plus de 1 unité, le quadruple du plus petit, le produit de ces nom- 
bres, diminué du plus petit, forme un carré, posons que le plus grand 
nombre est 4 arithmes plus 1 unité, et que le plus petit nombre est 
1 arithme ; ainsi le produit de ces nombres, diminué du plus petit, 
forme un carré. 

Reste à avoir que le produit des nombres, diminué du plus grand, 
forme aussi un carré, et que la somme des racines forme les 5 unités 
proposées. Mais, le produit des nombres, diminué du plus grand, 
devient 4 carrés d’arithme moins 3 arithmes moins 1 unité ; ce que 
nous égalons au carré dont la racine est 5 unités moins ? arithmes, 
et l’arithme devient %. Dès lors, le plus petit nombre sera %, le plus 


grand sera ©, et ces nombres satisfont à la proposition (5). 


XXVIII 


Trouver deux nombres carrés tels que leur produit, accru de 
chacun d’eux, forme un carré. 


tion B?— 4x2, pour satisfaire à la relation (II) qui donne : (4x—1)x-+x—4x2. D'autre 
part, la relation (I) donne : (4x—1)x-+(4x—1)—0? ou, comme le texte : 4x2+3x—1 
—a?, Or, la relation (III) donne : «—6—fB—6—2x ; donc, comme le texte : 
4x2+ 3x—1—4x2+36—24x%, d'où : Hs. Donc, X=, PE Vérification 
AIS Sie 21 88\2. 121.37 37 /74\? 88 , 74 
arreter Ce | 

1. Formules générales : XV—X—0?, XV—V=8?, x+8—=a. 

2. C’est à-dire soit 5 la somme des racines des carrés indéterminés qui constituent 
le produit des nombres cherchés, diminué respectivement de l’un et de l’autre de ces 
nombres. 

-3. Formules de la solution : XY—X—a? (1), XY—V—$? (II), «+8—5 (II]). 

Posons : X—4x+1, et Y=—x*x; ce qui revient à adopter l'identification B?— 4x? 
pour satisfaire à (II), qui devient : (4x+1)x—x—4x2. D'autre part, (1) donne : 
(4x+1)x+(4x+1)—a2, ou, commele texte: 4x2—3x—1—a?. Or, d’après (III) on a : 


a«—5—@—5 2x, donc, comme le texte : 4x2—3x—1—(5—2x})?, d'où : =. 


D cia 26 TNT MOTTE (52) 52,33 
Donc : X=-, et Y= Vérification : =() ae ,et mises. 
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Si nous posons que l’un des carrés est un carré d’arithme, et que 
l’autre est 1 unité, leur produit sera le carré de l’arithme. Dès lors, 
il faut que ce dernier carré, accru de chacun des nombres carrés, 
forme un carré. On est donc amené à chercher un carré qui, accru de 
l'unité, forme un carré. s 

Posons que le carré que nous voulons être le produit des nom- 
bres (1), soit 1 carré d’arithme. En conséquence, si nous lui ajoutons 
1 unité, il devient 1 carré d’arithme plus 1 unité ; ce qui doit être 
égal à un carré. Formons le carré dont la racine est 1 arithme moins 
2 unités ; égalons-le à 1 carré d’ RH plus 1 FR TA É l’arithme 
devient ?. Le premier nombre (?) sera &, le second sera %, et il se fait 
que leur produit, augmenté de l’unité, forme un carré. 

Dès lors, il faudra que le produit de ces nombres, augmenté du 
second nombre, forme aussi un carré. Et puisque le produit des nom- 
bres est %, posons maintenant en carré d’arithme, c’est-à-dire 
9 carrés d’arithme plus 9 unités, en ayant pris tout 16 fois, et 1l 
s'ensuit que 9 carrés d’arithme plus 9 unités doivent être égaux à 
un carré. Formons le carré dont la racine est 3 ‘arithmes moins 
4 unités ; ce carré sera donc 9 carrés d’arithme plus 16 unités moins 
24 arithmes, et l’arithme devient 4. Dès lors, le premier nombre 


24 , \ 
sera 3%: le second sera #, et ces nombres résolvent le problème (5). 


XXIX 


Trouver deux nombres carrés tels que leur produit, diminué de 
chacun d’eux, forme un carré. 


1. C'est-à-dire le produit des nombres carrés, lequel sera aussi un carré. 

2. C'est-à-dire le nombre carré trouvé à titre auxiliaire. | 

3. Les formules du problème indéterminé sont : X2Y?4+X?2=—o? (I); X?2Y?+V?— 
6? (IT). Le problème devient déterminé dans la solution qui pose subsidiairement : 
X?= x, et V?=1, d'où : X?Y?=x? Adoptons É détermination B?—(x—2)}?, et la 


relation (II) devient : x2+1—(x—2)2, d'où: x— . d’où, comme le texte, les valeurs 


subsidiaires : =? V2— 1 — 2 Faisant maintenantintervenir un nouvel arithme, 
ou nombre inconnu, Diophante pose : X2= =, et Y?=—y?, et la relation (I) donne : 
Fri + et ou, comme le texte : LE ti Adoptons la détermination 


œi—(3y—4)?, il vient, comme le texte : 9y249—9y2+16—24y, d'où : ÿ=— 4 Donc, 


9 324, /18 7\2 49 
X 2 2 — 7 — Je ?— ) TT. 
16 576 (ä Eu -(Z 576 
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Si nous posons que le premier nombre est 1 carré d’arithme, et 
que l’autre nombre est 1 unité, leur produit sera 1 carré d’arithme, 
et ce produit, diminué de 1 unité, devra donc former un carré. Or, 
1 carré d’arithme est un carré ; donc, on est amené à chercher un 
carré qui, diminué de 1 unité, forme un carré. Or, tel est le carré % : 
car, si on le diminue de 1 unité, ou de #, il forme le carré #. 

Dès lors, posons que l’un des nombres est 1 carré d’arithme, 
l’autre #, et leur produit, diminué de 1 carré d’arithme, forme un 
carré. Il faut donc que leur produit, diminué de %, forme aussi un 
carré. Mais leur produit, diminué de #, devient % carrés d’arithme 
moins % unités ; ce qui doit être égal à un carré. Prenons le tout 
16 fois (1). Formons le carré dont la racine est 1 arithme moins 
A unités ; ce carré sera donc 1 carré d’arithme plus 16 unités moins 
8 arithmes, que nous égalons à 1 carré d’arithme moins 1 unité, et 
l’arithme devient ?. Le premier nombre sera %, le second %#, et ces 
nombres résolvent le problème. (?) | 


XXX 


Trouver deux nombres tels que leur produit, accru ou diminué de 
leur somme, forme un carré. 


1. Le texte paraît présenter ici une petite lacune que l’édition critique de Tannery 
comble par les mots : xai T0 xe°v, c’est-à-dire : «et (prenons) le vingt-cinquième 
(de tout) ». (Cfr. loc. cit. Vol. I, p. 128). Bachet, dans son édition princeps du texte 
grec, avait d’ailleurs déjà proposé la reconstitution plus explétive suivante : xai 
naph +0v xe. ylvetar Aa Aeiber povaños « ion Tetoxywve, c’est-à-dire: «et (divisant) 
par 25, on obtient 1 carré d’arithme, diminué de 1 unité, (devant être) égal à un 
carré ». (Cf. éd. de Bachet, p. 127). 

2. Les formules du problème sont : X2Y2—X2—42 (I), et X2V2—V2—682 (II). 
Posons d’abord subsidiairement : X2—%2, et Y?2—1, d’où : X2Y?2=—x2?, Dès lors, la 


relation (II) devient: x?—1—f?, et elle est satisfaite par la valeur x?—29 : Car on a, 


16 
comme le texte : ZM ATOS OTE 3 5 
° 16 16 16 16 \4 


Si, faisant usage du nouvel arithme y, pour éviter l'ambiguïté du texte, on pose 
maintenant : X2=—y?, et Y?——, on satisfait évidemment à la relation (I), qui 


16’ 
: pr) Mat 
devient : FR Tr era ll D'autre part, la relation (II) donne: EC ei 


ou, comme le texte : 25?y—25—168?2—8?, ou, comblant la lacune du texte, mention- 

née dans la note précédente : Pt ER RE Adoptons la détermination : 

B—(y—4)?, il vient : y#—1=(y—4)?, ou, comme le texte : y?—1—y?+16—87, 
289 25 100 


PA AIS 117 a 2__ 209 2149 LAVU 
d’où : y—-. En conséquence, X?= et NE 
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Puisque la somme des carrés de deux nombres quelconques, 
augmentée du double produit de ces nombres, forme un carré, 
choisissons les deux nombres ? et 3, et il est clair que la somme de 
leurs carrés, augmentée du double produit de ces nombres, ce qui 
donne 25 unités, forme un carré, et que, d’autre part, le double pro- 
duit de ces nombres étant retranché de la somme de leurs carrés, on 
obtient le carré 1 unité. 

Que le produit des nombres soit donc 13 carrés d’arithme. Dès 
lors, que l’un des nombres soit 1 arithme, l’autre 13 arithmes, et leur 
produit devient 13 carrés d’arithme. Or, 13 carrés d’arithme, 
augmentés ou diminués de 12 carrés d’arithme, forment un carré ; 
donc, il faut que 12 carrés d’arithme soient égaux à la somme des 
nombres. Mais la somme des nombres est 14 arithmes ; donc, 
12 carrés d’arithme sont égaux à 14 arithmes, et l’arithme devient 
, c'est-à-dire 3. En conséquence, le premier nombre étant 1 arithme, 
sera 3; tandis que le second, étant 13 arithmes, sera Ÿ, et ces nom- 
bres résolvent le problème (1). 


XXXI 


Trouver deux nombres égaux à un carré (?), et tels que leur 
produit, augmenté ou diminué de leur somme, forme un carré. 

Puisque, si l’on a deux nombres dont l’un est le double de l’au- 
tre (%}, la somme de leurs carrés, diminuée ou augmentée du double 


1. Les conditions du problème sont : XY+(X+Y)=a? (I), et XY—(X+Y)— 
8? (II). Diophante identifie ces deux conditions avec les relations : 42+b?+24ab— 
(a+ b)?,et les ramène ainsi aux deux nouvelles conditions XV —a?+ b?, et X4+Y— 
2ab, lesquelles, pour les valeurs choisies a=—2, b=3, ou plutôt a=—2x, b=—3x, devien- 
nent : XY—4%x2+0%x2— 13x2 (III), et X+Y=2X 2x X 3x—12x? (IV). Or, on satisfait 
à la condition (III) en posant : X=x, et Y—13x ; donc, par substitution dans la 

14 


condition (IV) il vient : 14x=12x?, d'où : == En conséquence, X=+ Y=T > 


2 
valeurs qui constituent une solution, car xs +3+5)-(©), et 7x 91— 


ACER 7\2 te $ 
eme 


2. icouç tetoaywvw, (nombres) égaux à un carré; ce qui doit s'entendre : 
nombres dont la somme est égale à un nombre carré. 

3. L'édition de Bachet interpole ici cette première conséquence, bien qu’elle soit 
manifeste parce qu’elle intervient dans le procédé dont usera la solution : xx 6 
ÜT aUtoy ic TETpAyWVOs Éott xat, c’est-à-dire : «et le double du produit de ces. 
(nombres) est un carré aussi». En effet, on a toujours l’expression a2+ b2+2ab 
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produit de ces nombres, forme un carré, choisissons donc les nom- 
bres 4 et 2 (1). 

Exprimons-nous en carré d’arithme. Dès lors, le produit des nom- 
bres est 20 carrés d’arithme ; tandis que leur somme est 16 carrés 
d’arithme. Que l’un des nombres soit ? arithmes, et l’autre 10 arith- 
mes, et il s'ensuit que leur somme est 12 arithmes. Mais leur somme 
est aussi 16 carrés d’arithme ; donc 16 carrés d’arithme sont égaux 
à 12 arithmes, [et l’arithme devient #] (?), c’est-à-dire ?. Le premier 
nombre sera ?, le second ?, et ils résolvent le problème (5). 


XXXII 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d’eux, augmenté 
du nombre qui le suit, forme un carré. 

Que le premier nombre soit 1 arithme. D'autre part, puisque, si un 
nombre dépasse de l’unité le double d’un nombre, le carré du plus 
petit nombre, augmenté du plus grand nombre, forme un carré, 
posons que le second nombre dépasse de l'unité le double du premier 


égale à un carré, et, dans le cas de 4a—2b, on a, en outre, le produit 24ab aussi égal à 
un carré. (Cf. loc. cit. p. 129). 

1. Bachet interpole ici le commentaire suivant : al Onhoy ws 6 Os Un’ aütoy 
ROLEË TETPAYWVOY TOY LG Xi suvleste TOY ar AUTWY X, ÊGY TE rposÀGËN TOY LE, ÉXY 
TE Aeirn, note TETOAYWyOv TOv TE ÀG xai roy d, c'est-à-dire : «et il est évident que le 
double de leur produit forme le carré 16, et que la somme de leurs carrés, 20, si on 
l’augmente, ou si on la diminue de 16, forme le carré 36 et le (carré) 4». Cette inter- 
polation est assez oiseuse. (Cf. loc. cit. p. 129). 

2. Le texte présente ici une lacune évidente que Bachet comble par les mots : 
ai yivetar 0 douÜuos 18'c, c'est-à-dire : et l’arithme devient 

3. Les conditions du problème sont : X+Y=—a? (1), XY+(X+Y)=8? (Il), et 
XV—(X+V)—7y?2 (III); «2, 82, y? étant des nombres rationnels, entiers ou fraction- 
naires. 

Le texte de cette proposition paraît avoir subi des altérations qui ont amené 
Bachet à proposer les interpolations que nous avons reproduites dans les notes 
précédentes. Néanmoins la solution peut s’exposer comme suit : 

Identifions les conditions (II) et (III) avec les relations 4?+b?+2ab—{(a+b)?, 
et a2+ b2—2ab—(a—b}?, et ces deux conditions seront remplacées par les conditions : 
XY=a?+b?, (IV), et X+Y—2ab, (V). Pour que 24b, second membre de la condi- 
tion (V), forme un carré, comme l’exige la condition (1), Diophante adopte le procédé 
le plus simple : a—2b, et choisit les valeurs a—4, b—2, ou plutôt a—4x, et b== 2%. 
Dès lors, la condition (IV) donne : XY—20x. Pour réaliser ce produit, Diophante 
pose : X—2x, et Y—10x, d’où : XHY—12x. Or, d’après la condition (V), on doit 


SE 12279 

avoir aussi : X+VY—16x ; donc, comme le texte : 16x2—12x, d'où : IG 4 
\ 6 30 . # . . . . . blè 

Dès lors, X =, et RSA ; valeurs qui vérifient les conditions initiales du problème. 
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nombre, c’est-à-dire qu'il soit 2 arithmes plus 1 unité, et posons que 
le troisième nombre dépasse de l’unité le double de ce dernier nom- 
bre (1), et qu’il soit 4 arithmes plus 3 unités. Il s'établit ainsi que le 
carré du premier nombre, augmenté du second nombre, forme un 
carré, lequel est 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité, et que, 
semblablement, le carré du second nombre, augmenté du troisième 
nombre, forme un carré, lequel est 4 carrés d’arithme plus 8 arithmes 
plus 4 unités. 

Il faudra donc que le carré du troisième nombre, augmenté du 
premier nombre, forme aussi un carré. Mais, le carré du troisième 
nombre, augmenté du premier nombre, forme 16 carrés d’arithme 
plus 25 arithmes plus 9 unités ; ce que nous égalons à un carré. 
Formons le carré dont la racine est 4 arithmes moins 4 unités ; ce 
carré sera 16 carrés d’arithme plus 16 unités moins 32 arithmes, et 
l'arithme devient +. Le premier nombre sera 4 ; le second #, le troi- 


sième #, et ils résolvent le problème (?). 


XXXIII 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d’eux, diminué 
du nombre qui le suit, forme un carré. 

Puisque, si un nombre est, à moins de l’unité, le double d’un nom- 
bre, le carré du plus petit nombre, diminué du plus grand nombre, 
forme un carré, posons que le premier nombre est 1 arithme plus 
l unité; que, de même, le second nombre est ? arithmes plus 1 unité, 
et que le troisième nombre est 4 arithmes plus 1 unité. Il s'établit 
ainsi que le carré du premier nombre, diminué du second nombre, 
forme un carré, et que le carré du second nombre, diminué du troi- 
sième nombre, forme un carré. Reste à avoir que le carré du troisième 


1. C'est-à-dire du second nombre. 

2. Les conditions du problème sont : X24V—a? (1); Y2+Z=—R? (II); Z2+Y—;? 
(III). Si trois nombres a <b<c sont tels que : b—2a+1, et c—2b+1, on a les 
identités : a2+b=—a?+(24a+1)=(a+1)?, et b+c=b2+(2b+1)=(b+4+1)°. Dès lors, 
par assimilation de termes, on satisfait évidemment aux conditions ([) et (II) en 
posant : X=x: YV—2X+1—2%4+1,et Z—2V+1—4x+3. On aura donc, d'après la 
condition (III) : (4x+3)2+x=—72, et, adoptant l'identification y?—(4x—4)?, on a, 


à 7 10 
comme le texte : 16x2125x%+10—16x2+116—32x, d'où : re Donc : ae 
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nombre, diminué du premier nombre, forme aussi un carré. Mais, 
le carré du troisième nombre, diminué du premier nombre, forme 
16 carrés d’arithme plus 7 arithmes, lesquels doivent être égaux à un 
carré. Formons le carré dont la racine est 5 arithmes, et il s’ensuit 
que 25 carrés d’arithme sont égaux à 16 carrés d’arithme plus 7 arith- 
mes, et l’arithme devient 5. Le premier nombre sera Ÿ : le second À : 
le troisième *, et la proposition est établie (1). 


XXXIV 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d'eux, augmenté 
de la somme de ces trois nombres, forme un carré. 

Vu que, si un nombre est divisé par un nombre, et si, prenant le 
nombre de la division (?), l’on retranche le plus petit du plus grand 
d’entre les nombres diviseur et de division, le carré de la moitié du 
reste, augmenté du nombre initial proposé, forme un carré, posons 
donc que la somme des trois nombres est une quantité de carrés 
d’arithme ayant trois diviseurs. Que cette quantité soit 12 ; car 
1 unité la divise suivant 12, et 2 unités la divise suivant 6, et 3 unités 
la divise suivant 4. Dès lors, si l’on retranche un diviseur du nombre 
résultant de la division, et si l’on prend la moitié du reste, posons que 
le premier des trois nombres est 5 ; unités, que le second nombre est 
2 unités, et que le troisième nombre est la 5 unité ; et il est clair que 
le carré de chacun de ces nombres, augmenté de 12, forme un carré, 
notamment l’un 12? l’autre 16, enfin l’autre 42. 

Exprimons donc les nombres en arithme, c’est-à-dire que le pre- 
mier soit 53 arithmes ; le second ? arithmes, et le troisième le 
; arithme. Il faut, d’autre part, que la somme des trois nombres soit 
égale à 12 carrés d’arithme. Mais, la somme des trois nombres est 
8 arithmes : donc, 8 arithmes valent 12 carrés d’arithme, et l’arithme 


ET: 
x 


1. Les conditions du problème sont : X2—Y—o? (I); Y2—Z=£? (II), Z—X=Y* 
(III). Si trois nombres a <b<c sont tels que b—2a—1, et c—?2b—i, on a les iden- 
tités : a2—b—a2—-(2a—1)—(a—1)?, et b2—c—b2—(25—1)—(b—1)2. Dès lors, par 
assimilation de termes, on satisfait évidemment aux conditions (I) et (II) en posant : 
X=x+1 ; Y—2X—1—2x+1, et Z—2Y—1—4x 411. On aura donc, d’après la 
condition (III) : (4x+1)?—(x+1)=7Y2, et, adoptant l'identification y?—25x°, on a, 

2 37 
comme le texte : 16x2+7x=— 25x2?, d’où : =. Donc : X=— a : Y=*, Ho 

2. C'est-à-dire le quotient. 


80 DIOPHANTE D ALEXANDRIE 


devient 3. Le premier nombre sera À, le second 5, le troisième $, et la 
proposition est établie (1). 


XXXV 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d’eux, diminué 
de la somme de ces trois nombres, forme un carré. 

Prenons semblablement (?) un nombre ayant trois diviseurs. Que 
ce soit de nouveau 12. Dès lors, ajoutant le diviseur au nombre 
résultant de la division, et prenant la moitié, posons que les trois 
nombres sont, l’un 6 5 arithmes, l’autre 4 arithmes, et l’autre 3 5 arith- 
mes ; ce qui établit que le carré de chacun de ces nombres, diminué 
de 12 ($), forme un carré. 


1. Les conditions du problème indéterminé sont : X?2+(X+4+V+7Z)—a2 (I), 
VE (X HV +2) = 8? (ID), Z+(X HV +2) = (TI). 
MAP 2 
Considérons la relation “) +ab=nombre carré L (a+)? (IV) avec laquelle 


nous identifions successivement les conditions (1), (II), (IIT). Rendons le problème 
déterminé en adoptant, pour le produit ab, un nombre trois fois divisible en deux 
facteurs, soit 12, et identifions-le avec le second terme de chacune des conditions (I), 

(IT), (III), c’est-à-dire posons : X+Y+2Z=12=12X1=6xX2=4X3. 
L'identification des premiers termes des trois conditions, donne, comme dans le 

y ab. 121 41. y26-2 0 y.:4—3 1 ,. 
texte: "Sun e PL ; EME ETAT et il est évident que, 
d’après la relation (IV), chacun de ces nombres, accru de 12, est un nombre carré, 

2 2 

c'est-à-dire que l’on a, comme dans le texte : (5) +12=() —42" ; 22112—16, 
et (3) +12=12 
2 HER A” 
Exprimons les nombres en fonction de l’arithme, ou de l’inconnue, c’est-à-dire 
posons : X 55%; VEVrS Z=5x, et X+V+7—12%x2. Dès lors, But 2r+ox= 1242, 


ou comme le texte : 8x—12x2, d’où : ee. Donc, X=%; Y=2 z=2 
Crivelli, dans son ouvrage que nous avons mentionné dans l'introduction (pars 
secunda, p. 337), expose comme suit le procédé de Diophante pour résoudre cette 


proposition : Se © si quadri, si ha ee Re 


2 1 
ad ab bb à : ; ; (E 
7. + DAT: il quale à parimente un quadrato. Dunque se si quadri la semidifferenza 


Vi si aggiunga «ab, si ha 


di due numeri, e le si aggiunga il prodotto degli stessi numeri si ha un quadrato. 
Si prenda dunque qualsivoglia numero, per esempio 12, i cui multiplicanti sieno 3, 


4:92 0: 1:12/Sarann0 +12 ;: 4412; + 12 tre quadrati. Siano dunquei numeri 
: De 11% 
MEN ae 
s1 cercat1 5 Va g 


2. C'est-à-dire de la même manière que dans la proposition précédente. 
3. C'est-à-dire diminué de 12 carrés d’arithme. 
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Il faut encore que la somme des trois nombres soit égale à 12 carrés 
d’arithme. Mais la somme des trois nombres forme 14 arithmes : 
donc 14 arithmes sont égaux à 12 carrés d’arithme, et l’arithme 
devient 3. Le premier nombre sera #i, le second #, le troisième 
#3; et ils établissent la proposition (1). 


1. Conditions du problème : X2—{X+V+7Z)=0? (I); Y2—{(X+Y+7Z)=—8$? (IT), 
—(X+Y+Z)= y (III). 
Considérons, d'une manière analogue à celle de la proposition précédente, la 


relation d'identité : (+7) —a5=nombre carré ab} Rendons le problème 


déterminé en adoptant, pour le produit ab, un nombre trois fois divisible en deux 
facteurs, soit 12, et identifions-le avec le second terme de chacune des conditions (I), 
(II), (III) ; c'est-à-dire posons : X+Y+Z—12—12X1—6X2—4X3. 

D'autre part, l'identification des premiers termes des trois conditions donne : 
xl 6; VTT 4 et z= HS 


Exprimons en fonction de l’arithme, c’est-à-dire posons : X=—6/x VA yi) 





Z=3;+, et X+Y+7—12x2, Dès lors, Gpx+4x + 3x 1242, ou comme le texte : 


1 1 


5— 24- 
7 91 2 28 ST 2 
ee 2 RE EE Pa : SN RO Le PE REC D PR D Re 

Le procédé de Diophante est exposé comme suit dans HOUNIÈEE précité de Crivelli 


Se _ aa , ab 


{secunda pars, p. 338) : si quadri, si ha SORT enS se Si levi ab,si ha nuovo 


il quadrato Zi Ti see se si quadri la semisomma di due numeri,e da essa 


si levi il bide degli stessi numeri si ha un quadrato. Si prenda dunque qualun- 
que numero, per esempio 12, che à prodotto de 3, 4; 2,6; 1, 12, e sarano 12, 


16—12,e 12 ognuno un quadrato. 


à 
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LIVRE III 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d’eux étant 
retranché de la somme des trois nombres, on obtienne un carré (1). 

Choisissons deux carrés, d’une part celui de 1 arithme, d’autre part 
celui de 2 arithmes, et la somme de ces carrés devient 5 carrés 
d’arithme. 

Posons que la somme des trois nombres est 5 carrés d’arithme ; 
que le premier des nombres cherchés est 1 arithme, tandis que le 
second est 2 arithmes, et deux des conditions sont ainsi satisfaites. 
Et puisque nous avons le nombre 5 qui se partage en deux carrés 
lesquels sont 1 unité et 4 unités, que ce nombre soit, en outre, par- 
tagé en deux autres carrés % et #, comme on l’a montré précédem- 
ment (?). 

Posons maintenant que le troisième nombre est la racine de l’un 
de ces carrés. Qu'il soit 5 d’arithme, et il s'établit de nouveau que le 
carré de ce nombre, retranché de la somme des carrés des deux 
autres nombres, forme un carré, qui est %. Il faut, du reste, que la 
somme des trois nombres soit égale à 5 carrés d’arithme. Or, la 
somme des trois nombres est 3 arithmes, et l’arithme devient #. 
Le premier nombre sera 5, le second 5%, le troisième # ; et ils 


satisfont à la proposition (ÿ). 


1. L’analogie des propositions I, II, III et IV du Livre III avec les propositions 
XXXIV et XXXV du Livre II a fait naître des doutes sur leur authenticité. Tannery 
les attribue à un commentateur grec du Livre II. (Cfr. loc. cit. Vol. I, p. 139). On 
remarquera d'ailleurs que l’ordonnance de ces propositions est plus négligée. 

2. Voir Livre II, proposition IX. 

3. Les conditions du problème sont : (X+V+Z)—X?2=a2(1); (X+V+Z)—V?2- 
8? (II). (X+Y+Z)—Z2=7y? (III). Considérons la relation 4?+4x2=—54x?, Dès lors, 
en posant : X+V+7Z—5x?; X=—x,et Y—2x, on satisfait évidemment aux condi- 
tions (I) et (II). 

Divisons 5 en deux carrés autres que 1 et 4, c’est-à-dire trouvons deux carrés 
auxiliaires a? et b? tels que a?+b?—4+1—5. Posons, d’après la proposition IX 
du Livre II, a—y—2, et b—2y—1. Donc : a?+62=(y—2)+(2y—1)=5, ou : 
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IT 


Trouver trois nombres tels que le carré de la somme de ces trois 
nombres, augmenté de chacun de ces nombres, forme un carré. 

Que le carré de la somme des trois nombres, soit 1 carré d’arithme. 
Posons que le premier nombre est 3 carrés d’arithme ; le second 
nombre 8 carrés d’arithme ; le troisième nombre 15 carrés d’arithme, 
et ainsi le carré de la somme des trois nombres, c’est-à-dire 1 carré 
d’arithme, augmenté de chacun des nombres, forme un carré, c'est-à- 
dire, d’une part 4 carrés d’arithme, [d'autre part 9 carrés d’arith- 
me] (1), et enfin 16 carrés d’arithme. 

Il faut encore que la somme des trois nombres devienne égale à la 
racine du carré de la somme des trois nombres, c’est-à-dire égale à 
1 arithme. Mais la somme des trois nombres forme 26 carrés d’arith- 
me, et l'arithme cement un [vingt- Sen (?). En Le le 
premier nombre sera &% ; le second sera &% ; le troisième sera # , et 
ces nombres résolvent le problème (5). 


III 


Trouver trois nombres tels que le carré de la somme de ces trois 
nombres, diminué de chacun d’eux, forme un carré. 


PORTE DT 


5y?+5—8y—5, d’où : = d’où : 2e et b?— 14 . Donc He: Dès lors, 


25’ 25 95 


posons A rt 2x. Substituons les expressions de X, Y, Z dans l'expression 
-de position : X+LV+7Z=5x?; il vient, comme le texte: x+ 2x4 Éx 52, ou: Er 


M (Ut RABAT STI HA 

:5x?, d’où : A 5e Donc : X= 5 : Érr pe 
. Lacune comblée par Bachet au moyen de : 8v à AYS, c’est-à-dire « d'autre 
ce 8 carrés d’arithme ». (Cf. loc. cit. p. 136). 

2. Lacune que Bachet comble par : xc9v, c’est-à-dire : « vingt-sixième ». (Loc. cit. 
-p. 137). 

3. Les conditions de ce problème indéterminée sont : (X+Y+Z)+X—0? ; 
AXHY+HZ)+Y =, (X+Y+2) +Z= y. 

La solution résout le problème d’une manière déterminée en posant les expres- 
sions : (X+V+7Z)7=x?; X=—3x?; V—8x2, Z—15x?, lesquelles satisfont évidem- 
ment aux trois conditions qui deviennent, comme dans le texte : x°+3x1— 4x : - 
x2+8x2— 9x3, et x2+15x2—16x2. Dès lors, substituant les expressions de X, Y, Z 
dans la relation de position (REY +=, ou sn (X+Y+2Z)=x, il vient, 
8 15 

Z 


comme le texte : 26x2— : Ste s He =, L=—=. 
e le texte x2=%x,d'où: x 56 Donc : X ee. STé TG 


676 
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Que la somme des trois nombres soit 4 arithmes, et que le carré de 
cette somme soit donc 16 carrés d’arithme, lesquels, diminués de 
7 carrés d’arithme, de 12 carrés d’arithme, et de 15 carrés d’arithme, 
donnent un carré. | | 

Posons donc que le premier nombre est 7 carrés d’arithme, le 
second 1? carrés d’arithme, et le troisième 15 carrés d’arithme. Reste 
à avoir la somme des trois nombres égale à la somme de ces trois 
derniers. Maïs on a supposé que la somme des trois nombres est 
4 arithmes, tandis que les trois nombres valent 34 carrés d’arithme, 
d'où l’arithme devient £, et le carré de l’arithme à. Le premier 
nombre sera + ; le second Æ : le troisième À, et ils résolvent le 
problème (1). | 


IV 


Trouver trois nombres tels que le carré de la somme de ces trois 
nombres, retranché de chacun de ces nombres, forme un carré. 

Posons que la somme des trois nombres est 1 arithme, et que le 
carré de cette somme est 1 carré d’arithme. Que les trois nombres 
soient ?2 carrés d’arithme, 5 carrés d’arithme et 10 carrés d’arithme. 
On établit ainsi que chacun des nombres, diminué du carré de la 
somme des trois nombres, c’est-à-dire diminué de 1 carré d’arithme, 
forme un carré. 

Dès lors, puisque le carré de la somme des trois nombres a évidem- 
ment comme racine la somme des trois nombres, il s’ensuit que la 
somme des trois nombres est 1 arithme. Or, cette somme est aussi 
17 carrés d’arithme : donc, l’arithme devient #, et le carré d’arithme 
#. Le premier nombre sera # ; le second sera # ; le troisième #, et 
ces nombres résolvent la proposition (?). 


1. Les conditions du problème sont : (X4+V+7)—X=0; (X4+V+7Z)—Y—p?, 
et (X+V+Z)—Z= 7. 

La solution introduit des déterminations en posant : X4+VY+7Z—4x, d'où : 
(X+Y +2)?=16x?, et en posant, en outre : X—7x?; V—12x?, Z—15x?; expressions 
qui satisfont évidemment aux trois conditions imposées. Substituons les expressions 
de X, Y, Z dans la relation de position X+V+7—4x, il vient : 34x?—4x, d'où : 

NZ à 4 : L'PEUT V2 10 
#= et x 380 Donc : KE 555 Yo © 7580: 

2. Conditions du problème : X—(X+V+Z)=0? ; Y—(X+Y +7)? —R6?, 
Z—(X+Y +2) =. 

La solution considère le problème déterminé en posant : X+V+Z=—x, d'où : 
(X+Y+Z)2=x2, et en posant, en outre : X—2x? ; Y—5x?, Z—10x?; expressions qui 
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V 


Trouver trois nombres valant un carré (1), et tels que, pris deux à 
deux, ils excèdent d’un carré le nombre restant. 

Posons que la somme des trois nombres est égale au carré ayant 
comme racine 1 arithme plus 1 unité, c’est-à-dire au carré : 1 carré 
d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité, et que, parmi ces nombres, 
le premier, augmenté du second, excède le troisième de 1 unité. Dès 
lors, le troisième nombre sera un à carré d’arithme plus 1 arithme ; 
de manière que le premier nombre, augmenté du second, excède 
le troisième de 1 unité. 

D'autre part, le second nombre, augmenté du troisième nombre, 
excède le premier nombre d’un carré. Qu'il l’excède de 1 carré 
d’arithme. Dès lors, et pareïllement, le premier nombre sera 1 arith- 
me plus une $ unité, et nous aurons, comme second nombre restant, 
un ; carré d’arithme plus une À unité. 

Enfin, il faut que le premier nombre, augmenté du troisième nom- 
bre, excède le second nombre d’un carré. Mais, le premier nombre, 
augmenté du troisième nombre, excède le nombre médian de 
2 arithmes, lesquels doivent être égaux à un carré, soit à 16 unités, et 
l’arithme devient 8 unités. Dès lors, le premier nombre sera 8 ; unités; 
le second nombre sera 32 à unités ; le troisième nombre sera 40 uni- 
tés, et ces nombres satisfont à la proposition (2). 


satisfont aux trois conditions imposées. Substituons les expressions de X, Y, Z 
dans l'expression de position : X+ÆV+7Z=—x ; il vient, comme le texte : 1742=—x, 
HS PT el Eu i PRrË RE AUDE ES Edo HA 
d’où : x 17 et x Sa Donc : X =; NÉS Dre 
1. C'est-à-dire trois nombres dont la somme est égale à un nombre carré. 
2. Conditions du problème : X4+Y+7Z=—a2 (1); X4+Y—Z=R2{(II); Y+Z—X— 
y? (III) ; Z+X—Y—6? (IV). 
La solution traite le cas d’un problème déterminé, satisfaisant d’abord à la 
condition (I), en posant : X4V+7Z—(x+41)2=x2+2x+1 (V), et, satisfaisant à 
la condition (II) en posant arbitrairement : X+V-—Z—1 (VI). Dès lors, (V) et 


(IT) donnent par différence : Zur (VIT). Enfin, satisfaisant à la condition (III) 
en posant : Y+Z—X=—%? (VIII), les expressions (V) et (VIII) donnent par diffé- 
rence : X=x+; (IX). Dès lors, de (V), (VII) et (IX) on tire : Yi, et la 


condition (IV) devient par substitution : 2x—52. Enfin, adoptant la dernière 
détermination : 52—16, il vient, comme le texte : 2x—16, d’où : x—=8. Donc : 


LAN Aa re 
K=8;; V=—32;; Z=—40. 


LIVRE I 87 





AUTREMENT (1) 


Cherchons d’abord trois nombres (?) valant un carré. Si nous 
additionnons deux nombres (?) tels que 4 et 9, et si nous cherchons 
le carré qui, augmenté de 13, forme un carré, nous trouvons 36 (#), 
et la somme de ces trois carrés est égale à un carré. 

La recherche se ramène, pour le reste, à trouver trois nombres tels 
que la somme de deux d’entre eux excède d’un nombre donné le 
nombre restant, notamment tels que le premier nombre, augmenté 
du second, excède le troisième de 4 unités ; que le second, augmenté 
du troisième, excède le premier de 9 unités, et que le troisième, 
augmenté du premier, excède le second de 36 unités. Or, cela a été 
montré précédemment (5), et le premier nombre est 20 unités, le 
second 6 ; unités, le troisième nombre 22; unités, et ces nombres 
satisfont à la proposition (f). 


VI 


Trouver trois nombres valant un carré (”?), et tels que, pris deux à 
deux, ils forment un carré. 
Posons la somme des trois nombre égales au carré: 1 carré d’arithme 


1. Cette seconde manière de résoudre le problème, plus élégante que la première, 
et dont la rédaction diffère un peu de celle qui est habituelle à Diophante, est pro- 
bablement due à un scoliaste grec. 

2. C'est-à-dire trois nombres carrés, comme Bachet a, du reste, complété le 
texte en ajoutant le mot retoaywyous. (Loc. cit. p. 139.) 

3. C'est-à-dire deux nombres carrés. Bachet complète encore une fois ici par le 
mot grec de la note précédente. (Loc. cit. p. 139.) 

4. Voir Livre II, proposition X. 

5. Voir Livre I, proposition XVIII. 

6. La solution est ramenée à celle d’un problème déterminé dont les conditions 
sont : X+Y=—Z+4 (I); V+Z—=X+9 (II), Z+X=Y+36 (III). 

Suivons la marche de la 1re solution de la proposition XVIII du Livre I. Posons : 
X+Y+Z=2x (IV). Dès lors, d’après (I) on a : X+Y+Z=—2x—2Z+4, d’où : 

9 


Z=21—2. De même, d’après (II) on aura : X+Y+Z=—2x=2X +9, d'où : X=X—5; 


et, de même, d’après (III) on aura : X+V+7Z—2x—2Y +36, d'où : Y—x—18. 
Donc, par substitution dans (IV) il vient : (5) + (x—18) + (x—2) 2x, d’où : 
1 

5 

7. C'est-à-dire trois nombres dont la somme est égale à un nombre carré. 


TES En conséquence, on a, comme le texte : X—20 ; Y=6,, Z=22 
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plus ? arithmes plus 1 unité, et que le premier nombre, augmenté 
du second nombre, soit 1 carré d’arithme. Dès lors, le troisième 
nombre restant sera ? arithmes plus 1 unité. D'autre part, puisque 
nous cherchons à ce que le second nombre, augmenté du troisième 
nombre, forme un carré, qu’il forme le carré: 1 carré d’arithme plus 
1 unité moins ? arithmes, lequel a pour racine 1 arithme moins 
1 unité. Or, la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme plus 
2 arithmes plus 1 unité ; donc, le premier nombre restant sera 
4 arithmes. Mais, le premier nombre, ajouté au second nombre, a été 
posé comme étant 1 carré d’arithme ; donc, le deuxième nombre 
sera 1 carré d’arithme moins 4 arithmes. Il faut encore que le 
premier nombre, pris avec le troisième nombre, c’est-à-dire 6 arith- 
mes plus 1 unité, soit égal à un carré. Qu'il soit égal à 121 unités, et 
l’arithme devient 20 unités. Le premier nombre sera 80 unités, le 
second 320 unités, le troisième 41 unités, et ces nombres satisfont à 
ce qui a été imposé (1). 


AUTREMENT (? 


Posons que la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme plus 
2 arithmes plus 1 unité, et que le premier nombre, augmenté du 
second, soit 1 carré d’arithme. Dès lors, le troisième nombre restant 
sera 2 arithmes plus 1 unité. D'autre part, que le second nombre, 
augmenté du troisième, soit l carré d’arithme plus 1 unité moins 
2 arithmes, et, ce troisième nombre étant ? arithmes plus 1 unité, il 
s'ensuit que le second nombre restant sera 1 carré d’arithme moins 
4 arithmes. Or, le premier nombre, augmenté du second, est 1 carré 
d’arithme, et, le second nombre étant 1 carré d’arithme moins 


1. Les conditions du problème sont X+Y+7Z=—0? (1); X+VY=6? (II); Y+7— 
y? (III), Z+X—02 (IV). 

La solution envisage le cas d’un problème déterminé, et satisfait d'abord aux 
conditions (I) et (II) en posant : X4+Y+7Z—(x+1)2=x2+2x+1 (V), et X4+Y—x? 
(VI). Dès lors, les expressions (V) et (VI) donnent par différence : Z—2x+1. D'autre 
part, on satisfait à la condition (III)en posant: Y+Z=(x—1)?2=x?+1—2x (VIII). 
Donc, les expressions (V) et (VIII) donnent par différence : X—=4x, et cette dernière 
expression donne par différence d’avec l'expression (VI) : Y—x2—4x. Substituons 
les expressions de X et Z dans la condition (IV), elle devient : 6x+1—3?, et pour 
y satisfaire, adoptons la détermination arbitraire : 82—(11)2—121 ; donc : 6x+1 
—121, d'où : x—20. On aura donc une solution : X—80 ; Y—320 ; Z—41. 

2. Cette seconde solution est due probablement à un commentateur grec. 
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4 arithmes, il s’ensuit que le premier nombre restant sera 4 arithmes. 
La somme des trois nombres forme ainsi le carré proposé, c’est-à-dire 
1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité, et le premier nombre 
augmenté du second, ainsi que le second augmenté du troisième, 
forment un carré. 

I faut encore que le troisième nombre, pris avec le premier, 
c'est-à-dire 6 arithmes plus 1 unité, soit égalé à un carré. Soit le 
carré 36 unités, et l’arithme devient ©. Le premier nombre sera {#, 
c'est-à-dire % ; le second nombre sera Æ ; le troisième nombre sera 
%, et ces nombres résolvent le problème (1). 


VII 


Trouver trois nombres qui soient en égale différence, et tels que, 
pris deux à deux, ils forment un carré (2). | 

Cherchons d’abord trois nombres [carrés] (*) qui soient en égale 
différence, et tels que la demi-somme de ces trois nombres soit plus 
grande que chacun d’eux. 

Posons donc que le premier nombre (4) est 1 carré d’arithme, et 
que le second nombre est 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 
1 unité. Dès lors, leur différence est 2 arithmes plus 1 unité. Or, 
si nous ajoutons ces deux arithmes plus 1 unité au second nombre, 
le troisième nombre devient 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 
2 unités. Égalons cela au carré ayant comme racine 1 arithme moins 


1. Reportons-nous aux conditions du problème indiquées dans la note avant- 
précédente. On satisfait à la condition (I) en posant : X+Y+Z={(x+1)=x2+12%4+1 
(V) ; et l’on satisfait à la condition (II) en posant : X+Y—x? (VI). Dès lors, les 
expressions (V) et (VI) donnent par différence : Z=2x+1 (VII). D'autre part, on 
satisfait à la condition (III) en posant Y +Z—(x—1)?=x2+1—2x (VIII). Donc, les 
expressions (VII) et (VIII) donnent par différence : Y—x?—4x ; expression qui, 
par différence d’avec l’expression (VI) donne : X—4x. Substituons les expressions 
de X et Z dans la condition (IV), elle devient : 6x+1—5?, et pour y satisfaire, 


adoptons la détermination 8?—(6)?—36. Donc : 6x+1—36, d'où : x= > Ure 


6 
140 840. ,;; 385 456 


solution sera donc constituée par M USIETS s Vas 2% 


2. Problème de la forme : X—V—V-Z;: X+V—ao?; V+Z=R?; Z+X—"Y?. 

3. Le mot placé entre crochets : tetpaywyous, carrés, a été ajouté par Bachet, 
comme il l’a été dans la version latine de Xylander, soit pour combler une lacune 
du texte, soit pour préciser, attendu que le problème auxiliaire vise des nombres 
carrés. (Cf. loc. cit. p. 142.) 

4. Sous-entendu : carré. 
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8 unités ; on obtient le carré: 1 carré d’arithme plus 64 unités moins 
64 arithmes égal à 1 san armes 4 arithmes plus 2 unités, 
et l’arithme devient #, c’est-à-dire #. Le premier nombre sera 961 ; 
le second 1681, le troisième 2401, et ces nombres résolvent le pro- 
blème cherché, c’est-à-dire que trois carrés sont en égale différence, 
et que la demi-somme de ces trois carrés est plus grande que chacun 
d'eux (1). 

Venons-en maintenant à ce qui a été proposé au début, c’est-à-dire 
trouver trois nombres en égale différence, et tels que, pris deux à 
deux, ils forment un carré. 

Cherchons d’abord trois carrés en égale différence. Or, nous venons 
de montrer que ces carrés sont : le premier 961 ; le second 1681, et le 
troisième 2401. Dès lors, il faut obtenir que le premier nombre, 
augmenté du second, forme 961 unités ; que le second nombre, 
augmenté du troisième, forme 2401 unités, en intervertissant d’ail- 
leurs à cause de la différence (?), et que le troisième nombre, aug- 
menté du premier, forme 1681 unités (?). 

Posons que la somme des trois nombres est 1 arithme. Dès lors, 
puisque la somme des trois nombres est l'arithme, si nous en retran- 
chons les 961 unités qui constituent le premier nombre augmenté 
du second nombre, nous aurons le troisième nombre, c’est-à-dire 
1 arithme moins 961 unités. D'autre part, si nous retranchons de 
1 arithme les 2401 unités qui constituent le deuxième nombre 
augmenté du troisième, nous aurons le premier nombre, c’est-à-dire 
1 arithme [moins 2401 unités. Enfin, si nous retranchons de 1 arith- 


1. La première partie de la solution propose de trouver, au préalable, trois 
. 2 2 2 
nombres carrés a?, b?, c2, tels que l’on ait: c?—b?2—b2 42, et pates : >b?; 


>ai. 

Posons : a2=—x°, et D=xi+2x +1. Dès lors, on a, comme le texte : b2—g2—2x41, 
d'où, comme le texte : c?—={(x?+2x+1 )-L (2x1) =? 4% +2. Adoptons la détermi- 
nation c?—(x—8)?, on aura comme le texte : 42+64—16x%—%214x+12 : d’où : 

TOO _ 31 901; 2 41 1681 __f 49 2401. 
59 — 10 LA Conséquence :æ— =) 106 : ? =(5) = 00 °° (7) = 7100 ” 
en a e le centuple de ces nombres constituera aussi une solution, ou 961, 
1681, 2401 ; car ces nombres ont comme différence 720, et leur demi-somme 


25212 dépasse chacun d'eux. 


2. Bachet interpole ici le mot isnv, c'est-à-dire « (à cause de la différence) égale ». 
(Cf. loc. cit. p. 143.) 

3. L'ordre des trois nombres carrés est en effet interverti parce que : 
X+Y<X+2Z<Y+Z. 
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me les 1681 unités qui constituent le troisième nombre augmenté du 
premier, nous aurons le second nombre, c’est-à-dire 1 arithme] (1) 
moins 1681 unités. 

Reste à avoir les trois nombres additionnés égaux à 1 arithme, et 
l’arithme devient 2521 3 unités. Dès lors, le premier nombre sera 
120 5 unités ; le second 840 $ unités ; le troisième 1560 { unités, et la 
proposition est établie (?). 


VIII 


Trouver, par rapport à un nombre donné, trois autres nombres, de 
manière que la somme de deux quelconques d’entre eux, augmentée 
du nombre donné, forme un carré, et que la somme de ces trois nom- 
bres, augmentée du nombre donné, forme aussi un carré. 

Que le nombre donné soit 3 unités, et que la somme des deux 
premiers nombres soit 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 
1 unité, afin que, augmentée de 3 unités, elle forme un carré. D'autre 
part, que la somme des deux nombres suivants (*) soit 1 carré d’arith- 
me plus 6 arithmes plus 6 unités, et que la somme des trois nombres 
soit 1 carré d’arithme plus 8 arithmes plus 13 unités, afin que ces 
sommes, augmentées de 3 unités, forment aussi des carrés. 

Dès lors, puisque la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme 
plus 8 arithmes plus 13 unités ; nombres dont la somme des deux 
premiers est 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 1 unité, il s'ensuit 
que le troisième nombre restant est 4 arithmes plus 12 unités. 

Derechef, puisque la somme des trois nombres est 1 carré d’arith- 
me plus 8 arithmes plus 13 unités ; nombres dont le second, aug- 
menté du troisième, est 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 
6 unités, il s'ensuit que le premier nombre restant est 2 arithmes 


1. La phrase placée entre crochets a été reconstituée analogiquement par Bachet 
pour combler une lacune évidente du texte. (Cf. loc. cit. p. 143.) 

2. La seconde partie de la solution traite le problème déterminé : X+Y —961 (I); 
Y+7Z—72401 (II), et Z+X—1681 (III). 

Posons : XELY-+17—%x. Dès lors, on aura successivement par différence : Z— 
x—961 ; X—x—2401, et Y—x—1681, et, par substitution dans la relation de 


| 
position, il vient : 3x—5043—x, d'où, comme le texte : x=2521%. Donc : X— 


1 1 1 
1205 ; Y—840, Z—1560%. 


3. C'est-à-dire la somme des second et troisième nombres. 
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plus 7 unités. Mais, le premier nombre, augmenté du second, est 
1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 1 unité ; donc, le second 
nombre restant sera l carré d’arithme plus 2 arithmes moins 
6 unités. | 

Reste à avoir que le premier nombre, augmenté du troisième, et 
augmenté de 3 unités, forme aussi un carré. Mais, le premier nombre, 
augmenté du troisième, et augmenté de 3 unités, devient 6 arithmes 
plus 2? unités ; ce que nous égalons à un carré, notamment au carré 
100, et l’arithme devient 13 unités. 

Le premier nombre sera 33 unités ; le second sera 189 unités ; le 
troisième sera 64 unités, et ils résolvent le problème (1). 


IX 


Trouver, par rapport à un nombre donné, trois autres nombres, de 
manière que la somme de deux quelconques d’entre eux, diminuée 
du nombre donné, forme un carré, et que la somme des trois nombres, 
diminuée du nombre donné, forme aussi un carré. 

Que le nombre donné soit de nouveau 3 unités, et que la somme des 
deux premiers nombres soit 1 carré d’arithme plus 3 unités, afin 
que cette somme, diminuée de 3 unités, forme un carré. D'autre part, 
que la somme des deux nombres suivants soit 1 carré d’arithme plus 
2 arithmes plus 4 unités, et que la somme des trois nombres soit 
1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 7 unités, afin que ces sommes, 
diminuées de 3 unités, forment aussi des carrés. É 

Dès lors, puisque la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme 
plus 4 arithmes plus 7 unités ; nombres dont le premier, augmenté 
du second, est 1 carré d’arithme plus 3 unités, il s’ensuit que le troi- 
sième nombre restant est 4 arithmes plus 4 unités. 


1. Les conditions du problème sont : X+ÆV+Z+3=0? (1); X+V+3—82 (II) ; 
Y+2+3=7y (III), et Z+X+3—562 (IV). 

Posons : X+Y=—x2+4x+1 (V) ; ce qui satisfait à la condition (II), d’après 
laquelle B?=(x+2)2. 

Posons ensuite : V+Z=x?+6x+6 (VI) ; ce qui satisfait à la condition (III), 
d’après laquelle y?—(x+3)2. 

Posons enfin : X+V+Z=—%x2+8x+13 (VII) ; ce qui satisfait à la condition (I), 
d’après laquelle «?=(x+4)2. 

Dès lors, de (V) et (VII), il résulte : Z—4x+12 ; de (VI) et (VII) il résulte : 
X=2x+7; expression qui, par différence avec (V), donne : Y—x?2+21—6. 

La condition (IV) devient donc, par substitution : 6x+22=—52. Adoptons la déter- 
mination $2—(10)?; il vient, comme le texte : 6x%-+22—100, d’où : x—13. Donc : 
De 331180 g 57 = 02 
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Derechef, puisque le second nombre, augmenté du troisième, est 
1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 4 unités ; nombres dont le 
troisième est 4 arithmes plus 4 unités, il s'ensuit que le second nom- 
bre restant est 1 carré d’arithme moins 2 arithmes. Or, le premier 
nombre, augmenté du second, est 1 carré d’arithme plus 3 unités, et, 
parmi ces nombres, le second est 1 carré d’arithme moins ? arithmes ; 
donc, le premier nombre restant est ? arithmes plus 3 unités. 

Il faut donc encore que le troisième nombre, augmenté du premier, 
et diminué de 3 unités, forme un carré. Mais, le troisième nombre, 
augmenté du premier, et diminué de 3 unités, est 6 arithmes plus 
4 unités ; ce que nous égalons à un carré, notamment au carré 64, 
et l’arithme devient 10 unités. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera 23 unités, le 
second 80 unités, le troisième 44 unités, et ils résolvent la proposi- 
tion (1). 

X 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté d’un nombre donné, forme un carré (?). 

Proposons donc le nombre 12. 

Dès lors, puisque nous cherchons à ce que le produit des premier 
et second nombres, augmenté de 12, forme un carré, il s'ensuit que si 
nous retranchons 12 d’un certain carré nous aurons le produit des 
premier et second nombres. Que ce carré soit 25 unités. Donc, si 
nous retranchons 12 de ce carré, il nous reste 13 unités comme pro- 
duit des premier et second nombres. En conséquence, que le premier 
nombre soit 13 unités, le second 1 unité, et exprimons-les en arith- 


1. Conditions du problème : X+4+VY+Z—3=0œ? (1) ; X+Y—3—62 (IT) ; 
V+Z—3—7%? (III) ; Z+X—3—5? (IV). 

Posons : X+Y=x213 (V); ce qui satisfait à la condition (IT), d’après laquelle 
Bi xt 

Posons ensuite : V+Z=x2+2x+14 (VI) ; ce qui satisfait à la condition (III), 
d’après laquelle +?2=—(x+1)2. 

Posons enfin : X4ÆV+Z—%x2+4x+7 (VII) ; ce qui satisfait à la condition (I), 
d’après laquelle x2—(x+2)2. 

Dès lors, de (V) et (VIII) il résulte : Z—4x+4; expression qui, par différence 
avec l'expression (VI), donne : Y=—x?—2x, et cette dernière expression même 
donne par différence avec l'expression (V) : X—2x+3. 

La condition (IV) devient donc, par substitution : 6x+4—3?. Adoptons la déter- 
mination 52—(8)?; il vient comme le texte : 6x+4—64, d’où : x=10. Donc : X—23 ; 
Y—8017=44; 

2. Problème indéterminé de la forme : XY+a=a? ; YZ+a=f$?, ZX+a—7Y. 
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mes, de manière que leur produit forme 13 unités, c'est-à-dire que le 
premier nombre soit 13 arithmes, et le second 1 inverse d’arithme (1). 

D'autre part, si nous retranchons encore 12 unités d’un autre 
carré, nous aurons le produit des second et troisième nombres. 
Retranchons-les de 16, et le reste, produit des second et troisième 
nombre, sera 4 unités. Exprimons-nous de nouveau en arithmes, de 
manière que le produit des nombres forme 4 unités. Or, le second 
nombre est 1 inverse d’arithme, ; donc, le troisième nombre restant 
sera 4 arithmes. 

Dès lors, il faut encore que le produit des premier et troisième 
nombres, augmenté de 12 unités, forme un carré. Mais, le produit des 
premier et troisième nombres est 52 carrés d’arithme ; donc, il faut 
que D2 carrés d’arithme, augmentés de 12 unités, forment un carré ; 
et, si 13 unités, quantité d’arithmes du premier nombre, étaient un 
carré, l'équation se résoudrait facilement (?). Mais, puisqu'il n’en est 
pas ainsi, nous sommes amenés à trouver deux nombres tels que 
leur produit soit un carré, et tels que chacun d’eux, augmenté de 
12 unités, forme un carré. Or, si, au lieu de ces nombres, nous trou- 
vons des carrés, leur produit sera un carré. Nous en arrivons donc 
à devoir trouver deux carrés qui, augmentés respectivement de 
12 unités, forment un carré. Or, cela est aisé (#), et, comme nous 
l'avons dit, rendra l'équation soluble ; et l’un des carrés sera 4, 
tandis que l’autre sera ; ; car chacun d’eux, augmenté de 12 unités, 
forme un carré. 

Ces choses étant trouvées, revenons à la proposition initiale, et 
posons que le premier nombre est 4 arithmes : le second nombre 
1 inverse d’arithme, et le troisième nombre £ d’arithme. Reste à avoir 
que le produit des premier et troisième nombres, augmenté de 12 uni- 
tés, forme un carré. Mais le produit des premier et troisième nombres 
est 1 carré d’arithme ; donc, 1 carré d’arithme, augmenté de 12 uni- 

1. dotfuostoù à, expression qui devrait se traduire par le néologisme : « 1 arith- 
moston », c'est-à-dire la fraction de l'unité ayant l’arithme, ou l’inconnue, comme 
dénominateur, ou = et que nous avons préféré traduire par l'expression : « 1 inverse 


d’arithme ». 

2. Diophante ne reconnaît pas encore ici que l'équation (13 x 4)x2+12=—7y? est 
susceptible d’une solution rationnelle, bien que l’on ait 52+12—8?2. Mais, plus tard, 
au Lemme II, relatif à la proposition XII du Livre IV, il démontrera cependant que 
l'équation ax?+b=—7? reçoit une infinité de solutions lorsque a+b est un nombre 
carré, c'est-à-dire lorsque la valeur x=1 satisfait à l'équation. 

3. Voir Livre II, proposition X. 
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tés, est égal à un carré. Formons le carré dont la racine est 1 arithme 
plus 3 unités ; ce carré sera 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 
9 unités, et l’arithme devient ;. Dès lors, la proposition est établie (1). 


XI 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué d’un nombre donné, forme un carré. 


1. Les conditions particulières envisagées dans la solution sont : XY +12—02 (I) ; 
VZ+12=6? (II), et ZX+12=—""? (III). 

Adoptons une première détermination arbitraire : «?=—25, et la condition (I) 
devient : XY+12—25, ou XY—13, à laquelle on satisfait en posant : X—13x, et 
Y=-. 

Adoptons une seconde détermination arbitraire : B?—16, et la condition (II) 
devient : YZ+ FEAT ou ŸZ—4, à laquelle satisfait évidemment Z—4x, puisque 


l’on a posé : Y=—. 


Dès lors, Dinant les expressions de X et Z, la condition (III) devient 
4x X 13x1L12—7Yy?, ou, comme le texte 52x?+12— 72. 

Si 13, coefficient du facteur 13x, était un nombre carré, la condition qui précède 
indiquerait un nombre carré qui, augmenté d’un nombre donné, doit être égal à 
un nombre carré, et l’on aurait à résoudre le problème X du livre II. (Trouver deux 
carrés de différence donnée). Or, il n’en est pas ainsi, et Diophante cherche à rem- 
placer les deux coefficients 4 et 13 par deux autres dont le produit soit un nombre 
carré, et tels que chacun d'eux, augmenté du nombre donné 12, forme un carré, ou 
plutôt encore, à les remplacer par deux nombres carrés, dont le produit sera déjà 
un nombre carré, et tels que chacun d'eux, augmenté du nombre donné 12, forme 
un carré. 

D'après la méthode de Diophante, employée à la proposition XX XIV du Livre IT, 
nous trouverons deux nombres carrés a? et b?, tels que l’on ait : a?+12=?, et 
b?+12—6?, en assimilant successivement ces deux relations avec l'identité : 


) mn = (7): On aura donc, d’une part : mn=12=6%2, et a?— 


2 
=) d’où, pour m—6, et n—2, il vient : (+) —4. D'autre part: mn— 














RD . û ——— 2 
12=4X 3, et p—(? £ 2), d’où pour #—4, et n—=3, il vient : (+) =>. 


Ayant donc deux nombres, 4 et L lesquels augmentés respectivement de 12, 


donnent les carrés 16 et revenons sur les expressions primitives de X et Z ; 

c'est-à-dire, modifions, AU les expressions de X et Z, les coefficients de l’inconnue, 

et posons : X—4x, et Z— =". Dès lors, la condition (III) devient : x2+12—72, 
Adoptons la Ad GA y?=(x+3)?, il vient, comme dans le texte : 


X2+L12=%x24+6%+9, d’où : x=- On aura donc une solution constituée par les 


j 
nombres X—2; Y—2, et Z=. 


Ce problème a été repris algébriquement par Euler, qui en a donné une solution 
élégante en nombres entiers. 
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Proposons donc le nombre 10. 

Puisque nous cherchons à ce que le produit des premier et second 
nombres, diminué de 10 unités, forme un carré, il s'ensuit que si nous 
ajoutons 10 unités à quelque carré nous aurons le produit de ces 
nombres. Que ce carré soit 4. Dès lors, le produit des premier et 
second nombres sera 14 unités. Que le premier nombre soit 14 unités ; 
le second nombre sera donc 1 unité. Exprimons-nous de nouveau (1) 
en arithmes, de manière que le produit de ces nombres forme 
14 unités, et que le premier nombre soit 14 arithmes, et le second 
1 inverse d’arithme. 

D'autre part, si nous ajoutons 10 unités à un autre carré, nous 
aurons le produit des second et troisième nombres. Que ce carré 
soit 9 ; et 1l s'ensuit que le produit des second et troisième nombres 
sera 19 unités. Or, le second nombre est 1 inverse d’arithme ; donc le 
troisième nombre sera 19 arithmes. 

Il faut encore que le produit des troisième et premier nombres, 
diminué de 10 unités [forme un carré] (?). [ Mais, le produit des 
troisième et premier nombres, diminué de 10 unités] (*) devient 
266 carrés d’arithme moins 10 unités ; ce qui doit être égal à un 
carré. En conséquence, conformément à ce que nous avons dit 
précédemment (£), nous sommes amenés à trouver deux carrés qui, 
diminués respectivement de 10 unités, forment des carrés. Or, la 
chose est aisée. 

[En effet, on la trouvera en cherchant quel est le carré qui, diminué 
de 10 unités, forme un carré. D'ailleurs, puisque, si l’on ajoute 
l’unité à quelque nombre ; si l’on carre la moitié du nombre ainsi 
obtenu, et si du carré ainsi obtenu l’on retranche le nombre initial, 
le reste sera de nouveau un carré, ajoutons donc 1 unité à 10 unités ; 
carrons la moitié du nombre ainsi obtenu, c’est-à-dire 53 ; retran- 
chons 10 unités des 30 ; unités ainsi obtenues, et nous aurons le carré 
20 ; unités, ayant comme racine 44 Posons donc que le premier 


———— 


1. C'est-à-dire comme dans la proposition X. 

2. ina complété par Bachet au moyen de : moueiy tetpaywvov. (Cf. loc. cit. 
p. 151. 

3. Texte complété par Tannery au moyen de &AX 6 Uno yov xat ao À M1, c’est- 
à-dire : «mais le produit du troisième (nombre) et du premier (nombre), moins 
10 unités ». (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 162.) 

4. Voir le passage correspondant de la proposition X. 
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nombre est 30 {, et que le troisième est 1 carré d’arithme (1). Il faut 
aussi que, si l’on retranche 10 unités de 1 carré d’arithme, l’on 
obtienne un carré ; donc, 1 carré d’arithme moins 10 unités est égal 
à un carré. Formons le carré ayant comme racine l arithme moins 
2 unités ; ce carré sera donc 1 carré d’arithme plus 4 unités moins 
4 arithmes, et l’arithme devient 3 ; unités. Puisque l’on a posé que 
le troisième nombre est 1 carré d’arithme, il sera 12 ;, et, le premier 
nombre étant 30 À, ces nombres, diminués de 10 unités, forment des 
carrés] (?). ; 

Revenons à la recherche originale, et posons que le premier nom- 
bre est 30 ? arithmes, le second 1 inverse d’arithme, et le troisième 
12; arithmes. Il s'ensuit que le produit des premier et troisième 
nombres devient 370 5 & carrés d’arithme ; ce qui, diminué de 10 uni- 
tés, est donc égal à un carré. De plus, afin que la quantité de carrés 
d’arithme soit un nombre entier, faisons-la 16 fois plus grande. En 
conséquence, égalons 5929 carrés d’arithme moins 160 unités au 
carré dont la racine est 77 arithmes moins 2 unités, c’est-à-dire à 
5929 carrés d’arithme plus 4 unités moins 308 arithmes, et l’arithme 
devient %. Le premier nombre, posé comme étant 30 À arithmes, 
sera #5; le second nombre, posé comme étant 1 inverse d’arithme, 





1. Il s’agit ici, non pas des nombres cherchés devant satisfaire à la proposition, 
mais de nombres auxiliaires désignés abusivement de la même manière dans ce 
passage. 

2. Le long passage placé entre crochets est d’une authenticité douteuse. Il est 
probable que Diophante s’est borné ici, comme à l'endroit correspondant de la 


proposition X, à indiquer que 307 et 12/ sont deux nombres carrés qui, diminués 
. 
ä 
dû ce passage, recherche l’un de ces carrés par le procédé de la proposition XXXIV 
du Livre II, et recherche l’autre d’après le procédé de la proposition X du Livre II. 


En effet, soit a? le premier nombre carré cherché devant satisfaire à la condition : 
a?—10—nombre carré. On peut écrire : 4?—(10 X 1)—nombre carré. Assimilons 


l —— 2 . . 3 
cette condition à l'identité (ET)-mn = ( 2) , et identifions terme à terme, 


de 10, laissent des nombres carrés 20: et 2-. Le commentateur grec, auquel serait 








2 


Me), et 10 X 1—mn. Soit m—=10, et n—=Îi. Dès lors, 





c'est-à-dire posons : a—( 





2 2 
a=(T >) =(;) 30; Soit maintenant af l’autre nombre carré devant égale- 


ment satisfaire à la condition : aÿ—10—nombre carré. On peut écrire (voir prop. 
X du livre II) : a?—(5 x 2)—(a—2}?, d’où : &=3> d'où : a 12 
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sera #, et le troisième nombre, posé comme étant 12; arithmes, sera 


#®%, La proposition est donc établie (1), 





XII 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté du nombre restant, forme un carré. 

Puisque nous cherchons à ce que le produit des premier et second 
nombres, augmenté du nombre restant, forme un carré, il s'ensuit 
que si, choisissant quelque carré, nous posons le troisième nombre 
comme étant une partie de ce carré, et le produit des premier et 
second nombres comme étant la partie restante de ce carré, nous 
satisfaisons à l’une des conditions. 

Que ce carré soit formé au moyen de 1 arithme plus 3 unités ; ce 
carré sera donc 1 carré d’arithme plus 6 arithmes plus 9 unités. 
Posons que le troisième nombre est 9 unités ; donc, le reste, ou pro- 
duit des premier et second nombres sera 1 carré d’arithme plus 


1. Les conditions du problème sont : XY—10—a2 (1) ; YZ—10—6? (II), et 
ZKX—10=7!? (III). 

Adoptons la première détermination arbitraire : «2=—4 ; la condition (I) devient : 
XY=14, et l’on y satisfait en posant : X—14%x, et Y=. 

Adoptons la seconde détermination : 82—9 ; la condition (II) devient : YZ—19, 
et, puisque l’on a posé Y=:, on y satisfait en posant : Z—19x. 

Dès lors, la condition (III) devient : 19xx 14x—10—Y2, ou, comme le texte : 
266%2—10—y2, À 

Diophante ne reconnaît pas encore que cette équation est susceptible d’une 
solution rationnelle pour x—1, vu que 266—10—(16)2, et il cherche à remplacer 


les coëfficients 19 et 14, facteurs de 266, par deux autres nombres carrés dont le 
produit sera évidemment un carré, et tels que chacun d’eux, diminué de 10, laisse 


un nombre carré. Or tels sont les nombres carrés 307 et re (Voir note précédente.) 
Dès lors, revenant sur les positions adoptées provisoirement, c’est-à-dire en 
fausse position, posons : X=(30; z= (125), et conservons l’expression posée 

» 1 1 1 ] Ï 
d’abord : dénee Substituons dans la relation (III) qui devient : (125) x (303 )#—10 
homes (870; re) —10—», ou 5920x2—160—1672=%y2. Adop- 
tons la troisième détermination arbitraire y?—=(77x—2)2, il vient ,comme le texte : 
5920x2—160—5929x2+ 4 308x, d’où : pe Dès lors, on a une solution : X=— 
1 
1240- 
a 


Hdi HET 
77 


rt 


502 


LPPAEE RAI 7 
et Z = 


EX. 
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6 arithmes. Posons que le premier nombre est 1 arithme ; donc, le 
second nombre restant sera [1 arithme plus 6 unités. Il faut donc 
encore que le produit des second et troisième nombres, augmenté du 
premier nombre, ce qui devient] (1) 10 arithmes plus 54 unités, soit 
égal à un carré ; et enfin, que le produit des troisième et premier 
nombres, augmenté du second nombre, qui devient 10 arithmes plus 
6 unités, soit aussi égal à un carré. On obtient ainsi une double 
équation, et la différence de ces équations est 48 unités. | 

Dès lors, il faut trouver deux carrés dont la différence est 48 uni- 
tés ; ce qui est aisé, et s'obtient d’une infinité de manières. Tels sont 
le plus petit carré 16 unités, et le plus grand carré 64 unités ; et si 
l’on résout l’équation par rapport à l’un ou l’autre de ces carrés, 
nous aurons la valeur de l’arithme. En effet, si nous admettons que 
les 64 unités du plus grand carré sont égales à 10 arithmes plus 
04 unités, on en conclut que l’arithme est 1 unité. D’autre part, si 
nous admettons que les 16 unités du plus petit carré sont égales à 
10 arithmes plus 6 unités, on en conclut que l’arithme est 1 unité. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera 1 unité ; 
le second sera 7 unités, tandis que le troisième nombre est déjà 
9 unités. Ces nombres satisfont aux conditions (?). 


XIII 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué du nombre restant, forme un carré. 

Que le premier nombre soit 1 arithme, et le second nombre 1 arith- 
me plus 4 unités ; il s'ensuit que le produit de ces nombres sera 
1 carré d’arithme plus 4 arithmes. Il faut donc que ce produit, dimi- 


1. La phrase placée entre crochets manque dans les manuscrits, et a été recon- 
stituée d’abord par Bachet, puis d'une manière plus correcte par Tannery.(Cfr. loc. 
cit. Vol. I, p. 166.) 

2. Conditions du problème : XY-+Z=u? (I); YZ+X—R? (II), ZX+Y=7Yy? (I). 

La solution adopte la première détermination arbitraire «2—(x+3)?,et la secpnde 
détermination Z—9. Dès lors, la condition (I) devient : XV+9=—x?+6x+9, d'où, 
comme le texte : XY—x?+ 6x (IV). Posons : X=x; donc, d’après (IV) : Y=x+6. 
Substituons les expressions de X, Y, Z dans les relations (II) et (III), qui devien- 
nent : 10x4+54=f%, et 10x+6— y. Cette double équation donne, par différence : 
B?—,2— 48, ou (B+Y) (B—Y)—12X 4, d’où posant : B+y—12, et B—y—4, on tire : 
B2— 64, et y?—16. Dès lors, 10x+-54—64, d’où : x=1, et l’on aurait de même : 
10x4+6=—16, d’où : x=—1. En conséquence les nombres X=1, Y=7, et Z=9, qui 
vérifient les trois conditions, constituent une des solutions de la proposition. 
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nué du troisième nombre, forme un carré. Dès lors, si nous posons 
que le troisième nombre est 4 arithmes, [on satisfait à l’une des 
conditions. Il faut encore que le produit des second et troisième 
nombres, diminué du premier nombre, forme un carré] (1), et que le 
produit des troisième et premier nombres, diminué du second nom- 
bre, forme un carré. Mais le produit des second et troisième nombres, 
diminué du premier nombre, est 4 carrés d’arithme plus 15 arithmes, 
qui valent donc un carré ; tandis que le produit des troisième et pre- 
mier nombres, diminué du second nombre, est 4 carrés d’arithme 
moins 4 unités, lesquels valent un carré. Et l’on obtient de nou- 
veau (?) une double équation. Or, comme il se fait que la différence 
de ces équations est 16 arithmes plus 4 unités, cherchons deux nom- 
bres dont le produit forme 16 arithmes plus 4 unités. Ces nombres 
sont 4 unités, et 4 arithmes plus 1 unité. En conséquence, la demi- 
somme de ces nombres, multipliée par elle-même, est de nouveau 
égale au plus grand carré, ou bien la demi-différence de ces nombres, 
multipliée par elle-même, est égale au plus petit carré, et l’on en con- 
clura que l’arithme est %. Le premier nombre sera ® : le second sera 


5 ; le troisième sera %, et la proposition est établie (3). 


XIV 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté du carré du nombre restant, forme un carré. 
Que le premier nombre soit 1 arithme, le second nombre 4 arith- 
mes plus 4 unités, et le troisième nombre 1 unité, afin de satisfaire 


1. La phrase placée entre crochets manque aux manuscrits et a été reconstituée 
par Bachet puis par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 168.) 

2. Voir proposition XII. 

3. Conditions du problème : XV—Z=@? (1); YVZ—X=6$? (II), ZX—VY—y? (III). 

Posons : X=—x, et Y—x—+4, d'où, comme le texte : XY—x2+4x. Dès lors, en 
posant : Z—4x,on satisfait à la condition (1). Substituons les expressions de X, Y,Z, 
dans les conditions (II) et (III) ; elles deviennent, comme le texte : 4x2+15x—p?, 
et 4x2—x=4—%?2, Résolvons cette double équation à la manière de Diophante : 
on obtient par différence : B?2—%?—16x+44, ou (B+7Y) (B—y)—=(4x+1)4 Dès lors, 











2 PEN, 2 
en posant : B+y—4x+1, et B—y—4, on tire : p(#ts) ,et r=(Æ <) . Donc, 
2 ___2\2 
a+ 18) , d'où, comme le texte : ue Ou bien, 4x4 4 (ee =) s 
DH E.28 Ah 25 voa TU 
d’où : #5: En conséquence : X=55 ; dr 02 Z= TT 
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ainsi à deux des conditions. Reste à avoir que le produit des troisième 
et premier nombres, augmenté du carré du second nombre, forme 
un carré. Mais le produit des troisième et premier nombres, augmenté 
du carré du second nombre, forme 16 carrés d’arithme plus 33 arith- 
mes plus 16 unités. Égalons cela au carré ayant comme racine 
4 arithmes moins 5 unités, c’est-à-dire à 16 carrés d’arithme plus 
25 unités moins 40 arithmes, et l’arithme devient 3. Le premier 
nombre sera 9, le second 328, le troisième 73, et ces nombres 
résolvent le problème (1). 


XV 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté de la somme de ces deux nombres, forme un 
carré. 

Le produit de deux carrés quelconques successifs, augmenté de 
leur somme, forme un carré. En conséquence, que le premier nombre 
soit 4 unités, et que le second nombre soit 9 unités, de manière que 
leur produit, donnant le carré 36 unités, augmenté de leur somme, 
forme un carré. Reste encore à avoir que le produit des second et 
troisième nombres, augmenté de leur somme, et que le produit des 
troisième et premier nombres, augmenté de leur somme, forment 
des carrés. 

Que le troisième nombre soit 1 arithme. Dés lors, le produit des 
second et troisième nombres, augmenté de leur somme, devient 
10 arithmes plus 9 unités égaux à un carré, et le produit des troisième 
et premier nombres, augmenté de leur somme, devient 5 arithmes 
plus 4 unités égaux à un carré. Et l’on obtient ici de nouveau une 
double équation dont la différence est 5 arithmes plus 5 unités, 
Cherchons donc de nouveau deux nombres dont le produit est 5 arith- 
mes plus 5 unités. Or, les nombres dont le produit constitue cette 





1. Conditions du problème : XY +Z?=o? (I) ; YVZ+X?2=6? (II) ; ZX+YI—,2 
(II]). 

La solution considère un problème déterminé en posant : X=x ; V—4x+44, et 
Z=1 ; expressions qui satisfont déjà aux conditions (I) et (II), et d’après lesquelles 
la condition (III) devient : 16x?+33x+16—7?. Adoptant une dernière détermina- 
tion y?—(4x—5)?, il vient, comme le texte : 16x2%+33x4+16—16x?+425—40x, d’où : 
ve Z=1, ou la solution du texte : 


x On a donc une solution : X— 


X=—9: Y—328, Z—73. 
Diophante d'Alexandrie. 13 
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différence sont 1 arithme plus 1 unité, et 5 unités ; donc, on aura 
pareïllement (1), soit la demi-somme de ces nombres, multipliée par 
elle-même, égale au plus grand carré, soit la demi-différence de ces 
nombres, [multiphiée par elle-même] (?), égale au plus petit carré, et 
l’arithme devient 28 unités. Dès lors, le premier nombre est 4 unités, 
le second 9 unités, le troisième 28 unités, et ces nombres satisfont 
à la proposition (5). 


AUTREMENT 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté de leur somme, forme un carré. 

Posons que le premier nombre est 1 arithme ; que le second nom- 
bre est 3 unités, et le produit de ces nombres, augmenté de leur 
somme, devient 4 arithmes plus 3 unités. Or, ceci devant être égal à 
un carré, que ce carré soit 25 unités, et l’arithme devient 9 5 unités. 
Le premier nombre sera donc 5 & unités ; le second 3 unités, et l’une 
des conditions est satisfaite ; car, le produit de ces nombres, aug- 
menté de leur somme, forme le carré 25. Il faut donc encore que le 
produit des second et troisième nombres, ainsi que le produit des 
troisième et premier nombres, augmentés de la somme de ces nom- 
bres, forment des carrés. 

Posons que le troisième nombre est 1 arithme, et le produit des 
second et troisième nombres, augmenté de leur somme devient de 


ea 


1. Le texte présente ici la petite interpolation d’un commentateur : r6 &y tù 
dEUTépw, qui renvoie, non pas au deuxième livre comme l’interprètent les versions, 
latines, mais à la deuxième proposition précédente, c’est-à-dire à la proposition XIII. 

2. Lacune du texte à laquelle Bachet a suppléé par les mots êe’ Eauto, c'est-à- 
dire : « (multipliée) par elle-même ». (Cf. loc. cit. p. 160.) 

3. Les conditions du problème sont : XY+(X+Y)—o? (1) ; YZ+(Y+Z)—p2 
(II) ; ZX+(Z+X)—7y? (TI). 

La solution considère l'identité : a?{(a+1)2+a?+(a+1)?=(a?+a+1)?, en con- 
formité de laquelle on adopte, comme déterminations, les deux nombres carrés. 
successifs : X—4, et Y—9; lesquels satisfont évidemment à la condition (1). Dès 
lors, si l’on pose Z=x, les conditions (II) et (III) deviennent : 10x+9—?, et 
5x+4=—7Y?, Cette double équation donne, à la manière de Diophante, par différence :. 
B—Y2=5x+5, ou (+) (B—y)=5(x+1), d'où, posant : B+y—=x1+1, et Énetrio 
on tire : p—(#) , et ref. Donc : 10x+0( ES), et Sx+4=(E) è 
SÉORS donnant l’une et l’autre la même valeur x—28. En conséquence : X—4 ;, 

—9, Z=28. 

Une note de Fermat a étendu le cas de cette proposition à quatre nombres, en: 
S'appuyant sur la proposition V du livre V de Diophante. 
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nouveau 4 arithmes plus 3 unités ; tandis que le produit des troi- 
sième et premier nombres, [augmenté de leur somme] (1). devient 
6 ; arithmes plus 5 3 unités, ce qui est de part et d’autre égal à un 
carré. Mais comme, dans l’une des expressions, les quantités d’arith- 
mes et d’unités sont supérieures, et que le rapport de ces quantités (?) 
n'est pas celui de carré à carré, la position ainsi adoptée est 
oiseuse (ÿ). 

On est donc amené à chercher deux nombres tels que leur produit, 
augmenté de leur somme, forme un carré, et tels que [les nombres qui 
les dépassent d’une unité] (*\ aient entre eux un rapport de carré à 
carré. 

Dès lors, vu que, si un nombre dépasse de 3 unités le quadruple 
d’un nombre les nombres qui dépassent ces derniers d’une unité 
_ sont entre eux dans le rapport d’un nombre carré à un nombre carré, 
posons que le premier nombre est 1 arithme, et que le second est 
4 arithmes plus 3 unités. Il faut, de reste, que le produit de ces 
nombres, augmenté de leur somme, soit égal à un carré. Mais le 
produit de ces nombres, augmenté de leur somme, est 4 carrés 
d’arithme plus 8 arithmes plus 3 unités ; ce qui doit être égal à un 
carré. Formons le carré ayant comme racine ? arithmes moins 
3 unités ; ce carré devient 4 carrés d’arithme plus 9 unités moins 
12 arithmes, et l’arithme devient %, c’est-à-dire &. Le premier nombre 
sera # : le second sera #, c’est-à-dire 44, et l’une des conditions est 
établie. 

Reste à avoir que le produit des second et troisième nombres, 
augmenté de leur somme, forme un carré. Posons que le troisième 
nombre est 1 arithme, tandis que le second nombre est déjà 4: ; 
et leur produit, augmenté de leur somme devient 5 à arithmes plus 
4 + unités ; ce qui doit être égal à un carré. D’autre part, puisque le 
troisième nombre est 1 arithme, et que le premier nombre est #, le 


1. Lacune que Bachet comble par : tpoçhaBwy cuvauvpotéoous. (Cf. loc. cit. p. 162.) 

2. Sous-entendu : avec les quantités correspondantes de l’autre expression. 

3. Cette phrase un peu ambiguë se traduirait librement comme suit : mais 
comme les coefficients de l’inconnue et les nombres indépendants de l’inconnue 
sont plus grands dans l’une des équations que dans l’autre, et que, de l’une à l’autre 
de ces équations, ces coefficients et nombres ne sont pas respectivement en rapport 
de carré à carré, les positions adoptées sont fausses, et ne permettent pas de résoudre 
la question. 

4. Texte restauré par Bachet au moyen des mots : o! movaor melloves aurwy, 
c'est-à-dire «les (nombres) plus grands qu’eux d’une unité ». (Cf. loc. cit. p. 162.) 
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produit de ces nombres, augmenté de leur somme, sera $ arithmes 
plus À d'unité; ce qui doit être égal à un carré. Multiplions 54 arith- 
mes plus 4 $ unités par 25 ; ils deviennent 130 arithmes plus 105 uni- 
tés égaux à un carré. Multiplions, de même, $ arithmes plus # d’uni- 
té par 100 ; ils deviennent 130 arithmes plus 30 unités égaux, de 
nouveau, à un carré. La différence de ces carrés est 75 unités ; on a 
de nouveau une double équation, et l’on en conclut que l’arithme 
est 1. Le troisième nombre sera #, tandis que le premier nombre est 
3, et que le second nombre est $. Or, ces nombres satisfont à la pro- 


position (1). 


1. Les conditions du problème restent celles de la 1re solution qui précède : 
XV +(X+V)=a (1); YZ+H(V+Z)=6? (I) ; ZX+(Z+X)—=7y? (III). 
Adoptons les déterminations : V=3, «2—25 ; posons : X—%, et la condition (1) 


devient : 4x+3—25, d’où, comme le texte : nie Donc, X=5 et Y—3 satisfont 
déjà à la condition (I). 


Posons maintenant : Z=—x*, (x étant une inconnue distincte de la précédente), 
et substituons les expressions de X, Y, Z dans les conditions (IT) et (III) ; lesquelles 


deviennent 4x+3—/R2et Gt 5 ve. On a donc un système de deux équations 


que Diophante abandonne pour les raisons qu'il indique dans le texte, c’est-à-dire 
parce qu’elles ne sont pas susceptibles d’une solution en nombres rationnels. Dès 


lors, il cherche à remplacer les nombres indépendants de l’inconnue, 5; et 3, qui 


ont été amenés en fausse position, par deux nombres X’'et Y' qui répondront, comme 


dans le texte, aux deux conditions : X'Y'+(X'+Y')=#p2 (IV), et dr (V). 
Or, on satisfait évidemment à la condition (V) en posant : X'=y et Y'—4y+43 ; 
car Di qp D'autre part, adoptant la détermination p?—(2y-3)2, la 
condition (IV) devient : y(4y+3)+y+4y+3=—(2y—3)?, ou, comme le texte : 


SAT 3 
2 — Any? Lena . SRE Es 4: . VENE RTE PRET AE re 1 fe 
4y2+8y+3—4y?+9—12y, d'où : 20 — 10 Donc : X'= 5 et Y'———4 
expressions qui satisfont déjà à la condition (I). 
Dès lors, revenant sur les expressions posées d’abord pour X, Y, Z, posons : 
X=*+, Y— 4, et Z=x. Substituons dans les conditions (IT) et (III) qui deviennent : 


Sat de, et its —Y?, Multiplions ces deux équations respectivement par 


25 et par 100, il vient, comme dans le texte : 130x4105—2582—8/2, et 130x430— 
100y?—Y"?. Résolvons ce système de double équation à la manière de Diophante. 
On a, par différence : B'?—-72—75, ou (B'+y') (B—y')=3x25 ; d’où, posant : 
B'+y'=25, et B'—y'—=3, on tire : B'?—(14)*—196, et y'2—(11)2—121. Dès lors, 


130x+-105—196, d'où, comme le texte : pe Ou bien : 130x+-30—121, 
AE 26 #5 TES 7 x BU: , 2: Ur 3 __42 
d'où, encore : x=-5. Donc : Z=:", et l'on a déjà X=-, et és 
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XVI 


_ Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué de leur somme, forme un carré. 

Posons, comme dans la proposition précédente, que le premier 
nombre est 1 arithme, et que le second nombre est autant d'unités 
qu’on voudra, et nous tombons de même dans une impasse. Dès lors, 
afin d’avoir une quantité d’arithmes à une quantité d’arithmes dans 
le rapport d’un nombre carré à un nombre carré, nous sommes 
amenés à chercher deux nombres tels que leur produit, diminué de 
leur somme, forme un carré, [et tels que les nombres inférieurs d’une 
unité à ces nombres aient entre eux le rapport d’un nombre carré à 
un nombre carré] (1). 

Dès lors, puisque, si un nombre est, à moins de 3 unités, le quadru- 
ple d’un nombre, les nombres inférieurs d’une unité à ces nombres 
sont entre eux dans le rapport d’un nombre carré à un nombre carré, 
[car si l’on retranche 1 unité de chacun de ces nombres, on obtient 
les diminutions 4 et 1 unités, et il est clair que si, de nombres en 
rapport du quadruple, l’on retranche des nombres en rapport du 
quadruple, les restes seront aussi en rapport du quadruple, c’est-à- 
dire en rapport de carré à carré] (?), posons donc que le premier nom- 
bre est 1 arithme plus 1 unité, et que le second nombre est 4 arithmes 
plus 1 unité. Il s'établit ainsi que le produit de ces nombres, diminué 
de leur somme, devient 4 carrés d’arithme moins 1 unité. Égalons-les 
au carré dont la racine est 2 arithmes moins 2 unités, c’est-à-dire à 
4 carrés d’arithme plus 4 unités moins 8 arithmes, et l’arithme 
devient 5. Le premier nombre sera Ÿ ; le second nombre sera À, et 
l’une des conditions est satisfaite. 

Dès lors, puisque le premier nombre est #, et le second nombre *, 
posons que le troisième nombre est 1 arithme. Il s'établit ainsi que le 
produit des second et troisième nombres, c’est-à-dire 3 + arithmes, 


1. Bachet a comblé cette lacune, par analogie avec le passage correspondant de 
la proposition précédente, au moyen de la phrase : xx Et ol movaôt aütwv éÂdasous 
xp06 AA ÀAAOUS À-ov ÉywWoLY OV Tetpdywyos dotfuos mpos TeTpaywvoy dpufuôv. (Cf. loc. 
cit. p. 166.) 

2. La iongue et inutile phrase incidente placée entre crochets n’est qu’une mau- 
vaise interpolation d’un commentateur. 
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diminué de leur somme, c’est-à-dire de 1 arithme plus 33 unités, 
devient ? 4 arithmes moins 33 unités, lesquels doivent être égaux à 
un carré. [Prenons cette expression 4 fois, et elle devient 10 arithmes 
moins 14 unités] (1). D'autre part, le produit des troisième et premier 
nombres devient © arithmes, et, diminué de la somme de ces nom- 
bres, il devient ? d’arithme moins ©? unités, lesquels doivent être 
égaux à un carré. Prenons cette expression 16 fois ; elle devient 
10 arithmes moins 26 unités. Or, la différence des expressions est 
12 unités, lesquelles sont le produit de 2 unités et de 6 unités. La 
demi-somme de ces deux nombres, multipliée par elle-même, devient 
16 unités, égales à la plus grande expression, c’est-à-dire égales à 
10 arithmes moins 14 unités, et l’arithme devient 3 unités. Le pre- 
mier nombre sera 3 unités, c’est-à-dire +, tandis que nous avons déjà 
+ pour le premier nombre, et 3 ! unités, c’est-à-dire #, pour le second 
nombre ; et ces nombres résolvent le problème (?). 


1. Lacune déjà comblée dans la copie manuscrite ancienne de Joseph Auria. 

2. Les conditions du problème sont : XY—(X+VY)—4? (I) ; VZ—(V+7)=p? 
(II); ZX—(Z+X)— 7? (III). 

Après avoir fait remarquer que des déterminations arbitraires analogues à celles 
de la proposition précédente mèneraient semblablement à l'impossibilité d'obtenir 
une solution en nombres rationnels, Diophante est de nouveau amené à trouver 
deux nombres auxiliaires X',V'quisatisfassent aux deux conditions : X'Y'—(X"’+Y') 


RER 2 
—=p? (IV), et RL (V). Or, on satisfait évidemment à la condition (V) en 


posant : X'=—y<+1,et V'—4y+1; car ne D'autre part, en adoptant 
la détermination : p?—(2y—2)?, la condition (IV) devient: (y+1) (4y+1)— 


(y+1+4y+1)=(2y—2)?, ou, comme le texte 4y2—1—4y2+4—8y, d'où : y =>. 


1 ; ; ; _. 4 
Fe et VS 3; ; expressions qui satisfont déjà à la condition (I), 
qui est la même que la condition (IV). 


Dès lors, revenant sur les expressions de fausse position qui auraient été adoptées 


Donc, X'— 


au début, posons : X=, ee et Z=x. Substituons dans les conditions (II) 
: : 1 1 D 13 
et (IIT), qui deviennent, comme dans le texte : 254 —35=h?, et —œ& ve 


Multiplions ces deux équations respectivement par 4 et par 16; il vient comme 
dans le texte : 10x—14—482—R8"2, et 10x—26—1672—7"2. Résolvons la double équa- 
tion à la manière de Diophante. On a, par différence : B'?—y'?—12, ou (8'+') 
(B—Y')=6 x 2, d'où, posant : B'+y—6, et B—y'—2, on tire, comme le texte : 


2 24 , 
pi=(à) —16. Donc : 10x—14—16, d’où : x—3. Dès lors, LE et l'on a: 
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XVII 


Trouver deux nombres tels que leur produit, augmenté soit de 
leur somme soit de chacun d’eux, forme un carré. 

Puisque, si un nombre est, à moins d’une unité, le quadruple d’un 
nombre, le produit de ces nombres, augmenté du plus petit, forme 
un carré, posons que l’un des nombres est 1 arithme, et que l’autre 
est 4 arithmes moins 1 unité. | 

Ensuite, il faut encore satisfaire aux deux conditions restantes, 
de manière que le produit des nombres, augmenté du second nom- 
bre, forme un carré, et que le produit des nombres, augmenté de leur 
somme, forme un carré. Mais, le produit des nombres, augmenté du 
second nombre, devient 4 carrés d’arithme plus 3 arithmes moins 
1 unité, lesquels doivent être égaux à un carré ; tandis que le produit 
des nombres, augmenté de leur somme, devient 4 carrés d’arithme 
plus 4 arithmes moins 1 unité ; lesquels doivent être égaux à un 
carré. Dès lors, on obtient une double équation. La différence de ces 
équations est 1 arithme ; lequel est le produit de ; d'unité et de 
4 arithmes, et l’on conclut que l’arithme est #. Le premier nombre 
sera > ; le second sera À, et ils résolvent le problème (1). 


XVIII 


Trouver deux nombres tels que leur produit, diminué, soit de 
chacun d'eux, soit de leur somme, forme un carré. 

Puisque, si un nombre est, à moins de 4 unités, le quadruple d’un 
nombre, le produit de ces nombres, diminué du plus grand, forme 


1. Les conditions du problème sont : XV +(X+VY)=o? (I); XY+X—P$3 (II), et 
XY+Y=7y? (III). 

Diophante invoque l'identité : a(4a—1)+a—(24)?, et pose en conséquence : 
X=—x, et Y—4x—1 ; expressions qui satisfont donc déjà à la condition (11). Substi- 
tuons dans les conditions (I) et (III), il vient, comme le texte : 4174 4x—1—?, 
et 4x?+3x—1—7Y2. Cette double équation diophantienne donne par différence : 


Î » A .. 
a@?2—y?—x, OÙ : (x+y) (a—1)=5% 4x. Posons : a+y—4x, et EE ter d'où l’on 








a+: 2 4x+. 2 Fe 
tire : «— | . Donc, 4x2+41—7— 5 | d'ou X = 353 En conséquence : 
X= 00, et v= 


7224 224 
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un carré, posons que l’un des nombres est 1 arithme plus 1 unité, et 
que l’autre est 4 arithmes. 

Il faut, de reste, que le produit des nombres, diminué du plus 
petit, forme un carré, et que le produit des nombres, diminué de leur 
somme, forme un carré. Mais le produit des nombres, diminué du 
plus petit, devient 4 carrés d’arithme plus 3 arithmes moins 1 unité, 
et le produit des nombres, diminué de leur somme, devient 4 carrés 
d’arithme moins 1 arithme moins 1 unité ; expressions qui doivent 
être égales respectivement à un carré. Or, leur différence est 4 arith- 
mes. Posons, d’une part, 4 arithmes, d’autre part, 1 unité, et l’arith- 
me devient 1 ; unités. Dès lors, le premier nombre sera ? j unités ; le 
second sera 5 unités, et la preuve est évidente (1). 


XIX 


Trouver quatre nombres tels que le carré de la somme de ces 
quatre nombres, augmenté ou diminué de chacun de ces nombres, 
forme un carré (?). | 

Puisque le carré de l’hypoténuse de tout triangle rectangle, 
augmenté ou diminué du double produit des côtés situés autour de 
l’angle droit, forme un carré (#), cherchons d’abord quatre triangles 
rectangles ayant les hypoténuses égales ; ce qui revient à diviser 
[quatre fois] (*) un carré en deux carrés. Or, nous avons appris à 


1. Conditions du problème : XY—(X+V)=0? (1); XY—X=R? (II) ; XY—Y 
yat IT): 

Diophante invoque l'identité : a(4a—4)—(4a—4)=(2a—2)?, et pose, en consé- 
quence : X=—x+1, et Y—4x ; expressions qui satisfont donc déjà à la condi- 
tion (III). Substituons dans les conditions (I) et (II) ; il vient, comme dans le 
texte : 4x2—x—1— «2, et 4x2-L3x—1—8$2, Cette double équation diophantienne donne 
par différence : B?—0x2—4x, ou : (B+x) (B—x)=4xX 1. Posons : B+a—4x, et P—0. 


2 
—1, d'où l’on tire : p—(—) ADore) gant 3e (# 





2 
5 ) , d’où, comme le: 


texte: ie En conséquence : X=2,, et Y—5. 


2. Les quatre conditions du problème sont donc : (X+V+Z+W)LX=o? ; 
(XHVEZEW)P EVER ; (XHVHZEW) Ze y : (XEYHZEW)EW=. 

3. Diophante considère ici, pour la première fois dans son œuvre, un triangle. 
rectangle dont les côtés sont représentés par des nombres rationnels qui satisfont à 
l'équation pythagoricienne : a2—b2+c?, Il en déduit : a2+2bc—b?+c?+2bc—nom- 
bre carré (b+c)?. | | 

4. Lacune comblée d’abord par le mot terpaxs dans l'édition princeps de 
Bachet, puis par le mot TETPAY LS (de quatre manières) dans l'édition critique de 
Tannery. (Voir éd. précitée de Tannery, vol. I, p. 184.) 


LIVRE III 109 


diviser d’une infinité de manières un carré donné en deux carrés (1). 

Établissons donc maintenant deux triangles rectangles compris 
sous les moindres nombres, tels que 3, 4, 5, et 5, 12, 13. Multiplions 
chacun des nombres ainsi choisis par l’hypoténuse de l’autre 
triangle (?). Dès lors, le premier triangle sera 39, 52, 65, le second 
sera 29, 60, 65 ; et ils sont droits en ayant les hypoténuses égales (3). 

D'autre part, 65 se partage naturellement en carrés (4) de deux 
manières, notamment en 16 et 49, et encore en 64 et en 1 unité; ce 
qui provient de ce que le nombre 65 est le produit de 13 et de 9, 
lesquels se partagent respectivement en deux carrés (5). 

Prenons maintenant les racines des nombres choisis 49 et 16 ; ces 
racines sont 7 et 4, et formons un triangle rectangle au moyen des 
deux nombres 7 et 4. Ce triangle est 33, 56, 65 (f). 

_ Prenons semblablement les racines 8 et 1 de 64 et de 1 unité, et 
formons de nouveau, au moyen de ces nombres, le triangle rectangle 
dont les côtés sont 16, 63, 65 (?) 

On a donc obtenu quatre triangles rectangles ayant les hypoté- 
nuses égales (#). Dès lors, revenant au problème initial, posons que 
la somme des quatre nombres est 65 arithmes, et que chacun des 
quatre nombres est une quantité de carrés d’arithme quadruple de 
l’aire (°), c’est-à-dire que le premier nombre est 4056 carrés d’arith- 


1. Voir Livre IT, proposition VIII. 

2. C'est-à-dire multiplions les nombres, représentant les côtés de l'angle droit 
du premier triangle, par le nombre représentant l’hypoténuse du second triangle, 
et vice-versa. 

3. C'est-à-dire que (65)? est déjà partagé de deux manières différentes en deux 
carrés : (65)2—(52)2+(39)2, et (65)2—(60)2-+(25)2. 

4. C'est-à-dire en deux carrés. 

5, On à : 65—13 x 5—(32+ 22) (224 1) —(3649+4)L16—49+16. 

6. Chez Diophante, comme après lui chez Viète, Bachet et Fermat, un triangle 
rectangle est dit formé au moyen de deux nombres donnés "». n, lorsque les côtés 
de ce triangle rectangle sont respectivement représentés par les termes de l'identité 
(mt on?) = (mn?) + (2mn)?, lesquels sont assimilés aux termes de l'équation 
pythagoricienne H?=—6?+}2, On aura donc H=—m?+n? ; b=m?—n? et h—=2mn. 

Le triangle formé au moyen de m—7, et n—4 sera donc, comme dans le texte : 
HP 2465; 10—7—4=33 ctA—2X7X 4—=56. 

7. On aura de même pour les racines de 64 et de 1, c’est-à-dire pour m—8 et 
n= 1, le triangle ayant les côtés : H—82+12—65; b—8—12—63; h—2X8X1—16. 

8. Les quatre triangles rectangles ayant comme hypoténuse le même nombre 65 
sont donc: (65)2—(52)2+(39)2; (65)2—(60)2+(25)2 ; (65)2—(33)2+(56)2, (65)?— 
(63)2--(16)2 

9. C'est-à-dire le quadruple de l’aire de chacun des quatre triangles rectangles 
de la note précédente, ou le double produit des deux nombres qui représentent les 
côtés de l’angle droit. 
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me ; le second nombre 3000 carrés d’arithme ; le troisième nombre 
3696 carrés d’arithme, et enfin le quatrième nombre 2016 carrés 
d’arithme (1). Or, la somme de ces quatre nombres, ou 12768 carrés 
d’arithme, est égale à 65 arithmes, et l’arithme devient 65 fraction- 
nés par 12768 unités. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 
17136600 unités, et le second 12675000 unités, affectées du même 
dénominateur ; le troisième sera 15615600 unités avec même déno- 
minateur ; le quatrième 8517600 unités avec même dénominateur, 
et le dénominateur est 163021824 unités (?). 


XX (°) 


Partager un nombre donné en deux nombres, et leur trouver un 
carré qui, diminué de chacun des nombres du partage, forme un 
carré. 

Que le nombre donné soit 10 unités. Posons que le carré à trouver 
est 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. Si, de ce carré, 
l’on retranche ? arithmes plus 1 unité, il reste un carré ; tandis que 
si l’on en retranche 4 arithmes, il reste de nouveau un carré. Posons 
donc que le premier nombre est 2 arithmes plus 1 unité, et que le 
second nombre est 4 arithmes. La somme des nombres doit former 
le nombre donné. Mais la somme des nombres est 6 arithmes plus 
1 unité ; ce que nous égalons à 10 unités, et l’arithme devient 
1 { unités. | 

Revenant à ce qui a été posé, le premier nombre sera 4 unités ; le 
second sera 6 unités, et le carré sera 6 ; unités (4). 


1. Posons X+Y+7Z+W—65x, et posons, en outre : X—{(quadruple de l’aire du 
triangle 39, 52):65)12=(2%x 39% 62)12=4056%%;1 V=(2X25%X 60)=30007! 
Z=(2 x 33 X 56)x2—3696%?, et W—(2 x 16 x 63)x2=2016x2. 

2. La première relation de la note précédente devient par substitution des 





, 65 17136600 
: PAS PR RTE ve F pe A 
expressions de X, Y, Z, W : 12768x2—65x, d'où: D DUTTS Donc : X 1623021824 /; 
Y— 12675000 . hs 15615600 AUS 8517600 
163021824 ? 163021824 163021824 


3. Voir LivreIl, proposition XV, dont on a ici une solution nouvelle, plus défaite, 
qui n'est peut-être pas due à Diophante, mais à quelque commentateur grec du 
Livre II. 

4, Les conditions du problème sont : X4+V—10 (I); Z2—X=a? (II), Z —fp? 
(IIT). 

Posons : Z?={(x+1)=x2+2%x+1. Dès lors, en posant: X—2x+1,0on satisfait à la 
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OX) 


Partager un nombre donné en deux nombres, et leur trouver un 
carré qui, augmenté des nombres du partage, forme un carré. 

Que le nombre donné soit 20 unités. Posons que le carré soit 
1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. Si l’on ajoute ? arith- 
mes plus 3 unités à ce carré, on a un carré, et il en est de même si on 
lui ajoute 4 arithmes plus 8 unités. En conséquence, la somme des 
nombres sera 6 arithmes plus 11 unités... (?) 

Le premier nombre du partage sera 6 unités ; le second sera 
14 unités : le carré sera 6 : unités, et la preuve est évidente (5). 


condition (II), et, en posant V —4x, on satisfait à la condition (III). En conséquence, 
la condition (I) donne : 6x4+1—10, d’où : mile Donc : X=4; Y—6,et 726: 

1. Voir Livre II, proposition XIV dont on a ici une solution nouvelle empruntée 
probablement à un commentateur du Livre II. 

2. Lacune du texte à laquelle il est facile de suppléer. 

3. Les conditions du problème sont : X4+V—20 (I); Z2+X=—0? (II), Z2+V—=f? 
(III). 

Posons : Z?2—x?+2x+1. Dès lors, en posant: X—2x+3, on satisfait à la condi- 
tion (II), et, en posant Y—4x+8, on satisfait à la condition (III). En conséquence, 


la condition (I) donne : 6x+11—20, d’où Er Donc, comme le texte : X—6; 


Y=14, et 2=6;. 


UT 
dé ere due 
Fée.” 


LA 
* 
+ 
-* 
*% 
? 
: 
F : 
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Partager un nombre donné en deux cubes dont la somme des 
racines est donnée. 

Soit le nombre 370 à partager en deux cubes dont la somme des 
racines est 10 unités. 

Posons que la racine du premier cube est 1 arithme plus 5 unités, 
c’est-à-dire plus la moitié de la somme des racines ; il restera donc 
comme racine de l’autre cube 5 unités moins 1 arithme. En consé- 
quence, la somme des cubes sera 30 carrés d’arithme plus 250 unités ; 
ce que nous égalons à 370 unités, c’est-à-dire au nombre donné, et 
l’arithme devient 2 unités. | 

Revenant aux choses posées, la racine du premier cube sera 
7 unités ; celle du second cube sera 3 unités ; et les cubes mêmes 
seront 343 et 27 (1). 


IT 


Trouver deux nombres tels que leur différence forme un nombre 
donné, et qu'il en soit de même pour la différence de leurs cubes. 

Que la différence des nombres forme 6 unités, tandis que la dif- 
férence de leurs cubes forme 504 unités. 

Posons de nouveau que la racine du plus grand cube est 1 arithme 
[plus 3 unités, tandis que celle du plus petit est 1 arithme] (?) moins 
3 unités ; et il s’établit ainsi que la différence de ces racines est 


1. Système déterminé d'équations du 3%e degré réductible à une équation du 
24 degré : X3+V3—370 (I), X+Y—10 (II). Équations dans lesquelles les nombres 
370 et 10 sont choisis de manière à avoir une solution rationnelle. On satisfait 
évidemment à la condition (II) en posant : X=—x+5, et Y=—5-—x. Donc, la con- 
dition (I) devient : (x+5)%+(5—x)3—370, ou, comme le texte : 30x24250—370, 
d’où : x—2. Dès lors, X=7; Y—3; X5—343; Y3—27. 

2. Lacune comblée par Bachet. (C£. loc. cit. p. 179.) 
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6 unités. Reste à obtenir que la différence des cubes soit 504 unités. 
Mais la différence des cubes est 18 carrés d’arithme plus 54 unités, 
que nous égalons à 504 unités, et l’arithme devient 5 unités. 

Revenant aux positions, la racine du plus grand cube sera 8 unités ; 
celle du plus petit sera ? unités ; tandis que les cubes mêmes seront, 
l’un 512, l’autre 8, et la preuve est évidente (1). 


III 


Multiplier un même nombre par un carré et par la racine de ce 
carré, de manière que la racine produise un cube et que le carré pro- 
duise la racine de ce cube. 

Posons que le carré est 1 carré d’arithme ; donc sa racine sera 
1 arithme. Que le nombre à multiplier soit une quantité cube 
d'inverses de l’arithme ; notamment 8 inverses de l’arithme. Dès 
lors, si ce nombre est multiplié par 1 carré d’arithme, nous trouvons 
8 arithmes, et, s’il est multiplié par 1 arithme, nous trouvons 8 unités. 
Or, nous voulons que les 8 arithmes soient la racine cubique des 
8 unités; donc ? unités sont égales à 8 arithmes, et l’arithme devient 
$ ; tandis que le nombre à multiplier devient 32 unités. D'ailleurs, 
si nous ne voulons pas nous embarrasser des dénominateurs, nous 
obtenons 8 arithmes égaux à 2 unités, et l’arithme devient ? (2). 

Revenant aux choses posées, le carré sera %, sa racine sera Î ; 
tandis que le nombre à multiplier sera 32 ; car, si 1 arithme est à, 
l'inverse de l’arithme est 4 unités, et la preuve est évidente (5). 


| > 


1. Conditions du problème : X5—Y®%—504 (I), et X—Y—6 (II). 

On satisfait à la condition (II) en posant : X=—x+3, et Y—x—3 Donc, la condi- 
tion (I) devient (x+3)%—(x—-3)%— 504, ou comme le texte : 18x2-+54—504, d’où : 
=) DÉSIOrS IN ED NE DONS 0 Ne 2 

2. Cette remarque ne vise que le mode de notation des nombres fractionnaires 
dans le texte grec de Diophante. 

3. Proposition d'analyse indéterminée du 3me degré de la forme : X2Y—x (I), 
et XV = AT) 

La solution pose : X?—x2, et rend le problème déterminé en posant, en outre : 


Y=° Dès lors, la condition (1) devient : 8x—«, et la condition (II) : 8=aÿ. Donc 


D 1 
—-. En conséquence, X?2—— ; 


8—(8x})$, d’où, comme le texte : 2—8x, d’où : ee 16 


8 4 
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IV 


Ajouter un même nombre à un carré et à sa racine, et former les 
mêmes choses (1). 

Que le carré soit 1 carré d’arithme ; sa racine sera donc 1 arithme. 
Que le nombre à ajouter soit une quantité de carrés d’arithme telle 
que, augmentée de 1 carré d’arithme, elle forme un carré. Que cette 
quantité soit 3 carrés d’arithme. Si l’on ajoute ces derniers à 1 carré 
d’arithme, ils forment un carré (*) ; tandis que si on les ajoute à 
1 arithme, ils forment 3 carrés d’arithme plus 1 arithme, que nous 
égalons à la racine du carré 4 carrés d’arithme, c’est-à-dire à ? arith- 
mes, et l’arithme devient i. 

Revenant aux choses posées, le carré sera À, sa racine sera 3, et le 
nombre à ajouter sera ÿ (5). 


V 


Ajouter un même nombre à un carré et à sa racine, et former 
l'inverse ({). 

_ Que le carré soit 1 carré d’arithme ; sa racine sera donc 1 arithme. 
Afin que cette racine forme un carré, que le nombre à lui ajouter soit 
une quantité quadratique d’arithmes diminuée. de l’arithme con- 
stituant la racine du carré. Que ce nombre soit donc 4 carrés d’arith- 
me moins 1 arithme. [Si on les ajoute à 1 arithme, ils forment un 
carré, et si on les ajoute à 1 carré d’arithme, ils forment 5 carrés 
d’arithme |(5) que nous égalons aux ? arithmes de la racine du carré 
issu de l'addition, et l’arithme devient £. 


1. C'est-à-dire former un carré et la racine de ce carré. 

2. C'est-à-dire 4 carrés d’arithme. 

3. Proposition d’analyse indéterminée du 24 degré, dont les conditions sont : 
X24V—02 (1), et X+Y—=a (II). 

La solution qui rend le problème déterminé pose : X?=—x°, et V—3x?, d’où l’on 
satisfait à la condition (I) qui devient : x?+3x?2—4x?=a?, Or, d’après (IT) on a : 


x 3x2—0, ou, comme le texte : x+3x?=—2x, d’où : Hs: Donc, Xe s X=+, 


et Y=S 

4, C'est-à-dire former une racine et le carré de cette racine. 

5. Lacune du texte comblée conjecturalement d’abord dans la copie manuscrite 
de J. Auria, puis différemment dans l'édition de Bachet, enfin, dans l'édition 


critique de Tannery, de la manière dont nous avons traduit. (Cf..éd. Tannery, Vol. I, 
p. 194.) 
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_ Revenant à ce que l’on a posé, le carré sera %, sa racine sera ÿ, et le 
nombre à ajouter sera % (1). 


VI 


Ajouter un même carré à un cube et à un carré, et former les 
mêmes choses (2). 

Que le cube soit 1 cube d’arithme, et le carré une quantité quadra- 
tique quelconque de carrés d’arithme, notamment 9 carrés d’arith- 
me. Dès lors, puisque nous voulons qu’un carré, augmenté de 9 carrés 
d’arithme forme un carré, choisissons deux nombres dont le produit 
est 9 unités. Que ces nombres soient 1 unité et 9 unités. Si nous 
retranchons 1 unité de 9, et si nous multiphons la moitié du reste par 
elle-même, nous obtenons 16 unités qui, augmentées de 9, forment 
un carré (#). En conséquence, posons que le carré à ajouter est 16 car- 
rés d’arithme. Si on ajoute ce carré à 9 carrés d’arithme, il devient 
un carré, et si on l’ajoute à 1 cube d’arithme, il devient 1 cube 
d’arithme plus 16 carrés d’arithme, que nous égalons à un cube, 
notamment à 8 cubes d’arithme, et l’arithme devient Ÿ. 

Revenant à ce que l’on a posé, le cube sera %+ : le carré sera %%#, 
et le carré qui doit leur être ajouté sera (4). 


1. Problème de la forme : X?+Y = (I), et X+V =? (IT). 
En posant : X?=—%?, et Y—4x?—x, on satisfait à la condition (II) qui devient : 
A4x?=0?. Or, la condition (1) donne : 5x2—x—x; donc, comme le texte : 5x2—x—2x, 


FRANS ge ea FRS 
d’où : #=S. Dès lors, X on X =, ét Y=—. 


La solution généralisée de cette proposition a été donnée par Nesselmann de la 
manière suivante {Zeséschrift für Math. u. Phvsik, XX XVII, 1802. Hist. litt. A bt. 


p. 162) : x?+y=l/ x +, d'où : 214 2%2y+y?=x+y, où: y2—(1—2x2)y=x—x14, d'où 
l'une des solutions : y=—#/ gas ; valeur qui sera rationnelle, comme 


l'exige toujours Diophante, si l'expression sous le signe radical est un carré. 


1 INR m+i nm —m— 1 

P < .— —x?2 — — — s RE SC ER RC RE re 
osons donc rue x (ma 5) Aer me ET donc, y SAME Or, 
si l’on adopte la détermination m—2, on obtient la solution de Diophante : ee 


2. C'est-à-dire former respectivement un cube et un carré. 


MR ENTe 
3. Car, pour un nombre divisé en deux facteurs a, b, on a l'identité : (>) ab 


IVG UN 
Las 
4. Problème de la forme : X5+Z2—a5 (I), et Y24+72=—82 (II). 
Posons : X%—%, et Y?2—(3)2x2—04%?2. Dès lors, si l’on partage 9 en deux facteurs 
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VII 


Ajouter un même carré à un cube et à un carré, et former l’in- 
verse (1). | 

Que le cube soit le premier nombre, le carré le second nombre, et 
que le carré qui doit leur être ajouté soit le troisième nombre. 

Dès lors, puisque nous voulons que le carré, ou troisième nombre, 
ajouté au carré, ou second nombre, forme un cube, qu'il forme le 
cube qui est le premier nombre ; (?) en sorte que le premier nombre 
excède le second nombre du troisième nombre, c’est-à-dire d’un 
carré ; car le troisième nombre est un carré. Or, si nous choisissons 
deux nombres quelconques, la somme de leurs carrés, augmentée ou 
diminuée du double produit de ces nombres, forme un carré. Dès lors, 
ayant choisi deux nombres, nous devons poser, d’une part, que le 
premier nombre est la somme de leurs carrés, puisque le premier 
nombre est égal à la somme de deux carrés, notamment celui que 
l’on cherche et celui qui doit être ajouté, c’est-à-dire le second nom- 
bre et le troisième nombre, et poser, d'autre part, que le troisième 
nombre est leur double produit. Or, le troisième nombre est un carré ; 
donc, ce double produit de nombres est aussi un carré. 

Posons que l’un des nombres (?) est 1 arithme, et que l’autre est 
2 arithmes, afin que leur double produit soit un carré. Dès lors, 
prenant la somme de leurs carrés, posons que le premier nombre 
est 5 carrés d’arithme, et que le troisième nombre est leur double 
produit 4 carrés d’arithme. En conséquence, le reste, qui sera le 
second nombre, est 1 carré d’arithme ; car, si on l’augmente du 
troisième nombre, 1l est égal au premier nombre. 

Reste à avoir que le premier nombre constitue un cube ; en consé- 


UNE 2 
1 et 9, l'identité de la note précédente donne : Ur +9 x 1=() , ou comme le 


texte 164+-9—(5)2, On satisfait donc à la condition (II) en posant : Z?2—16x?. Substti- 
tuons dans la condition (1) qui devient : x34+16x?2—%. Adoptons la détermination : 


4096 
a%— 8x5, et l’on a : x5L16x2—8x5, d’où, comme le texte : FE. Donc, XI ; 
2304 4096 
5 PE rh du 
Y 49 ? À 49 


1. C'est-à-dire former respectivement un carré et un cube. 
2. Cette acception arbitraire modifie, en réalité, la nature de la proposition. 
3. C'est-à-dire l’un des nouveaux nombres auxiliaires choisis. 
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quence, égalons 5 carrés d’arithme à 1 cube d’arithme, et l’arithme 
devient 5 unités. 

Revenant à ce que nous avons posé, le cube, ou premier nombre 
sera 125 unités : le carré, ou second nombre, sera 25 unités, et le 
carré à ajouter, ou troisième nombre, sera 100 unités ; et la preuve 
est évidente (1). 


AUTREMENT 


Que le cube soit le premier nombre ; le carré le second nombre, et 
le carré à ajouter le troisième nombre. 

Dès lors, puisque nous voulons que le carré à ajouter, ajouté au 
second nombre, c’est-à-dire à un carré, forme un cube, qu'il forme le 
premier nombre. D'autre part, puisque nous voulons que le premier 
nombre, additionné au second, forme un carré, nous sommes amenés 
à trouver deux carrés dont la somme, augmentée de l’un d’eux, 
forme un carré (?). 

Posons que ces deux carrés sont, le premier 1 carré d’arithme, et 
l’autre 4 unités. Leur somme, augmentée de l’un d’eux, devient 2? car- 
rés d’arithme plus 4 unités. Égalons cette somme à un carré, notam- 
ment au carré dont la racine est 2 arithmes, et l’arithme devient 
4 unités. 

Revenant à ce que l’on a posé, l’un des carrés sera 4, et l’autre 16. 

Posons maintenant que le carré à ajouter est 16 carrés d’arithme, 
et que le second nombre est 4 carrés d’arithme ; donc, le premier 
nombre sera 20 carrés d’arithme ; car nous voulons qu’il soit égal à 
la somme des deux précédents. Il faut enfin que 20 carrés d’arithme 
soient égaux à 1 cube d’arithme, et l’arithme devient 20 unités. 


1. Les conditions du problème sont, d’après l’énoncé : X3+Z2— 02, et Y?2+72—Rp53, 
Mais, la solution, introduisant aussitôt la détermination £$—X3, les conditions 
deviennent, en réalité : X34+Z2=— a? (I), et Y?+Z2=XS8 (IT). 

Assimilons la condition (I) à l'identité : a?+b?-L2ab—{(a+b)? ; et, puisque, d’après. 
la condition (II), X3 est une somme de 2 carrés, posons les identifications : X$— 
a?+ 6? (III), et, Z?=2ab (IV). On satisfait à la condition (IV) en posant : 4a—x, et 
b—2x. Dès lors, :Z7=4x25 X9=%3 142511, et) d'après (I) NV r= 5% Pre 
Or, X3 devant être un cube, posons : 5x2=—x5, d’où : x—5. En conséquence, X°—125; 
Vi=92b}et Z°=—100. 

2. Le texte présente ici une phrase, que l’édition de Tannery place entre crochets 
pour marquer le doute sur son authenticité (Cfr. loc. cit. Vol. I, p. 200), et qui 
doit, en réalité, être due à un commentateur grec : Lx toUto Ôn, émet ol ÔUo Terpa- 
YuYor, 0 te rpooriféuevos To Bw xat 6 Bos morobot xÜBov Toutéatt rèy aov ; c'est-à-dire : 
«pour la raison suivante : puisque les deux carrés, celui qui est ajouté au second 
(nombre) et le second (nombre) forment un cube, c’est-à-dire le premier (nombre) ». 
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Revenant aux choses posées, le premier nombre sera 8000 ; le 
second 1600, et le nombre à ajouter sera 6400 ; ce qui montre que la 
proposition comporte une infinité de solutions (1). 


VIII 


Ajouter un même nombre à un cube et à sa racine, et former les 
mêmes choses. 

Que le nombre à ajouter soit 1 arithme, et que la racine du cube 
soit une quantité quelconque d’arithmes. Que cette quantité soit 
2 arithmes, et il s'ensuit que le cube est 8 cubes d’arithme. 

Dès lors, si l’on ajoute 1 arithme à 2 arithmes, ces derniers 
deviennent 3 arithmes, tandis que si on l’ajoute à 8 cubes d’arithme, 
ces derniers deviennent 8 cubes d’arithme plus 1 arithme, lesquels 
seront égaux à 27 cubes d’arithme. Retranchons (2?) 8 cubes d’arith- 
me, et il s’ensuit que les 19 cubes d’arithme restants seront égaux 
à 1 arithme. Divisons tout par l’arithme, et 19 carrés d’arithme 
seront donc égaux à 1 unité. Or, 1 unité est un carré, et si 19, quan- 
tité de carrés d’arithme, était un carré, l'équation serait résolue. 
Mais les 19 carrés trouvent leur origine dans l’excédent dont 27 cubes 
d’arithme et 8 cubes d’arithme se dépassent ; et 27 cubes d’arithme 
sont le cube de 3 arithmes, tandis que 8 cubes d’arithme sont le 
cube de ? arithmes ; donc, 19 procède de l’excédent dont le cube 
de 3 arithmes dépasse le cube de ? arithmes. Or, les 2? arithmes 
sont d'hypothèse, et les 3 arithmes dépassent d’une unité la quan- 
tité d’arithmes prise arbitrairement comme racine. Dès lors, nous 
sommes amenés à trouver deux nombres qui se dépassent l’un 
l’autre de 1 unité, et dont l’excédent des cubes forme un carré. 

Que l’un de ces nombres soit 1 arithme, et l’autre 1 arithme plus 
1 unité. En conséquence, l’excédent de leurs cubes est 3 carrés 


1. Cette seconde solution modifie également les conditions de l’énoncé du pro- 
blème pour les remplacer par les suivantes : X3-472—42 (I), et Y2+Z2—X8 (II). 
Ces conditions montrent que l’on doit avoir : Y24724+72=—%2. Cherchons donc 
2 carrés auxiliaires répondant à la condition a?+2b?=nombre carré c?, Posons 
a®—4, et b—x?, et adoptons la détermination c2—(2x—2})2. Dès lors on a, comme 
le texte : 2x2+4—4%x2+4 8x, d’où : x—4. Donc, a?—4, et b2—16. 

Posons maintenant Z?2—16y?, et Y?=—4y2, Or, d’après (II), la somme de ces 
expressions doit être un cube, soit y3; donc : 20y2—5, d’où : y—20. En conséquence, 
Z?=6400 ; V2—1600, et X3—8000. 

2. C'est-à-dire retranchons des deux membres de l'équation. 
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d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité. Égalons-les au carré dont la 
racine est 1 unité moins ? arithmes, et l’arithme devient 7 unités. 
Revenant à ce que l’on a posé, l’un des nombres sera 7, et l'autre 8. 

Revenons-en à la question originale, et posons que le nombre à 
ajouter est 1 arithme, et que la racine du cube est 7 arithmes. Ce 
cube sera donc 343 cubes d’arithme. Dès lors, si l’on ajoute l’arithme 
à chacun de ces derniers nombres, l’un formera 8 arithmes, et l’autre 
343 cubes d’arithme plus 1 arithme. Or, nous voulons que cette 
dernière expression soit un cube dont la racine est 8 arithmes ; 
donc, 512 cubes d’arithme sont SU à 343 cubes d’arithme plus 
1 arithme, et l’arithme devient à. | 

Revenant aux . posées, le cube sera 4, la racine %, et le 
nombre à ajouter 3% (1). 


IX 


Ajouter un même nombre à un cube et à sa racine, et former 
l'inverse (?). 

Que le cube soit une quantité cubique quelconque de cubes 
d’arithme. Que cette quantité soit 8, et 1l s'ensuit que la racine de 


1. Le problème pose les conditions : X34Y—08 (1), et X4+Y—x (II), d’où l’on 
tire aussitôt : X8LY—(X+Y)8 (III). 

Posons : V=x, et X—2x, d'où : X°—8x5. Dès lors, d’après (III) on a : 8x%+x— 
27x35, d’où, comme le texte : 19x%—x, ou 19x?—1. Repoussant la valeur non ration- 
nelle de x, Diophante cherche à revenir sur les positions adoptées, de manière à ce 
que 19 soit remplacé par un nombre carré. Observant que l’on a : 19—27—8—35—2%, 
et que, d'autre part, 3—2—1, il cherche deux nombres consécutifs dont la différence 
des cubes sera un carré. Si ces nombres sont yet y+1, on doit avoir : (y+1)3—%— M"? 
Soit Hotte ; donc : 3y2+3y+1—1+4y2—4y, d'où, comme le texte : y=—7, et 

y+1= Ç 

Dès je posons : Y=—x, et X—7x, d'où : X°—343x%. La condition(IlI) devient 


donc, comme dans le texte : 343x%+x—(8x)—512x5, d’où : = Donc : x ; 


KX— 3 = et Ye. 


Nesselmann a donné une solution générale de cette proposition que nous résumons 
comme suit (Cf. loc. cit. p. 163) : On doit avoir : x3+y—{x+7)5, ou 3x2+3xy+7y?=1, 


CUS : Er PENSE 2 CES 
d'où : re ET Posons : 4—3a—(2 Tr) HOUSE ere 


3n°?+m° 
mn E (m°—3n? # | 
, Adoptant le signe +, la valeur de y sera positive pour 


Ù 2 2 — ‘ 
m—3n°>6mn, ou pour PEU Ess ou (3) >12,ou PS3 1t/A12. La solution 
n n n n 


: donc: 


V = 


de Diophante correspond aux déterminations m—7, n=1. 
2. C'est-à-dire former respectivement une racine et son cube. 
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ce cube sera ? arithmes. D'autre part, afin que cette racine forme 
un cube, que le nombre à lui ajouter soit une quantité cubique de 
cubes d’arithme moins ? arithmes, c’est-à-dire moins la quantité 
d’arithmes de la racine du cube, notamment 27 cubes d’arithme 
moins ? arithmes. Si l’on ajoute ce nombre à 2? arithmes, il forme 
27 cubes d’arithme, ce qui est le cube de racine 3 arithmes ; et si on 
l’ajoute à 8 cubes d’arithme, il forme 35 cubes d’arithme moins 
2 arithmes. Or, nous voulons que cette dernière expression soit la 
racine cubique des 27 cubes d’arithme que nous venons d’obtenir, 
c'est-à-dire 3 arithmes ; par conséquent, 35 cubes d’arithme moins 
2 arithmes sont égaux à 3 arithmes, et 5 arithmes deviennent égaux 
à 39 cubes d’arithme. Divisons tout par l’arithme ; il s’ensuit que 
3b carrés d’arithme égalent 5 unités, et l’arithme devient irrationnel 
parce que l’une des expressions n’est pas à l’autre dans le rapport 
d’un nombre carré à un nombre carré. Mais, 35, quantité de carrés 
d’arithme, est la somme des deux cubes 27 et 8 ; tandis que les 
D unités procèdent de la somme des racines de ces cubes. En consé- 
quence, nous sommes amenés à trouver deux cubes dont la somme 
soit à la somme de leurs racines dans le rapport d’un nombre carré 
à un nombre carré. 

Que la somme des racines de ces cubes soit une quantité quel- 
conque d’unités, telle que 2. Posons que la racine du premier cube 
est 1 arithme ; la racine de l’autre cube sera donc ? unités moins 
1 arithme, et la somme des cubes de ces racines forme 6 carrés 
d’arithme plus 8 unités moins 12 arithmes. Dès lors, nous voulons 
que cette dernière expression soit à la somme des racines des cubes, 
c'est-à-dire à 2? unités, dans le rapport d’un nombre carré à un 
nombre carré. Or, 2 unités sont le double d’un carré, en sorte que 
6 carrés d’arithme plus 8 unités moins 12 arithmes sont aussi le 
double d’un carré ; donc la moitié de cette expression est égale à 
un carré, c’est-à-dire que 3 carrés d’arithme plus 4 unités moins 
6 arithmes sont égaux à un carré, notamment au carré de ? unités 
moins 4 arithmes, d’où l’arithme devient #. Revenant aux positions, 
l’une des racines sera #, l’autre #. Prenons-les 13 fois, puis de moitié, 
et les racines des cubes seront l’une 5, et l’autre 8. 

Dès lors, revenons à la question originale. Posons que la racine 
du cube est 5 arithmes ; par conséquent, le cube sera 125 cubes 
d’arithme. Posons, d’autre part, que le nombre à ajouter provienne 
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du cube de 8, c'est-à-dire qu'il soit 512 cubes d’arithme moins 
5 arithmes. Si on l’ajoute à 5 arithmes, il forme un cube, et si on 
l’ajoute à 125 cubes d’arithme, il forme 637 cubes d’arithme moins 
5 arithmes. Or, nous voulons que cette dernière expression soit la 
racine cubique de 512 cubes d’arithme ; donc, 8 arithmes sont 
égaux à 637 cubes d’arithme moins 5 arithmes, et l’arithme devient 3. 


Revenant aux choses posées, le cube sera 5%, sa racine sera 3, et le 


nombre à ajouter sera 5% (1). 


X 


Trouver deux cubes dont la somme est égale à celle de leurs 


racines. 
Que les racines des cubes exprimées en arithmes soient l’une 


2 arithmes, et l’autre 3 arithmes. Dès lors, la somme des cubes forme 
35 cubes d’arithme, lesquels sont égaux à la somme des racines, 
c'est-à-dire à 9 arithmes. Divisons tout par l’arithme ; il s’ensuit 
que 35 carrés d’arithme sont égaux à 5 unités, et l’arithme devient 


1. Le problème pose les conditions : X®4+Y=%« (I), et XV = (II), d'où l’on 
tire aussitôt : X3+Y—Y/X-+Y (III). 

De même que dans la proposition précédente, Diophante emploie la méthode 
de la fausse position, et pose, d’une part : X®—8x5, d’où : X—2x, et, d'autre part : 
Y=—27x%—2x. On satisfait donc ainsi à la condition (IT), et la relation (III) devient : 
8x5+(27x%—2x)—j// 2x +(27x5—2x), ou, comme dans le texte : 35x%—2x—3%x, ou : 
35x%— 5x, d'où : 35x°=—5. Or cette équation devant amener la valeur irrationnelle : 





1 ; ; 5 Le 
ME re non admise par Diophante, il revient sur les positions du début de manière 


à ce que les nombres 35 et 5 soient remplacés par des nombres, ou par des expres- 

sions, dont le rapport est un carré. Considérant les identités : 35—27+8—33493 
AS CES 

PATES —q? (IV). Posons 

donc : a+b=—2, et ay, d'où : b=2—y. Dès lors, d’après (IV) on a, comme le texte : 


218 — 
Mare EP ou 3y?+4—6y—9? ; et, adoptant la détermination : g?—(2-—4y)}?, 


10 
13 € 
comme le texte, 13 fois la moitié de ces valeurs : a=5, et b—8. 
Revenons maintenant sur les fausses positions du début, et posons : X—5x, d’où : 
X%—125x%. D'autre part, considérant que 8%—512, posons : V—512x5—5x. Ces ex- 
pressions satisfont évidemment à la condition (II). Enfin la relation (III) devient, 
125 


il 1 
comme le texte : 637x3—5x—8x, d'où : x?——, et x—-. E 5 $— 
Vs En conséquence, X 343? 
267 


0 
X=3; et LOnrres 





et 5—3+2, il cherche deux nombres a et b tels que l’on ait : 


il vient : 3y?+4—6y—(2—4y)?, d’où : Y=T. Donc a— t =, ou, prenant, 
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irrationnel. Mais 35, quantité des carrés d’arithme est la somme 
de deux cubes, 8 et 27, tandis que les 5 unités sont la somme des 
racines de ces cubes. Nous sommes donc amenés à trouver deux cubes 
dont la somme, divisée par la somme de leurs racines, forme un 
quotient carré. Or, cela a été démontré précédemment (1), et les 
racines de ces cubes sont, l’une 8 arithmes, et l’autre 5 arithmes. 

Revenons donc à la question originale, et posons que les racines 
des cubes sont, l’une 8 arithmes, et l’autre 5 arithmes. Dès lors, la 
somme des cubes devient 637 cubes d’arithme, que nous égalons 
à la somme des racines, c’est-à-dire à 13 arithmes, et l’arithme 
devient 3. 

Revenant aux positions, la racine du premier cube sera À, celle 


de l’autre cube ;, et les cubes mêmes seront l’un 35, et l’autre 5 (2). 


XI 


Trouver deux cubes dont la différence est égale à la différence de 
leurs racines. 

Que les racines des cubes soient 2 arithmes et 3 arithmes. Dès 
lors, la différence des cubes de ces racines est 19 cubes d’arithme, 
et la différence des racines est 1 arithme. En conséquence, 1 arithme 
est égal à 19 cubes d’arithme, et l’arithme ne devient pas rationnel 
parce que le rapport d’une expression à l’autre expression n’est pas 
celui d’un carré à un carré. Nous sommes donc amenés à trouver 
deux cubes tels que leur différence soit à la différence de leurs 
racines, comme un nombre carré est à un nombre carré. 





1. Voir proposition IX. 

2. Condition du problème : X+Y=X + Y. 

Soient, en fausse position : X=2x, et Y—3x ; donc : 35x%—5x, d’où : 35x2—5, 
d’où valeur irrationnelle de x. Il faut donc remplacer 35 et 5 par deux autres nom- 
bres, ou deux autres expressions, en rapport carré. Considérons, comme dans la 
proposition précédente, que 35— Said et que 5—3+2, et cherchons deux nombres 
a+ bÿ 
a+b 


a et b répondant à la condition : —Q?. On a vu (voir note avant-précédente) 


que l’on trouve : a=5, et b—8. 
Revenons donc sur les premières positions ; soit X—5x, et Y —8x. de lors, 


125x%1512x3— 13x, ou, comme le texte : 637x3—13x, d’où : PT, et =} . Donc : 
> Rare X3 en V3 ne. Ces nombres constituent une solution, car 


PARTS Ta 343 
1254512 518 


343 Fée 
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Que les racines de ces cubes soient, l’un 1 arithme (1), et l’autre 
1 arithme plus 1 unité, de manière que la différence de ces racines 
soit un carré, c'est-à-dire 1 unité. Or, puisque l’une des racines est 
1 arithme, et l’autre 1 arithme plus 1 unité, l’excédent des racines 
sera donc 1 unité, [tandis que la différence de leurs cubes sera 
3 carrés d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité] (?). Dès lors, nous 
voulons que 3 carrés d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité soient 
à 1 unité, c’est-à-dire à la différence des racines, dans le rapport d’un 
nombre carré à un nombre carré ; par conséquent, le produit de ces 
différences doit être un carré. Or, le produit des différences est 
3 carrés d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité ; ce que nous égalons 
au carré dont la racine est 1 unité moins ? arithmes, et l’arithme 
devient 7 unités. Revenant à nos positions, les racines seront l’une 7, 
et l’autre 8. 

Revenons à la question originale, et posons que les racines des 
cubes sont, d’une part, 7 arithmes, et, d’autre part, 8 arithmes. Dès 
lors, leur différence est 1 arithme, et la différence de leurs cubes est 
169 cubes d’arithme. En conséquence, 169 cubes d’arithme sont 
égaux à 1 arithme, et l’arithme devient %. 

Revenant à nos positions, les racines des cubes seront : l’une %, et 
l’autre % (®). 





1. Il s’agit ici d’un nouvel arithme, ou d’une inconnue auxiliaire. 

2. La phrase placée entre crochets a été introduite complémentairement dans la 
copie manuscrite de Auria, et a été admise avec une légère modification dans l’édi- 
tion Ge Bachet. 

3. Problème d'analyse indéterminée du 3me degré, dont la condition est : X—VY5 
—X—Y. 

Soient en fausse position : X—3x, et Y—2x. Donc, comme le texte : 19x%—x, d’où 





une valeur irrationnelle x= + er non admise. Cherchons donc à remplacer le 


coefficient 19, en considérant que 19=—3%— 23, et que 1—3—2. II faut donc trouver 
as— 
a—b 





3 
deux nombres a et b tels que l’on ait : —q?, Dès lors, soit, a=y+1,et b=Y ; 


2 
donc : RE Adoptons la détermination : g?—(1—2y})?, il vient : 


3y?+3y+1—(1—2y}?, d'où, comme le texte : y—7. Donc : a=—8, et b=7. 
Revenons sur les fausses positions du début, et posons : X—8x, et Y—7x. La 


condition du problème donne : 169x5%—x, d’où : =. Donc : X=+, et Yen. 
Nesselmann (Die Algebra der Griechen,, pp. 447-8) a fait remarquer que Diophante. 


Q . 0 e 0 . TETE 3 0 
aurait pu faire usage ici de l'identité : = —a?—+ab+ b?, qui découle de la propo- 





sition 35 du livre IX d’Euclide, et que, dès lors,le problème auxiliaire revenait à 
résoudre l'équation a+ ab+ b?2—q?, comme Diophante le fera plus loin, au lemme I, 
relatif à la proposition VII du Livre V. 
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XII 


Trouver deux nombres tels que le cube du plus grand, augmenté 
du plus petit nombre, soit égal au cube du plus petit, augmenté du 
plus grand nombre (1). 

Que l’un des nombres soit 2 arithmes, et l’autre 3 arithmes. Dès 
lors, le cube du plus grand nombre, augmenté du plus petit nombre, 
forme 27 cubes d’arithme plus ? arithmes, et le cube du plus petit, 
augmenté du plus grand nombre, forme 8 cubes d’arithme plus 
3 arithmes. En conséquence, 8 cubes d’arithme plus 3 arithmes sont 
égaux à 27 cubes d’arithme plus 2 arithmes. Divisons tout par 
l’arithme. Dès lors, 19 carrés d’arithme deviennent égaux à 1 unité, 
et l’arithme n’est pas rationnel. Mais 19, quantité de carrés d’arith- 
me est une différence de cubes, tandis que 1 unité est la différence 
des racines de ces cubes ; par GODSAURE nous sommes amenés à 
trouver deux cubes dont la différence est à la différence des racines 
de ces cubes dans le rapport d’un nombre carré à un nombre carré, 
Or, cela a été démontré précédemment (?), et les racines des cubes 
sont 7 et 8. 

Revenons donc à la question originale, et posons que l’un des 
nombres est 7 arithmes, et l’autre 8 arithmes. Dès lors, 343 cubes 
d’arithme plus 8 arithmes deviennent égaux à 512 cubes d’arithme 
plus 9 arithmes, et l’arithme devient %. 

Revenant à nos positions, l’un des nombres sera %, l’autre &, et la 
preuve est évidente (5). 


XIII 


Trouver deux nombres tels que si l’on augmente d’une unité 








1. Même proposition que la précédente, présentée sous un énoncé différent. 

2. Voir proposition XI. 

3. Condition du problème : X$+Y—VS+X. 

Posons : X—3a, et Y—2x. Donc, comme le texte : 27x5+2x—8x5+3x, d'où : 
19x2— 1, d’où valeur irrationnelle de x. Considérons donc : 19—3%— 25, et 1—3—2, 
ce qui ramène, comme dans la proposition précédente, à trouver deux nombres a et b, 

Fe 3 
els que l’on ait : pee 2, Or, on a trouvé : a—8, et b—7. Dès lors, posons: 
nb cieteY\e= et l'OIN a; Dre “es le texte : 343x?+8x—512x3+9x, d'où : 


5 En conséquence : X=—+ met Y=. 
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chacun d’eux, ainsi que leur somme et leur différence, on forme un 
carré. 

Si nous retranchons 1 unité d’un carré, nous aurons le premier 
nombre. Formons le carré d’une quantité quelconque d’arithmes 
augmentée de 1 unité. Que ce soit le carré de 3 arithmes plus 1 unité ; 
ce carré sera donc 9 carrés d’arithme plus 6 arithmes plus 1 unité ; 
et, si nous en retranchons 1 unité, posons que le premier nombre est 
9 carrés d’arithme plus 6 arithmes. 

D'autre part, puisque nous voulons que la somme des premier et 
second nombres, augmentée de 1 unité, forme un carré, alors que 
la somme des premier et second nombres, augmentée de 1 unité, est 
[le second nombre plus 1 unité] (1) plus 9 carrés d’arithme plus 
6 arithmes, et que le second nombre, augmenté de 1 unité, est un 
carré, nous avons à chercher un carré qui, augmenté de 9 carrés 
d'arithme plus 6 arithmes, forme un carré. 

Choisissons deux nombres dont le produit soit 9 carrés d’arithme 
plus 6 arithmes. Or, 9 arithmes plus 6 unités divisent ce produit sui- 
vant 1 arithme ; donc, si nous posons que la demi-différence de ces 
nombres est la racine du plus petit carré, cette racine sera 4 arith- 
mes plus 3 unités, racine qui, multipliée par elle-même, devient 
16 carrés d’arithme plus 24 arithmes plus 9 unités. Retranchons-en 
1 unité, et posons que le second nombre est 16 carrés d’arithme plus 
24 arithmes plus 8 unités. Or, le pemier nombre est 9 carrés d’arith- 
me plus 6 arithmes ; donc, chacun des nombres (?), augmenté de 
1 unité, forme un carré. 

Reste à égaler à un carré la différence des nombres augmentée de 
1 unité, c'est-à-dire 7 carrés d’arithme plus 18 arithmes plus 9 unités. 
Égalons au carré dont la racine est 3 unités moins 3 arithmes, et 
l'arithme devient 18 unités. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 3024; le 
second sera 5624, et la preuve est évidente (5). 


_— — a — —— 


1. Lacune comblée par Tannery: 6 fBos uerx Ma, c'est-à-dire : «le second 
(nombre) avec 1 unité ». 
2. L'édition de Bachet interpole ici : xat cuvauootepos. Le texte aurait, en effet, 
Ai sjonter qe conne ELU RS p. 203.) 
. Les conditions du problème sont : 1=4%% (T1); —f? : Ye 
{IIT), et Y—X+L1—5 (LV). : Se CR 
La condition (1) donne : X=—«2—1 ; donc, si l’on adopte la détermination x2— 
{3x+1)?, ou, comme le texte : &?—9x2+6x+1, on a : X—9x2+6x. Dès lors, la 
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XIV 


Trouver trois nombres carrés dont la somme est égale à la somme 
de leurs excédents. 

Puisque la somme de l'excédent du plus petit carré et du carré 
médian, de l'excédent du carré médian et du plus petit carré, et de 
l'excédent du plus grand carré et du plus petit carré est égale à la 
somme des trois carrés ; mais que la somme des trois excédents est 
le double de l’excédent du plus grand carré et du plus petit carré, il 
s'ensuit que le double de l’excédent du plus grand carré et du plus 
petit carré est égal à la somme des trois carrés. Posons donc que le 
plus petit carré est 1 unité, et que le plus grand carré est 1 carré 
d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. Dès lors, le double de l’excé- 
dent du plus grand carré et du plus petit carré est 2 carrés d’arithme 
plus 4 arithmes. Or, cela constitue la somme des trois carrés, dont 
deux ont pour somme 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus ? uni- 
tés ; [donc, le carré médian restant sera 1 carré d’arithme plus 
2 arithmes moins ? unités] (1). Il faut donc que ceci soit égal à un 
carré. Que ce le soit au carré dont la racine est 1 arithme moins 
4 unités, et l’arithme devient £. 

Revenant à ce que l’on a posé, le plus grand carré sera #, le carré 
médian sera %, et le plus petit carré sera 1 unité. Prenons-les tous 
25 fois, et le plus grand carré sera 196, le médian 125, et le plus 
petit 29 (?). 


condition (III) devient, comme le texte : V+H1+9x?2+16x—7%?, où d'après (II) : 
B2+9x2+6x—7Y?, d'où : 9x?+L6x—Y—B$?, ou (9x+6)x—(y+6B) (y—B). Déterminons 


8? en posant : y+B—9x+6, et y—B=x, d'où : ef) = 16424 24x+0. Dès 


lors, d’après (II), on a : V+1—16x2+24x+9, d'où, comme dans le texte : Y— 
16x2+24x+8. Les expressions de X, Y satisfont déjà aux conditions (I), (II) et (III). 
Adoptons enfin la détermination : 82—(3—3x)?, et la condition (IV) devient : 
7x2+.18x+9—(3—3x)?, d'où : x—18. Donc : X—3024, et V—5624. 48 

1. Lacune comblée par Bachet : Aoëmdç dou 6 pécoç ésrat Alacs À\ M$. 

2. D’après son énoncé, le problème pose donc la condition : X?+VY?+7?— 
{X2—Y?)+(V2—72)+(X2—7?) ; ce qui revient, comme dans le texte, à la condi- 
tion : X2+Y2+72—2(X?2-.7?),. 

Si l’on pose : X2={x+1)?—x?2+2x+1, et Z2=1, cette condition donne : 
x2L2x +24 VY2—92x244x, d'où, comme le texte : Y?=—x?+2x—2. Adoptons la 


LR 9 > 
détermination Y?=—{x—4)?, et l’on a : (x—4)?=x?+2x—2, d'où : x==. En consé- 


5 
2 
quence : x (TE) =: =(—) RE Z=1, ou, comme le texte: X2—196; 


5)#1425 
Y2— 121, Z2— 925. 
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XV 


Trouver trois nombres tels que la somme de deux quelconques 
d’entre eux, multipliée par le nombre restant, forme un nombre 
donné (1). | 

Proposons donc que la somme des premier et second nombres, 
multipliée par le troisième, forme 35 unités ; que la somme des 
second et troisième nombres, multipliée par le premier, forme 27 uni- 
tés, et que la somme des premier et troisième nombres, multiplhiée 
par le second, forme 32 unités. 

Posons que le troisième nombre est 1 arithme ; 1l nous reste donc 
39 inverses de l’arithme comme somme des premier et second nom- 
bres. Que le premier nombre soit 10 inverses de l’arithme ; le second 
nombre sera 25 inverses de l’arithme. 

Restent les deux conditions : la somme des second et troisième 
nombres, multipliée par le premier, formant 27 unités, [et la somme 
des premier et troisième nombres, multiphée par le second, formant 
32 unités] (?). Mais la somme des second et troisième nombres, mul- 
tipliée par le premier, [forme] (*) 10 unités plus 250 inverses du 
carré de l’arithme ; donc, 10 unités, augmentées de 250 inverses du 
carré de l’arithme, sont égales à 27 unités. D'autre part, la somme 
des troisième et premier nombres, multipliée par le second, forme 
25 unités plus 250 inverses du carré de l’arithme ; ce qui est égal 
à 32 unités, alors que 10 unités plus 250 inverses du carré de l’arith- 
me valent 27 unités. Or, les unités excèdent les unités de 5 unités (4), 
et si les 25 unités plus 250 inverses du carré de l’arithme excédaient 
aussi de 5 unités les 10 unités plus 250 inverses du carré de l’arithme, 
l'excédent serait le même. Mais les 25 unités proviennent du second 
nombre, tandis que les 10 unités proviennent du premier nombre. 
Dès lors, nous voulons que l'excédent de ces nombres soit 5 unités. 
Or, le premier nombre et le second nombre ne sont pas quelconques ; 
mais leur somme est 35 unités. Nous sommes donc amenés à partager 


1. Problème de la forme : (X+Y)Z=a; (Y+Z)X=—06, et (Z+X)Y=c. 

2. Lacune du texte comblée dans la copie manuscrite de Auria, et dans l'édition 
princeps de Bachet, par la phrase : xai Ëtt T0 ouvaupétepoy rûy a0V xat Toy VOY émt Toy 
Boy mouetv MAS. (Cf. loc. cit, p. 204.) 

3. Lacune comblée par le mot rot dans Auria et dans Bachet. (Loc. cit. p. 204). 

4. C'est-à-dire que les nombres 32 et 27 se dépassent du nombre 5. 
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35 en deux nombres, de manière que l’un excède l’autre de 5 unités (1) 
Or, ces nombres sont l’un 15, et l’autre 20. 

Dès lors, posons que le premier nombre est 15 inverses d’arithme, 
et que le second nombre est 20 inverses d’arithme. La somme des 
second et troisième nombres, multipliée par le premier, forme 15 uni- 
tés plus 300 inverses du carré de l’arithme ; ce qui doit être égal à 
27 unités. D'autre part, la somme des premier et troisième nombres, 
multipliée par le deuxième, forme 20 unités plus 300 inverses du 
carré de l’arithme ; ce qui doit être égal à 32 unités. Or, si nous 
égalons 20 unités plus 300 inverses du carré de l’arithme à 32 unités, 
l’arithme devient 5 unités. 

Revenant aux positions, le premier nombre sera 3 unités ; le 
second 4 unités, et le troisième 5 unités (2).: 


XVI 


Trouver [trois] () nombres dont la somme est égale à un carré, et 
tels que le carré de chacun d’eux, accru du nombre qui le suit, forme 
un carré. : 


1. Voir livre I, proposition I. 
2. Les conditions du problème sont : (X+VY)Z=35 (I) ; (Y+Z)X=—27 (II), 
(Z+X)Y—32 (III). 


Soit, en fausse position : Z—x, d’où, d’après ([) : x+Y=®. Posons, en outre : 


=", et = Dès lors, la condition (II) devient : (E+x)5 27, ou, comme 


le texte : 104% —27; tandis que la condition (III) devient : 25-232. Dio- 


phante observe que ces deux équations seraient corrélatives si, de même que l'on a : 
32—27—5, l’on avait, comme dans le texte : (25+)-(10+27) 5. Il faut donc 
remplacer 25 et 10 par deux nombres dont la différence est 5. Or, on a : 25+10—35, 
et 35 est le coefficient de = dans l'expression de X+Y. Donc, il faut partager 35 


en deux nombres dont la différence est 5. Or, d’après la proposition I du Livre I, 
ces deux nombres sont 15 et 20. Dès lors, revenant sur les premières positions 


Ve ; 300 
adoptées, posons : Rens et La condition (II) devient : 154527, et 
* x 


la condition (III) : 20430032 Résolvons l’une ou l’autre de ces deux équations, 
x 
et l’on a : x=5. Donc: X=—3; Y—4; Z=5. ve na 
3. Le mot toets manque aux manuscrits, et a été restitué par Bachet, par ana- 
logie avec le texte de la proposition XVII, qui est la contre-partie de la proposi- 
tion XVI. 
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Posons que le nombre médian est une quantité quelconque 
d’arithmes, notamment 4 arithmes. Dès lors, puisque nous voulons 
que le carré du premier nombre, accru du second nombre, forme un 
carré, nous sommes amenés à trouver un carré qui, accru de 4 arith- 
mes, forme un carré. 

Cherchons d’abord deux nombres dont le produit est 4 arithmes. 
Or, 2? arithmes divisent ce produit suivant 2 unités, et si nous posons 
que le premier nombre est la demi-différence de ces deux nombres, 1l 
sera 1 arithme moins 1 unité, et nous obtenons ainsi que le carré du 
premier nombre, accru du second nombre, forme un carré. 

D'autre part, il faut que le carré du second nombre, accru du troi- 
sième, forme aussi un carré, c’est-à-dire que 16 carrés d’arithme, 
augmentés du troisième nombre, [forment] (1) un carré. En consé- 
quence, si nous retranchons 16 carrés d’arithme d’un carré, nous 
aurons le troisième nombre. Formons, d’après la racine de 16 carrés 
d’arithme, le carré de 4 arithmes plus 1 unité ; ce carré sera donc 
16 carrés d’arithme plus 8 arithmes plus 1 unité. Si nous en retran- 
chons 16 carrés d’arithme, le troisième nombre restant sera 8 arith- 
mes plus 1 unité. 

Derechef, puisque nous voulons que la somme des trois nombres 
soit un carré, et vu que cette somme des trois nombres est 13 arithmes, 
égalons-la à un carré. Que ce carré soit la quantité quadratique de 
carrés d’arithme (?) 169, et l’arithme devient 13 carrés d’arithme. 
Kevenant aux positions, le premier nombre sera 13 carrés d’arithme 
moins 1 unité ; le second nombre sera 52 carrés d’arithme, et le 
troisième nombre sera 104 carrés d’arithme plus 1 unité. Nous avons 
ainsi résolu trois des conditions d’une manière indéterminée. 

Reste à avoir que le carré du troisième nombre, c’est-à-dire 
10816 bicarrés d’arithme plus 208 carrés d’arithme plus 1 unité, 
augmenté du premier nombre, c’est-à-dire de 13 carrés d’arithme 
moins 1 unité, forme un carré. Or, cela forme 10816 bicarrés d’arith- 
me plus 221 carrés d’arithme à égaler à un carré. Divisons tout par 
le carré de l’arithme, et il vient 10816 carrés d’arithme plus 221 un1- 
tés à égaler à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 
104 arithmes plus 1 unité, et l’arithme devient #. 


. 1. Lacune comblée par Bachet par le mot mouetv. 
2. Diophante, tout en employant le même mot, arithme, vise une nouvelle 
inconnue. 
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Revenant aux positions, le premier nombre sera $%1 : le second 


4573 en 
70, et le troisième #78 (1), 


XVII 


Trouver trois nombres dont la somme est égale à un carré, et tels 
que le carré de chacun d’eux, diminué du nombre qui le suit, forme 
un carré. 

Posons de nouveau (?) que le nombre médian est 4 arithmes. Dès 
lors, puisque nous voulons que le carré du premier nombre, diminué 
du second, c’est-à-dire diminué de 4 arithmes, forme un carré, nous 
sommes amenés à trouver un carré qui, diminué de 4 arithmes, forme 
un carré. 

Cherchons donc d’abord deux nombres dont le produit est 4 arith- 
mes. Or, 2 unités divisent 4 arithmes suivant 2 arithmes. Prenant 
maintenant la demi-somme de ces derniers nombres, posons que le 
premier nombre est 1 arithme plus 1 unité, et nous satisfaisons ainsi 
à une des conditions. 

Derechef, puisque nous voulons que le carré a second nombre, 
c'est-à-dire 16 carrés d’arithme, diminué du troisième nombre, forme 
un carré, si, de 16 carrés d’arithme nous retranchons un carré, 
notamment le carré de 4 arithmes moins 1 unité, lequel devient 
4 carrés d’arithme plus 1 unité moins 8 arithmes, à retrancher de 





1. Les conditions du problème sont : X+WV+7Z—0a? (1) ; X?2+V—62 (Il); 
V2LZ— 48 (III), Z2+X— 8 (IV). 


À Sa: —2 
Posons : Y —4x. Si, considérant 4x— 2x X 2, on pose : X— 





—Y—], on satisfait 


évidemment à la condition (II) en obtenant : B?—(x+1)2. 

D'autre part, d’après (III) on a : Z—Yy?—16x2. Adoptons la détermination y*— 
(4x+1), on aura : Z—8x+1. 

Substituons les expressions de X, Y, Z dans la condition (1), qui devient : 13x— 
a Adoptons la détermination AO il vient: 13x—169y?, d'où : x—13y°. En 
conséquence, X=—13y?—1 ; Y—52y?, Z—104y?+1 ; expressions qui satisfont 
d’une manière indéterminée, comme dit le texte, aux trois premières conditions. 
substituons-les dans la condition (IV), laquelle devient : Come )2+ 13y2— 1 = 


108164221252, ou, comme le texte : 10816y2+221—È— 372, 
Adoptons la dernière détermination 8'2—(104y+1)?, il vient : 10816y?+221— 
; 36621 
10816y2+208y+1, ou 208y—220, d’où : =. En conséquence : X=-— 


2704 ? 
y — 157300 __317304 
2704 ? 2704 
2. C'est-à-dire comme dans la proposition XVI. 
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16 carrés d’arithme, il reste 8 arithmes moins 1 unité. Posons donc 
que le troisième nombre est 8 arithmes moins 1 unité, et l’on satisfait 
à une autre condition. | 

Derechef, puisque nous voulons que la somme des trois nombres, 
c'est-à-dire 13 arithmes, soit égale à un carré, qu'elle soit égale à 
169 carrés d’arithme, et l’arithme devient 13 carrés d’arithme. 
Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 13 carrés 
d’arithme plus 1 unité ; le second nombre sera 52 carrés d’arithme ; 
le troisième sera 104 carrés d’arithme moins 1 unité, et nous avons 
de nouveau satisfait à trois des conditions d’une manière indéter- 
minée. 

Reste à avoir que le carré du troisième nombre, diminué du pre- 
mier nombre, forme aussi un carré. Mais le carré du troisième nom- 
bre, diminué du premier nombre, forme 10816 bicarrés d’arithme 
moins 221 carrés d’arithme, lesquels seront égaux à un carré. Divi- 
sons tout par le carré d’arithme, et l’on obtient 10816 carrés d’arith- 
me moins 221 unités, lesquels seront égaux à un carré. Égalons au 
carré dont la racine est 104 arithmes moins 1 unité, et l’arithme 


. 4 111 
devient 3x. 


Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera Tr : le 


second sera TP, et le troisième te (1). 





XVIII 


Trouver deux nombres tels que le cube du premier, accru du 


1. Les conditions du problème sont : X4-V+7Z—a2 (I) ; X2—V—62? (II) ; 
Va 7 V9 (TD), 22 X 52 (IV). 


Posons : Y—4x. Si, considérant que 4x—2x x 2, on pose : X— —x+1,on 


2x +2 

2 
satisfait déjà à la condition (II), en obtenant : B2—{x—1)2. 

D'autre part, d’après (III), on a : Z—16x2—%?. Adoptons la détermination y?— 
(4x—-1)2, on a : Z=8x—1. 

Substituons les expressions de X, Y, Z dans la condition (I) qui devient : 13x—?. 
Adoptons la détermination «?—169y?, il vient : 13x—169y2, d’où : x—13y?. En 
conséquence, X—13y?2+1; V—52y?; Z—104y2—1 ; expressions qui satisfont d’une 
manière indéterminée aux trois premières conditions. Substituons-les dans la 
condition (IV), laquelle devient : 10816y4—221y2—85?, ou, comme le texte : 


2 
10816ÿ2—221 53% Adoptons la dernière détermination S8'?—(104y—1)?, il 


vient : 10816y?—221—10816y?—208y+ 1, ou : 208y—222, d’où : Le En consé- 


7 104 
170989, ,, 640692 ,, 1270568 
10816 5112108167 00108102 





quence: X — 
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second nombre, forme un cube, et que le carré du second nombre, 
accru du premier nombre, forme un carré. 

Que le premier nombre soit 1 arithme. En conséquence, le second 
nombre sera une quantité cubique d'unités, telle que 8, diminué de 
1 cube d’arithme, et le cube du premier nombre, accru du second 
nombre, devient ainsi un cube. 

Reste à avoir que le carré du second nombre, accru du premier 
nombre, forme aussi un carré. Mais le carré du second nombre, accru 
du premier nombre, forme 1 cubocube d’arithme plus 1 arithme 
plus 64 unités moins 16 cubes d’arithme. [Égalons cela au carré dont 
la racine est 1 cube d’arithme plus 8 unités, c’est-à-dire à 1 cubocube 
d’arithme plus 16 cubes d’arithme plus 64 unités] (1) ; ajoutons de 
part et d'autre les termes négatifs ; retranchons les semblables des 
semblables, et les 32 cubes d’arithme restants sont égaux à 1 arithme. 
Divisons tout par l’arithme, et 32 carrés d’arithme sont égaux à 
1 unité. Mais, l’unité est un carré, et si 32 carrés d’arithme étaient 
aussi un carré nous résoudrions l’équation. Or, les 32 carrés d’arithme 
proviennent de deux fois 16 cubes d’arithme, et 16 cubes d’arithme 
sont le produit de deux fois 8 unités et de 1 cube d’arithme, c’est-à- 
dire le produit de deux fois 8 unités ; en sorte que les 32 carrés 
d’arithme proviennent du quadruple de 8 unités. En conséquence, 
nous sommes amenés à chercher un cube qui, pris quatre fois, forme 
un carré. 

Que le cube cherché soit 1 cube d’arithme (?) ; si nous le prenons 
quatre fois, il forme 4 cubes d’arithme que nous égalons à un carré, 
notamment à 16 carrés d’arithme, et l’arithme devient 4 unités. 
Revenant à ce que nous avons posé, le cube sera 64 unités. 

Dès lors, posons que le second nombre est 64 unités moins 1 cube 
d’arithme (?), et il reste à avoir que le carré du second nombre, accru 
du premier nombre, forme un carré. Mais le carré du second nombre, 
accru du premier nombre, forme 1 cubocube d’arithme plus 4096 uni- 
tés plus 1 arithme moins 128 cubes d’arithme ; ce que nous égalons 
à un carré, notamment au carré dont la racine est 1 cube d’arithme 





1. La phrase placée entre crochets, qui manque dans les manuscrits, a été d’abord 
partiellement reconstituée dans la copie manuscrite de Auria, puis plus complète- 
ment, comme nous l'avons traduite, dans l'édition princeps de Bachet. (Loc. cit. 
p. 210.) eee AE 

2. Nouvel arithme que Diophante introduit ici sans distinction de terme. 

3. C'est-à-dire moins 1 cube de l’arithme considéré au début de la démonstration. 
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plus 64 unités. Ce carré devient 1 cubocube d’arithme plus 4096 uni- 
tés plus 128 cubes d’arithme, et les 256 cubes d’arithme qui restent 
deviennent égaux à 1 arithme, d’où l’arithme devient %. 


Revenant aux positions, le premier nombre sera % et le second 


CE. 


XIX 


Trouver trois nombres dans l’indétermination, tels que le produit 
de deux quelconques d’entre eux, accru d’une unité, forme un carré. 

Puisque nous voulons que le produit des premier et second nom- 
bres, accru de 1 unité, forme un carré, si nous retranchons l'unité 
d’un carré, nous aurons le produit des premier et second nombres. 
Formons le carré d’une quantité quelconque d’arithmes augmentée 
de 1 unité, notamment de 1 arithme plus 1 unité : le carré même 
sera 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. Si nous en retran- 
chons 1 unité, il reste 1 carré d’arithme plus 2 arithmes ; ce qui sera 
le produit des premier et second nombres. Que le premier nombre 
soit 1 arithme ; donc le second nombre sera 1 arithme plus 2 unités. 

Derechef, puisque nous voulons que le produit des second et troi- 
sième nombres, accru de 1 unité, forme un carré, si, pareillement, 
nous retranchons 1 unité d’un carré, nous aurons le produit des second 
et troisième nombres. Formons le carré de 3 arithmes plus 1 unité; 
ce carré sera 9 carrés d’arithme plus 6 arithmes plus 1 unité. Si donc 
nous en retranchons 1 unité, on obtient 9 carrés d’arithme plus 
6 arithmes. Dès lors, 1l faut que le produit des second et troisième 
nombres soit 9 carrés d’arithme plus 6 arithmes. Or, le second 


1. Le problème pose les conditions : X34V = (I), et Y?+X—f2 (IT). 

Posons X=x. Adoptons la détermination provisoire : «—8. Dès lors, d’après (I) : 
Y—8—x5, et la condition (II) devient : (8—x%)?+x=—68? ou comme le texte : 
X5+x+64—16x%—$82. Adoptons la détermination fB?—{(x3+8)?; on a donc : 
x$+x + 64—16x%—X%6+ 16x:%+ 64, ou, comme le texte : 32x2—x, d’où : 32x2—1. Cette 
équation n'étant pas quadratique, c’est-à-dire amenant une valeur irrationnelle. 
non admise par Diophante, considérons que 32=4X 8—4 X a«%, et cherchons une 
nouvelle détermination pour «ÿ telle que si on la multiplie par 4, on obtienne un 
nombre carré au lieu de 32, c’est-à-dire cherchons à satisfaire à la relation ax? x 4— yÿ?. 
Posons «= et y?—16y?; donc : 4y#—16y?, d’où : y—4. Adoptons donc la nouvelle 
détermination «ÿ—64. Dès lors, d’après (I) on a : Y—64—x5, et la condition (II} 
devient : (64—x%)?+x—$8?, Adoptons, de même, la nouvelle détermination B?— 
(x$+ 64)?, il vient, comme le texte : x9+4096-+Lx—128x3—x6-+ 4096+ 128x5, ou : 
262143 


CEA 1 , 7 | 
3— % : #54 À n C . ——— — 3 
256 x°—x, d'où AE En conséquence X= et Y=— 1096 
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nombre est 1 arithme ; donc le troisième nombre restant sera 9 arith- 
mes plus 6 unités. 

Derechef, puisque nous voulons que le produit des premier et 
troisième nombres, augmenté de 1 unité, forme un carré, tandis que 
le produit des premier et troisième nombres, augmenté de 1 unité, 
est 9 carrés d’arithme plus 24 arithmes plus 13 unités, égalons à un 
carré. Nous avons donc la quantité des carrés d’arithme quadratique; 
donc, si la quantité d’unités était aussi quadratique, et si le double 
produit des racines de la quantité des carrés d’arithme et de la 
quantité des unités était égal à la quantité d’arithmes, on aurait 
satisfait dans l’indétermination aux trois conditions. 

Mais les 13 unités proviennent du produit de deux unités et de 
6 unités, augmenté de 1 unité, et les 2 unités proviennent du double 
. produit de 1 arithme et de 1 unité ; tandis que les 6 unités provien- 
nent de nouveau du double produit de 3 arithmes et de 1 unité. Dès 
lors, nous voulons que le double d'une quantité d’arithmes, multiplié 
par le double d’une quantité d’arithmes, et augmenté de 1 unité 
forme un carré. Mais, le double d’une quantité d’arithmes multiplié 
par le double d’une quantité d’arithmes est le quadruple produit de 
ces quantités. En conséquence, nous voulons que le quadruple pro- 
duit de ces quantités, augmenté de 1 unité, forme un carré. Or, le 
quadruple produit de deux nombres quelconques, augmenté du 
carré de leur différence, forme un carré ; donc, si nous établissons 
que le carré de la différence de ces nombres est 1 unité, leur quadru- 
ple produit, accru de 1 unité, forme un carré. Dès lors, si le carré de 
la différence des nombres est 1 unité, leur äfférence est aussi 1 unité. 
En conséquence, il faut établir les carrt de quantités consécutives 
d’arithmes, augmentées de 1 unité, c'es, .-dire le carré de 1 arithme 
plus 1 unité, et le carré de ? arithmes lus 1 unité. Or, le carré de 
1 arithme plus 1 unité sera 1 carré d? ithme plus ? arithmes plus 
1 unité. Si nous en retranchons l’u! é, le reste devient 1 carré 
d’arithme plus ? arithmes. Dès lors, 1l faut que le produit des premier 
et second nombres soit 1 carré d’arithme plus ? arithmes. Posons que 
le premier nombre est 1 arithme ; il s'ensuit que le second nombre 
restant sera 1 arithme plus 2 unités. 

D'autre part, puisque le carré de 2 arithmes plus 1 unité est 
4 carrés d’arithme plus 4 arithmes plus 1 unité, si nous en retran- 
chons pareillement 1 unité, le reste devient 4 carrés d’arithme plus 
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4 arithmes. Or, il faut que le produit des second et troisième nom- 
bres soit 4 carrés d’arithme plus 4 arithmes, et le second nombre 
est 1 arithme ; donc, le troisième nombre restant sera 4 arithmes 
plus 4 unités. 

On a ainsi résolu dans l’indétermination la proposition d’avoir le 
produit de deux nombres quelconques, augmenté de 1 unité, formant 
un carré, et l’arithme y devient telle quantité qu’on voudra. Car, 
chercher dans l’indétermination est établir une expression telle que, 
pour quelque valeur de l’arithme qu’on voudra réaliser cette expres- 
sion, la condition soit satisfaite (1). 


XX 


Trouver quatre nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté d’une unité, forme un carré. 

Puisque nous voulons que le produit des premier et second 
nombres, augmenté d’une unité, soit un carré, si nous retranchons 


1. Les conditions du problème sont : XY +1=a? (1); YZ+1—62 (II), ZX+1—7y?2 
(IIT). ; 

Puisque, d'après l'énoncé, les nombres X, Y,Z ne doivent être exprimés que d’une 
manière indéterminée, c'est-à-dire en fonction d’une dernière inconnue, adoptons 
provisoirement la 17e quasi-détermination : «?=(x+1}2. Donc, d’après (I), on a : 


XY=—{(x+1)—1—x12+4 2x. Posons : Y—x; donc: A 


Adoptons comme 24e quasi-détermination provisoire : 8B2—(3x+1)2 Donc, 
d’après ([I) on à : YZ=—(3x+1)2—1—912+6x. Or, on a posé : Y=x; donc : Z— 


ER 6. Dès lors, la condition (III) devient : (9x+46) (x+2)+1—+y2, ou, 


comme le texte : 9x2424x+413—%2, Or, si 13 était un carré, et si 24 était le double 
produit de la racine de ce carré et de la racine carrée du coefficient de x?, la question 
serait évidemment résolue de la manière indéterminée requise. Revenons donc sur 
les déterminations provisoires «?=(x+1)? et B2—(3x+41)?, en cherchant à y rem- 
placer les coefficients 1 et 3 de x par d’autres. Considérons l'identité : 13—2 x 6+1— 
(2X1) (2X3)+1, et remplaçons-y 1 et 3 par deux nombres y et z, de manière à 
avoir : (2Xy) (2X2)+1=4yz+1=nombre carré. Or, si y et z sont deux nombres 
successifs, c'est-à-dire si y—2=1, ils satisfont à l'identité: 4yz+(y—2)2—={(y+2)2— 
nombre carré. Soient donc les deux nombres successifs y—2, et z2—1. Dès lors, les 
premières déterminations de a? et 8? sont remplacées par a2=({x+1)?, et B2— 
(24+1)°. En conséquence, d'après (1) on à : XV—(x+41)2-1—%2+2x. Or, on a 
posé : Y=x; donc : X=—x-+-2. D'autre part, d’après (II) on a : YZ—(2r+1)?—1— 
4x°+4x,; or, Y—x,; donc : Z=4x+4. La proposition est donc résolue par les trois 
expressions indéterminées : X=x+2; V—x, 7Z—4x+4. 

Fermat, dans une note relative à cette proposition, indique la marche à suivre, 
en partant des trois expressions indéterminées de Diophante, pour résoudre la 
proposition dans le cas où les trois nombres cherchés doivent, en outre, former un 
carré s'ils sont accrus de l'unité. 


LIVRE IV 137 





1 unité d’un carré, nous aurons le produit des premier et second 
nombres. Formons le carré de 1 arithme plus 1 unité; ce carré 
même sera 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 1 unité. Si nous 
en retranchons 1 unité, 1l reste 1 carré d’arithme plus 2 arithmes 
comme produit des premier et second nombres. Que le premier 
nombre soit 1 arithme ; [il s'ensuit que le second nombre sera 
1 arithme] (1) plus ? unités. 

Derechef, puisque nous voulons que le produit des premier et 
troisième nombres, augmenté de 1 unité, forme un carré, formons le 
carré de ? arithmes plus 1 unité, c’est-à-dire avec la quantité d’arith- 
mes immédiatement suivante (?), en raison de ce que l’on a démontré 
précédemment (*). Dès lors, prenant ce carré, retranchons-en 1 unité, 
et posons que le produit des premier et troisième nombres est 
4 carrés d’arithme plus 4 arithmes. Or, le premier nombre est 1 arith- 
me ; donc, le troisième nombre restant est 4 arithmes plus 4 unités. 

Derechef, puisque nous voulons que le produit des premier et 
quatrième nombres, augmenté de 1 unité, forme un carré, formons 
le carré avec la quantité d’arithmes immédiatement suivante, c’est- 
àa-dire le carré de 3 arithmes plus 1 unité. Dès lors, prenant ce carré, 
retranchons-en 1 unité, et nous aurons, comme le produit des premier 
et quatrième nombres, 9 carrés d’arithme plus 6 arithmes. Or, le 
premier nombre est 1 arithme ; donc, le quatrième nombre restant 
sera 9 arithmes plus 6 unités. Et puisqu'il se fait que le produit des 
troisième et quatrième nombres, augmenté de 1 unité, forme un 
carré ; mais que le produit des second et quatrième nombres, 
augmenté de 1 unité, forme 9 carrés d’arithme plus 24 arithmes plus 
13 unités, égalons ceci au carré dont la racine est 3 arithmes moins 
4 unités, et l’arithme devient 4. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera % ; le 
second sera % ; le troisième sera $, et le quatrième % (#). 


1. Lacune que Bachet a comblée par : d apa B0s égtar Sa, c'est-à-dire : «donc, le 
second (nombre) sera 1 arithme ». (Loc. cit. p. 216.) 

2. C'est-à-dire que, dans la racine de ce carré, le coefficient de l’inconnue dépasse 
d’une unité le coefficient de l’inconnue dans la racine du carré adopté antérieure- 
ment. 

3. Voir proposition XIX, et note. 

4. Les conditions du problème sont : XV+1—a? (1); YZ+1=—£2 (II); ZX+1— 
v? (LIT); XW+1=92 (IV), VW+1—=e2 (V), ZW+1—=22 (VI). 

Adoptons la détermination : «?—(x+1)?; donc, d’après (1): XY—(x+1)—1— 
x°+ 2x. Posons : X=x; donc, Y=x-+2. 
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XXI 


Trouver trois nombres en proportion, et tels que l'excédent de 
deux quelconques d’entre eux forme un carré. ù 

Posons que le plus petit nombre est 1 arithme, et que le nombre 
moyen est 1 arithme plus 4 unités, de manière que l'excédent soit 
un carré. Posons, d'autre part, que le troisième nombre est 1 arithme 
plus 13 unités, de manière que son excédent sur le nombre moyen 
soit aussi un carré. Dès lors, si l'excédent du plus grand nombre sur 
le plus petit nombre était un carré, la question d’avoir un carré 
comme excédent de deux quelconques des nombres serait résolue 
d'une manière indéterminée. Mais le plus grand nombre excède le 
plus petit de 13 unités, et 13 unités sont la somme des carrés 4 et 9. 
En conséquence, nous sommes amenés à trouver deux carrés dont 
la somme est égale à un carré; ce qui est aisé au moyen d’un triangle 
rectangle, et tels sont d’ailleurs les carrés 9 et 16. 

Posons donc que le plus petit nombre est 1 arithme ; que le nom- 
bre moyen est 1 arithme plus 9 unités, et que le troisième nombre 
est 1 arithme plus 25 unités ; l'excédent de deux quelconques des 
nombres est ainsi un carré. : 

Reste à avoir que les nombres soient en proportion. Or, si trois 





Adoptons la seconde détermination : y?—(2x+ 1)? dans laquelle le coefficient de x 
dépasse de 1 unité le coefficient de x dans la première détermination «?—(x+1)?, 
conformément à ce que l’on a démontré dans la proposition précédente. Dès lors, 
d’après (III) on a : ZX—(2x+1)2—1—4x2+ 4x. Or, X=x; donc : Z—4x+4. 

Adoptons la troisième détermination : 32—(3x+1)2. Dès lors, d’après (IV) on a : 
XW=—(3%+1)2—1—9x2+16x. Or, X=x ; donc : W—9x+6. 

En conséquence, les expressions de Z et W satisfont déjà à la condition (VI) ; 
carona : (4%+-4) (9x+6)+1—nombre carré (6x+5)2. Cela résulte d’ailleurs directe- 
ment du fait que, si trois nombres sont tels que les produits de l’un avec chacun des 
deux autres, et augmentés de l'unité, sont des carrés dont les racines sont des 
multiples successifs, augmentés de l'unité, du nombre qui multiplie les deux autres, 
le produit des deux autres, augmenté de l'unité, sera un carré, c'est-à-dire que si 
l'on a: ab+1=—{(mat1}?, et act1—[(m+1)a+1]?, on aura : bc+1—=[m(m+l)a 
+2m+1}. ; 

Le texte passe d’ailleurs sous silence que les expressions de Y et de Z satisfont 
également à la condition (II); car on a : (x+-2) (4x+4)+1—(2x+43)?. 

Adoptons enfin la dernière détermination : e?2—(3x—4)?, et la condition (V) 
devient : (442) (9x+6)41—(3x—4)2, ou, comme dans le texte : 9x?4+24x+13— 
9x2—24x+ 16, d'où : = . En conséquence, on aura, comme dans le texte : X= : 

33. 68 


_. 29 200 12105 
16” 16” 


dé L — 
W 16 : 
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nombres sont en proportion, le produit des nombres extrêmes est 
égal au carré du nombre moyen. Mais le produit des plus grand et 
plus petit nombres, c’est-à-dire le produit des nombres extrêmes 
est 1 carré d’arithme plus 25 arithmes, tandis que le carré du nombre 
moyen est 1 carré d’arithme plus 18 arithmes plus 81 unités ; ce que 
nous égalons à 1 carré d’arithme plus 25 arithmes, et l’arithme 
devient #. 

Revenant aux positions, le premier nombre sera # : le second #, et 
le troisième # (1). 


XXII 


Trouver trois nombres tels que le nombre solide issu de ces nom- 
bres (2), augmenté de chacun d’eux, forme un carré. 

Que le nombre solide issu des trois nombres soit 1 carré d’arithme 
plus ? arithmes, et que le premier nombre soit 1 unité ; de manière 
que le nombre solide issu des trois nombres, augmenté du premier 
nombre, forme un carré. 

D'autre part, puisque nous voulons que le nombre solide issu des 
trois nombres, augmenté du second nombre, forme un carré, si, d’un 
carré, nous retranchons 1 carré d’arithme plus 2 arithmes, nous 
aurons donc le second nombre. Formons le carré de 1 arithme plus 
3 unités, et le carré de cette expression, diminué de 1 carré d’arithme 
plus 2 arithmes, forme 4 arithmes plus 9 unités. En conséquence, 
posons que le second nombre est 4 arithmes plus 9 unités. 

Mais puisque le nombre solide issu des trois nombres est 1 carré 
d’arithme plus ? arithmes, et que le produit des premier et second 


1. Conditions du problème : XZ=Y? (I) ; X—Y—a? (II) ; Y—Z=B6? (III), 
X—Z—7Y? (IV). 

Si l’on pose : Z=x; Y—x+4,et X—x+13, on satisfait évidemment aux condi- 
tions (II) et (III) d’une manière indéterminée, et il serait aussi satisfait à la condi- 
tion (IV) si 13 était un carré : Or, 13—4+9; donc, remplaçons 13 par un nombre 
carré qui soit la somme de deux nombres carrés, et, comme dit le texte, la considé- 
ration d’un triangle rationnel fournit aussitôt les nombres 3, 4, 5, d’où : 25—9+16. 

Revenant sur les fausses positions du début, on satisfait aux conditions (IT), (III), 
{IV) en posant : Z=x; Y—x+9, X=—x+25. Dès lors, la condition (1) devient : 


ve 81 
{x+25)x=—(x+9)?, ou comme le texte : x2+25x=x1?+18x+481, d'où : KT Donc : 


256014451181 


Ce MÉrmed 7 


2. 6 &E adtov 57teocôç, littéralement «le (nombre) solide issu de ces (nombres) », 
c’est-à-dire le produit continu de ces trois nombres. 
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nombres est 4 arithmes plus 9 unités, il s'ensuit que si nous divisons 
1 carré d’arithme plus ? arithmes par 4 arithmes plus 9 unités, nous 
aurons le troisième nombre. Or, la division est impossible, et pour 
que la division soit possible, il faudrait que 2 arithmes soient à 
9 unités comme 1 carré d’arithme est à 4 arithmes, ou que, par per- 
mutation, 4 arithmes soient à 9 unités comme 1 carré d’arithme est à 
2 arithmes. Or, la quantité 1 des carrés d’arithme, est la moitié 
de la quantité ? des arithmes ; donc, si 4, quantité d’arithmes, était 
la moitié de 9 unités, il y aurait division. Mais 4 provient de l’excé- 
dent dont 6 arithmes et 2 arithmes se dépassent ; tandisque 6 arith- 
mes proviennent de deux fois le produit de 3 unités.et de 1 arithme, 
c'est-à-dire de deux fois 3 unités, et que 9 unités sont le carré de 
3 unités. Nous sommes donc amenés à trouver un nombre qui, de 
même que pour 3 unités, pris deux fois, et diminué de deux unités, 
soit la moitié de son propre carré. Que ce nombre cherché soit 
1 arithme (1) ; ce nombre pris deux fois, et diminué de deux unités, 
devient 2 arithmes moins ? unités ; tandis que le carré de ce nombre 
est 1 carré d’arithme. Or, nous voulons que ? arithmes moins ? unités 
soient la moitié de 1 carré d’arithme ; donc, 1 carré d’arithme est 
égal à 4 arithmes moins 4 unités, et l’arithme devient ? unités. 
Revenons maintenant à la question originale. Nous avons déjà le 
premier nombre comme étant 1 unité, et le nombe solide issu des 
trois nombres comme étant 1 carré d’arithme plus ? arithmes. Il 
faut que le nombre solide issu des trois nombres, augmenté du second 
nombre, forme aussi un carré. En conséquence, si, d’un carré, nous 
retranchons 1 carré d’arithme plus 2 arithmes, nous aurons le second 
nombre. Formons le carré de 1 arithme plus des unités en quantité 
telle que, prises deux fois, et diminuées de deux unités, on obtienne 
la moitié du carré de ces unités. Or, on a montré précédemment que 
cette quantité est 2 unités. Formons le carré de 1 arithme plus 
2 unités ; ce carré sera donc 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 
À unités. Si nous en retranchons le nombre solide issu des trois nom- 
bres, c’est-à-dire 1 carré d’arithme plus ? arithmes, il s'ensuit que le 
second nombre restant sera 2 arithmes plus 4 unités. Or, le produit 
des premier et second nombres est [2 arithmes plus 4 unités ; donc, 
si nous divisons le nombre solide issu des trois nombres, c’est-à-dire 


1. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 
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1 carré d’arithme plus 2 arithmes, par le produit des premier et 
second nombres] (1), c'est-à-dire par 2 arithmes plus 4 unités, nous 
aurons le troisième nombre. Or, cette division donne À arithme. 

Reste à avoir que le nombre solide issu des trois nombres, aug- 
menté du troisième nombre, forme un carré. Mais le nombre solide 
issu des trois nombres, augmenté du troisième nombre, est 1 carré 
d’arithme plus ? 3 arithmes ; ce que nous égalons au carré 4 carrés 
d’arithme, et l’arithme devient ÿ. 

Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera $, 
le second ?, et le troisième 2# (2). 


1. La phrase placée entre crochets manque dans les manuscrits, et nous la tra- 
duisons d’après la reconstitution proposée par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 240.) 

2. Les conditions du problème sont : XYZ+X=—0o? (1) ; XVZ+-V=—6$? (II) ; 
XYZ+Z=7y? (III). 

On satisfait évidemment à la condition (I) en posant : XYZ=x?2+2%, et X=1. 
D'autre part, adoptant la détermination B2—(x+3)?, la condition (II) donne : 





* XYZ x2+ 2% 
LE LT Aa — À É eV =— Rp . OÔ » 
x GES) (x2+-2x)—4x+9. Dès lors, XV-==4x+9, et XY CPR r 
2 2 
comme dit le texte, la division serait possible si l’on avait : en ou ÉREES 
9 4x 9 2x 


c'est-à-dire si l’on avait : > Or, on a, d’une part : 4—6—2=2%X3—2, et, 
d’autre part : 9—(3)2. Cherchons donc un nombre pour y remplacer 3 dans la déter- 
mination adoptée f?—(x+3}?, de manière à avoir 2y— 25h, d’où, comme le 


texte : y?—4y—4, d’où : (y—2)?=0, d'où y—=2. 
Adoptons la nouvelle détermination 82=—(x+2)? ; la condition (II) donne mainte- 


XVZ x2+2x 
, CSREr 2e 2 mt à ce 597 REY Jess ps 
nant : Y—(x+2)2—(x2+2x)—2x+4. Dès lors, XY—=2x+4, et XY hi Ter Ess 
1 


—X. 
2 
Substituons les valeurs de X, Y, Z dans la condition (III), pour laquelle nous 


adoptons la détermination y?— 4x2, il vient : (x? 2x) += 4 ou, comme le texte : 








ES 


| 2 > 
1 5 6 34 2 
2 y 2 où : x—=> 5 2 PEER =— —=——, 
2242 5x=4x?, d'où: x==. Donc: X=1=S; V=, Z=— 
Fermat a fait remarquer, au sujet de cette proposition, que l’on peut éviter le 


problème auxiliaire de la solution de Diophante en posant : XVZ=—x?—2x, X=—1, 





et Y—2x. On satisfait ainsi aux deux premières conditions. Dès lors, DE 
x2—2%x ] ss FE : PUR A, : 
RSS —1, et la troisième condition devient : x —5*—1=nombre carré. Or, 


x devant être plus grand que 2, posons : 81 = (am), expression dans 


laquelle "# est plus grand que 2. 
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XXIIT 


Trouver trois nombres tels que le nombre solide issu de ces nom- 
bres, diminué de chacun d’eux, forme un carré. 

Que le premier nombre soit 1 arithme, et que le nombre solide issu 
des trois nombres soit 1 carré d’arithme plus 1 arithme. Ce dernier 
nombre, diminué du premier nombre forme ainsi un carré. Dès lors, 
puisque le nombre solide issu des trois nombres est 1 carré d’arithme 
plus 1 arithme, et que le premier nombre est 1 arithme, il s’ensuit 
que le produit des second et troisième nombres sera 1 arithme plus 
1 unité. Que le second nombre soit 1 unité ; par conséquent, le troi- 
sième nombre restant sera 1 arithme plus 1 unité. 

Reste à avoir que le nombre solide issu des trois nombres, diminué 
du second nombre, ou du troisième nombre, forme un carré. Mais, ce 
nombre, diminué d’une part, forme 1 carré d’arithme plus 1 arithme 
moins 1 unité ; ce qui doit être égal à un carré ; et, ce nombre, 
diminué d’autre part, forme 1 carré d’arithme moins 1 unité; ce qui 
doit être égal à un carré. On obtient ainsi une double équation, et 
prenons sa différence qui est 1 arithme. Choisissons deux nombres 
dont le produit constitue cette différence. Divisons 1 arithme par 
une à unité suivant ? arithmes, c’est-à-dire suivant le double de la 
racine du carré d’arithme (1). Dès lors, on a l’équation que l’on sait, 
et l’arithme devient +. | 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera Ÿ, le second 
1 unité, et le troisième ? (?). 


XXIV 


Partager un nombre donné en deux nombres, et faire en sorte que 
le produit de ces nombres soit un cube à moins de la racine de ce 
cube. 


dar pe LA 1 1 ire 

I. C'est-à-dire soit : x=5X2x7=5Xx LÉ TR 

2. Les conditions du problème sont : XVZ—X—o? (I) ; XYZ—Y=—$* (Il) ; 
XYZ—Z=Y? (III). On satisfait à la condition (I) en posant : X=:x, et XYZ— 


x?+x. Dès lors : = V7 er Adoptons la détermination Y=1 ; 





donc : Z=x+1. Substituons les expressions de X, Y, Z dans les conditions (IT) et 
(III), et l’on obtient la double équation diophantienne : #?+x—1—f?, et 27—1—= 7. 
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Que le nombre donné soit 6. Posons que le premier nombre est 
1 arithme, et il s'ensuit que le second nombre restant sera 6 unités 
moins 1 arithme. 

Il faut encore avoir que le produit de ces nombres soit un cube 
à moins de sa racine. Mais le produit des nombres sera 6 arithmes 
moins 1 carré d’arithme ; ce qui doit être égal à un cube à moins de 
sa racine. Formons le cube d’une quantité quelconque d’arithmes 
moins | unité, notamment le cube de 2? arithmes moins 1 unité. Le 
cube de cette expression, diminué de cette expression même, forme 
8 cubes d’arithme plus 4 arithmes moins 12 carrés d’arithme ; ce que 
nous égalons à 6 arithmes moins 1 carré d’arithme. Or, si les quan- 
tités d’arithmes étaient égales de part et d’autre dans l'équation, il 
resterait des cubes d’arithme égaux à des carrés d’arithme, et 
l’arithme serait rationnel. Mais 4 arithmes proviennent d’un excé- 
dent sur ? arithmes, notamment de l'excédent de trois fois ? arith- 
mes. D'autre part, si trois fois 2 arithmes sont diminués de ? arith- 
mes, ils forment deux fois 2? arithmes, tandis que 6 a été pris arbi- 
trairement par hypothèse. Dès lors, nous sommes amenés à trouver, 
comme pour 2, qui est la quantité d’arithmes, un nombre qui, pris 
deux fois, forme 6. Or, ce nombre est 3. En conséquence, cherchons à 
égaler 6 arithmes moins 1 carré d’arithme à un cube à moins de sa 
racine. Posons maintenant que la racine du cube est 3 arithmes 
moins 1 unité ;: le cube de cette racine, diminué de cette racine 
même, forme 27 cubes d’arithme plus 6 arithmes moins 27 carrés 
d’arithme ; ce que nous égalons à 6 arithmes moins 1 carré d’arith- 
me, et l’arithme devient #. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera %, et le 
second sera 5 (1). 


Dès lors, par différence : B2—Y?—x, ou : (8—Y) (8+y)= x 2x, et, par identification : 


1 
2 
1 PTS Î 2 , 2 Ï . DS NE 

Eat cs et B+y—2x, d'où: g—(x+:) . En conséquence : #?+x—1— 143) Aider 
17 REC van __25 
rare Donc : X=— DONC IAE 3 


1. Les conditions du problème sont : X+Y—6 (I) et XY—a—«x (I). 

Soit X=x; donc: Y—6—x. Dès lors la condition (IT) devient : 64—1?—u—0. 
Adoptons pour « une détermination de la forme : «=mx—1, et soit donc en fausse 
position provisoire «—2x—1, d’où, comme le texte : «ÿ—x=—8x%+4x—12x?, Donc, 
6x—x2—8x5+4x—12x2, Cette équation donnerait une solution rationnelle, la seule 
admise par Diophante, si les termes en x étaient égaux dans les deux membres, 
ou bien, puisque 6x dérivent du nombre 6 donné, si l’on avait 6x dans les deux 
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XXV 


Partager un nombre donné en trois nombres tels que le nombre 
solide issu de ces nombres forme un cube dont la racine est égale à 
la somme des excédents des nombres (1). 

Que le nombre donné soit 4. Dès lors, puisque le nombre solide issu 
des trois nombres est un cube, que ce cube soit 8 cubes d’arithme, 
dont la racine est 2 arithmes. Mais l'excédent des second et premier 
nombres, augmenté de l’excédent des troisième et second nombres, 
et augmenté de l’excédent des troisième et premier nombres, est le 
double de l'excédent des troisième et premier nombres ; c’est-à-dire 
que si l’on a trois nombres inégaux, la somme des excédents des 
trois nombres est le double de l’excédent des nombres extrêmes. 

Dans la position prise, nous avons ? arithmes comme racine du 
cube, et il faut que ces 2 arithmes soient la somme des excédents des 
trois nombres ; par conséquent, le troisième nombre excède le 
premier de 1 arithme. Que le premier nombre soit 2 arithmes ou 
quelqu’autre quantité d’arithmes (2), et il s'ensuit que le troisième 
nombre sera 3 arithmes. Dès lors, puisque le nombre solide issu des 
trois nombres est 8 cubes d’arithme, et que le produit des premier et 
troisième nombres est 6 carrés d’arithme, le second nombre restant 
sera doné 1 À arithmes. 

Or, si le second nombre était plus grand que le premier et plus petit 
que le troisième, la question serait résolue. Mais le second nombre 
résulte de 8 divisé par le produit des premier et troisième nombres ; 
et les premier et troisième nombres ne sont pas arbitraires, mais 
diffèrent d’une unité (*). En conséquence, nous sommes amenés 


membres de l’équation. Or, comme il n’en est pas ainsi, Diophante revient sur la 
détermination de « en considérant, d’après le texte, que l’on a : 4x—3 X 2x4—2x— 
2 X 2x, et que, si l’on pose, par analogie : 6=3m—m— 2m, 1l faut avoir m—3. 

En conséquence adoptons la détermination définitive «—=3x—1, d’où : a—ax— 








27x34 6x—27x2. Donc, 6x—x?—27x3+6x—27x?, d’où : ne Dès lors, X=7, 
136 
ee 


1. Problème d’analyse indéterminée du 3€ degré de la forme : X+Y+Z=a ; 
XYZ=[(Y—X)+(Z—VY)+(Z—X)}, avec X <Y <Z. 

2. C'est-à-dire adoptons pour le premier, ou plus petit nombre, la détermination 
provisoire, ou de fausse position : 2x. 

3. C'est-à-dire que dans les expressions obtenues pour les premier et troisième 
nombres, les coefficients 2 et 3 de l’inconnue diffèrent de l’unité. 
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à trouver deux nombres différant entre eux d’une unité, et tels que 
si l’on divise 8 par leur produit on obtienne un nombre plus grand 
que le plus petit de ces nombres, et plus petit que le plus grand. 

Posons que le plus petit de ces nombres est 1 arithme (1) ; il s’en- 
suit que le plus grand sera 1 arithme plus 1 unité. Dès lors, si nous 
divisons 8 par leur produit, c’est-à-dire par 1 carré d’arithme, on 
trouvera comme nombre médian 8 unités fractionnées par 1 carré 
d’arithme plus 1 arithme. Or, nous voulons que cette fraction soit, 
d’une part, plus grande que 1 arithme, et, d'autre part, plus petite 
que 1 arithme plus 1 unité. Et puisque l'excédent de ces derniers 
nombres est 1 unité, il s'ensuit que l’excédent des premier (?) et 
second (*) nombres est plus petit que 1 unité ; en sorte que le 
second nombre, augmenté de 1 unité, est plus grand que le premier 
nombre. Mais le second nombre, augmenté de l’unité, et réduit sous 
1 carré d’arithme plus 1 arithme (#), devient 1 carré d’arithme plus 
1 arithme plus 8 unités fractionnés par 1 carré d’arithme plus 1 arith- 
me ; en sorte que cette expression est plus grande que 1 arithme 
plus 1 unité. Multiplions tout par le dénominateur (5), et 1 carré 
d’arithme plus 8 unités sont plus grands que 1 cube d’arithme plus 
2 carrés d’arithme plus 1 arithme. Retranchons, en outre, les sem- 
blables des semblables, et 8 unités deviennent plus grandes que 
1 cube d’arithme plus 1 carré d’arithme. 

Formons un cube qui contienne 1 cube d’arithme plus 1 carré 
d’arithme ; la racine de ce cube sera donc 1 arithme plus 3 d'unité. 
Or, puisque 8 unités sont plus grandes que 1 cube d’arithme plus 
1 carré d’arithme, et que le cube formé au moyen de 1 arithme plus 
3 d'unité est aussi plus grand que 1 cube d’arithme plus 1 carré 
d’arithme, si nous égalons les racines ($), c’est-à-dire si nous égalons 
2 unités à 1 arithme plus À d'unité, l’arithme devient ÿ. 


1. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire que le texte introduit sans autre 
distinction dans les termes. 

2. C'est-à-dire le nombre qui vient d’être désigné comme étant le plus grand 
{1 arithme plus 1 unité). 

3. C'est-à-dire le nombre médian, quotient de 8 divisé par le produit du plus 
grand et du plus petit nombre cherchés. 

4. C'est-à-dire réduit au même dénominateur : 1 carré d’arithme plus 1 unité. 

5. C'est-à-dire multiplions les deux membres de l'inégalité par le dénominateur 
1 carré d’arithme plus 1 arithme. 

6. C'est-à-dire si nous égalons les racines des deux cubes qui précèdent. 
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Revenant à ce qu’on a posé, le premier nombre (1) sera $, le 
second ÿ, et le troisième 3. Multiplions-les tous par 15, et le premier 
nombre sera 40, le second 27, et le troisième 25. Nous avons ainsi 
éliminé le dénominateur commun, et avons trouvé trois nombres 
tels que le nombre solide résultant de ces nombres est un cube ayant 
comme racine la somme des excédents de ces nombres. 

Posons maintenant que le premier nombre est 40 arithmes ; que 
le second nombre est [27 arithmes, et que le troisième nombre est] (?) 
29 arithmes (*). Dès lors, le nombre solide issu de ces trois nombres 
est un cube dont la racine est égale à la somme des excédents de ces 


à 


nombres. Reste à égaler la somme des trois nombres aux unités 
données. Or, on a donné 4 unités ; donc, 92 arithmes sont égaux à 
4 unités, et l’arithme devient &. 

Revenant a ce qu on a posé, le premier nombre sera %, le second 
7, et le troisième # (4). 


1. C'est-à-dire le premier des nombres auxiliaires cherchés. 

2. Lacune du texte comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 227.) 

3. Le texte intervertit ici l’ordre des nombres adopté au début, c’est-à-dire : 
1er <24<3me: ce qui n’affecte du reste pas la solution du problème. 

4. La solution considère les deux conditions : X+Æ+VY+7Z=4 (I), et XYZ— 
[U—X)+(2—Y)+(2Z—X)$ (IT), avec X <Y <Z. 

Posons : XVZ—8%x3, Dès lors, la condition (II) devient : 8x4%=—[2(Z—X)]5, d'où, 
comme le texte : Z—X—x. 

Adoptons, en règle de fausse position, la EN AQU X=2%;Id0nc 122 3%. 

: SRE à NAMN LT UAUES 
Deshlors SEX Z= GENE 7 res ip 2 Mais ces trois expressions ne 
satisfont pas à la condition : X <Y <Z. 

En conséquence, il faut revenir sur les déterminations adoptées, en considérant la 


genèse de 1 à coefficient de l’inconnue dans l'expression trop petite de Y. Or, 


1 ; n Let x : stdéy 
1 nm c'est-à-dire que le coefficient 1 : est le quotient de 8 divisé par le 
produit des coefficients 2 et 3 de l’inconnue dans les expressions trouvées pour X 
et pour Z. Dès lors, puisque 3—2=—1, c’est-à-dire, puisque les coefficients 2 et 3 ne 


sont pas entièrement arbitraires, mais sont nombres consécutifs, cherchons à les 


remplacer par deux nombres y et y+ 1 tels que l’on ait:y ses <y+ 1.0r, comme 





dit le texte, puisque (y+1)}—y—1, on a évidemment: (y+ es 1, ou, comme 
le texte : ol d’où : y, d'où : y?+y+8>y$+2y2+7, ou : 
8>y+y?. 


Considérons un cube dont l’expression contient au moins +2. Or, tel est le 
3 3 
cube : (+3) = ++ : donc : (»+3) >y#+7y2. Égalons les premiers 


3 
membres des deux inégalités qui précèdent : 8—(y+:) , d’où, comme le texte : 
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XXVI 


Trouver deux nombres tels que leur produit, augmenté de chacun 
d’eux, forme un cube. 

Posons que le premier nombre est une quantité cubique d’arith- 
mes telle que 8, et que le second nombre est 1 carré d’arithme moins 
1 unité. Dès lors, nous avons satisfait à une condition ; car le produit 
des nombres, augmenté du premier nombre, forme un cube. 

Reste encore que le produit des nombres, augmenté du second 
nombre, forme un cube. Mais le produit des nombres, augmenté du 
second nombre, forme 8 cubes d’arithme plus 1 carré d’arithme 
moins 8 arithmes moins 1 unité ; ce qui doit être égal à un cube. 
Formons le cube de ? arithmes moins 1 unité, et l’arithme devient % 

Revenant ne choses posées, le premier nombre sera À, et le 
second nombre #% (1). 


XXVII 


Trouver deux nombres tels que leur produit, diminué de chacun 
d’eux, forme un cube. 

Posons pareïllement (?) que le premier nombre est la quantité 
cubique 8 arithmes, et que le second nombre est 1 carré d’arithme 
plus 1 unité. Le produit des nombres, diminué [du premier nombre, 
devient un cube. D'autre part, le produit des nombres] (#), diminué 





LA 
y? y 05? 


et le 3Me nombre y=>. Ces trois nombres, multipliés par leur plus grand dénomi- 


2=y+, d’où : y=3. Donc, le 1er nombre ÿ+1=2 ; le nombre médian 


nateur commun 15, deviennent, comme dans le texte : 40, 27, 25, et ils satisfont 
évidemment à la condition (11) de la proposition. 

Revenant sur les déterminations du début, posons : X—40x ; Y—27x ; Z—25x. 
Ces expressions satisfont à a condition (II), et, substituées dans la condition (I), 
Nes 7e 
AA 20 23. 

1. Les conditions du problème sont : XY+X=a (I), et XY+Y—PRS (II). 

On satisfait évidemment à la condition (I) en posant : X—8%x, et V—x2—1, Dès 
lors, la condition (II) devient, comme dans le texte : 8x3 x2— 8x —] —f5, Adoptons. 
la détermination : B3—(2x—1);; se FRE Sr, QUELOIGATE AN, 


d'où : KE. En conséquence : Ke ——, et Y— 


Ta Fes 
2. Voir proposition XXVI. 
3. Lacune du texte comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 230.) 


donnent : 92x—4, d’où rs Donc 
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du second nombre, forme 8 cubes d’arithme plus 8 arithmes moins 
1 carré d’arithme moins 1 unité. Cette expression doit être égale à 
un cube ; or, cela est impossible (1). 

Posons donc que l’un des nombres est une quantité cubique 
d’arithmes plus 1 unité, notamment 8 arithmes plus 1 unité, et que 
l’autre nombre est 1 carré d’arithme. Le produit des nombres, dimi- 
nué du second nombre, devient ainsi un cube. D'autre part, le pro- 
duit des nombres, diminué du premier nombre, forme 8 cubes d’arith- 
me plus 1 carré d’arithme moins 8 arithmes moins 1 unité. Égalons 
cette expression au cube dont la racine est 2 arithmes moins 1 unité, 
et l’arithme devient 5. 

Revenant aux positions, le premier nombre sera ©, et le second 


10) 


XX VIII 


Trouver deux nombres tels que leur produit, augmenté ou diminué 
de leur somme, forme un cube. 


1. Impossibilité en ce sens que Diophante n'admet pas de solutions négatives. 

2. Les conditions du problème sont : XY—X=-0%{([), et XV—Y—p (II). 

Adoptons provisoirement pour X une expression de la forme mx, soit X—8x, 
et soit : Y—x*+1. On satisfait ainsi évidemment à la condition (I). Dès lors, la 
condition (II) devient : 8x%—x2+8x—1—p5. Si, pour faire évanouir les termes en x 
et les termes indépendants de x, on adopte une détermination : B5—{2x—1)5, on 
obtient une valeur négative x— — ê non admise par Diophante. Heath a fait 
remarquer (loc. cit. p. 186) que Diophante pouvait cependant arriver à une valeur 
positive en usant de la méthode des limites, exposée à la proposition précé- 


3 
dente XXV, en adoptant la détermination : pi=(2x — ñ) , qui fera évanouir les 


97 
termes en x? et en x?, et donnera : Te, ou bien encore, en adoptant la détermi- 
: 8 8 ‘ À > RES 
nation : (5x1) , qui fera évanouir les termes en x et les termes indépendants 
549 
de x, et donnera : x———, 
296 


Diophante, néanmoins, préfère revenir sur l'expression de la forme #°x adoptée 
d'abord pour X, en admettant une expression de la forme : m3x-L1, notamment : 
X—8x4+1, et il pose : Y=—x? ; ce qui satisfait évidemment à la condition CUTYE 
Dès lors, la condition (1) devient : 84%+x2—8x—1—03, Adoptons la détermination : 


a=(2x%— 1}, il vient : 8434 %2—8x—1—(2x—1)3, d'où : Le En conséquence : 


13 
425 __196 


TON TE 
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Puisque le produit des nombres, augmenté de leur somme, forme 
un cube, qu'il forme 64 unités. D'autre part, puisque le produit des 
nombres, diminué de leur somme, forme [un cube, qu’il forme] (1) 
8 unités. En conséquence, deux fois la somme des nombres, consti- 
tuant l'excédent des cubes, sera 56 unités ; en sorte que la somme 
des nombres sera 28 unités. Mais le produit des nombres, augmenté 
de leur somme, forme 64 unités ; donc, le produit des nombres qui 
nous reste sera 36 unités. Nous sommes donc amenés à trouver deux 
nombres [dont la somme forme] (?) 28 unités, et dont le produit est 
36 unités. | 

Posons que le plus grand nombre est 1 arithme plus 14 unités ; 
1l s'ensuit que le plus petit nombre sera 14 unités moins 1 arithme (°). 
Reste à égaler le produit de ces nombres, c’est-à-dire 196 unités 
moins 1 carré d’arithme, à 36 unités, et 1 carré d’arithme devient 
égal à 160 unités. Dès lors, si 160 unités étaient une quantité carrée, 
la question serait résolue. Mais 160 unités constituent l’excédent 
dont 196 unités dépassent 36 unités ; et 196 unités sont le carré de 
14 unités, tandis que 14 est la moitié de 28 ; en sorte que 196 est la 
moitié de 28 multipliée par elle-même. Mais 28 est la moitié de 56 ; 
en sorte que [4 est le quart de 56. Or, 56 est l’excédent des deux 
cubes 64 et 8; tandis que 36 est la moitié de la somme de ces cubes. 
Nous sommes donc amenés à trouver deux cubes tels que le quart de 
leur excédent, multiplié par lui-même, et diminué de la moitié de 
leur somme, forme un carré. 

Que la racine du plus grand de ces cubes soit 1 arithme (4) plus 1 uni- 
té, et celle du plus petit cube 1 arithme moins 1 unité. Ces cubes 
deviennent, l’un, le plus grand, [1 cube d’arithme] (5) plus 3 carrés 
d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité, et l’autre, le plus petit, 1 cube 
d’arithme plus 3 arithmes moins 3 carrés d’arithme moins 1 unité. 
Le quart de l’excédent de ces cubes est 1 5 carrés d’arithme plus la 


3 unité, et cette expression, multipliée par elle-même, devient 





1. Lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 231.) 

2. Lacune déjà comblée dans la copie manuscrite de Auria par les mots : Gore 
guvauwôteooy motsiv, puis comblée différemment dans l'édition de Bachet par les 
mots : ol oœuytelévtes motoUst. 

3. Voir Livre I, proposition XXVII. 

4, Nouvel arithme, ou inconnue auxiliaire, que le texte introduit ici sans autre 
distinction. (Loc. cit. p. 231.) 

5. Petite lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 232.) 


Diophante d'Alexandrie; 16 
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2 1 bicarrés d’arithme plus 1 $ carrés d’arithme plus le ; d'unité. Si 
nous en retranchons la moitié de la somme des cubes, laquelle est 
1 cube d’arithme plus 3 arithmes, le reste devient 23 bicarrés 
d’arithme plus 1 ; carrés d’arithme plus le ; d'unité moins 1 cube 
d’arithme moins 3 arithmes ; ce qui doit être égal à un carré. Pre- 
nons le tout quatre fois à cause de la fraction, et l’on obtient 9 bicar- 
rés d’arithme plus 6 carrés d’arithme plus 1 unité moins 4 cubes 
d’arithme moins 12 arithmes. Égalons cette expression au carré dont 
la racine est 3 carrés d’arithme plus 1 unité moins 6 arithmes ; ce 
carré sera donc 9 bicarrés d’arithme plus 42 carrés d’arithme plus 
1 unité moins 36 cubes d’arithme moins 12 arithmes, lesquels sont 
égaux à 9 bicarrés d’arithme plus 6 carrés d’arithme plus 1 unité 
moins 4 cubes d’arithme moins 12 arithmes. Ajoutons de part et 
d'autre ce qui est négatif, et retranchons les semblables des sem- 
blables, et les 32 cubes d’arithme restants sont égaux à 36 carrés 
d’arithme, d’où l’arithme devient £. 

Revenons aux choses posées. Nous avons posé que les racines des. 
cubes étaient, l’une 1 arithme plus 1 unité, et l’autre 1 arithme 
moins 1 unité ; par conséquent, l’une sera À, et l’autre 3. Dès lors, les 
cubes seront : le premier #Ë, et le second :%. 

Revenons maintenant à la question originale, et cherchons à ce 
que le produit des nombres, augmenté de leur somme, forme le cube 
, et que le produit des nombres, diminué de leur somme, forme le 
cube 355. 

Dès lors, puisque le produit des nombres, augmenté de leur 
somme, forme un cube, c’est-à-dire #5 unités, et que le produit des. 
nombres, diminué de leur somme, forme un cube,c’est-à-dire 4 d’uni- 
té, il s'ensuit que le double de la somme des nombres est l'excédent 


de ces cubes, c’est-à-dire #£ ; en sorte que la somme des nombres. 


2456 2 2 f 
sera 55. Mais le produit des nombres, augmenté de leur somme, est 


4913 : 
#5, et la somme des nombres est À : donc, le produit des nombres. 


sera 7 unités. 


Bien que nous ayons déjà exposé la solution au Livre Premier, 
nous l’exposerons encore maintenant à l’occasion de ce problème. 
Posons que premier nombre est 1 arithme augmenté de la moitié 
des unités qui constituent la somme des nombres, c’est-à-dire: 


12928 . , : . # . . 
5# unités ; le second nombre sera donc © unités moins 1 arithme, 


et la somme des nombres sera ainsi ©. Mais le produit des nombres 
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est 8 moins 1 carré d’arithme. Égalons cette expression à #7 uni- 


tés. Multiplions tout par le dénominateur, c’est-à-dire par 262144 ; 
retranchons les semblables des semblables, et 262144 carrés d’arith- 
me deviennent égaux à 250000 unités, d’où l’arithme devient 
© d'unité. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera % ; le 
second nombre sera 5, et la preuve est évidente (1). 


1. Les conditions du problème sont : XV+(X+V)=—a8, et XY—(X+Y)—p8, 

La solution adoptant les déterminations provisoires, ou de fausse position : 
a%—64, et B5—8, les conditions deviennent donc : XY+(X+V)—64 (I), et 
XY—(X+Y)=8 (II). Elles donnent par différence : 2(X+Y)—56, d’où, comme 
le texte : X+Y—28 (III), d’où d’après (1) : XY—36 (IV). On doit donc trouver 
deux nombres dont le produit et la somme sont donnés. Procédons comme à la 
proposition XXVII du Livre 127, en posant : X—VY—2x, d’où par somme et par 
différence avec la relation (III) on a : X=x+14, et Y—14—x. Substituons dans la 
relation (IV), il vient : 196—x2—36, d’où : x?—160, d’où valeur irrationnelle de 
l’inconnue, non admise par Diophante. ” 

Il faut donc revenir sur les déterminations de «et B°, de manière à remplacer 160 
par un nombre carré. Considérons donc que l’on a : 160—196—36—(14)?2—36— 


28\2 562 LR f64—8\? 6448 /45—23\2 /43425 è 
À) 3) 36— (= ï —) ( Z = ; Ÿ = ; +) HI faut doncadop 


Pas 3 
ter pour a°et B5 des déterminations qui satisfont à la condition : (— 2 Ê L <= F= 





—nombre carré "#°?. Dès lors, posons : «=y+1, et B—y—1, d’où, comme le texte : 
3___n3 
a=y°+3y2+3y+1,et B=y3+3y—3y—1, Donc: # =(1 


5) ÿa+s, d’où, comme 
3___n3\2 
le texte : (5) =(2 ) A+ (1 5) +3 et - Se. ———%$+3y. La condition imposée 





2 
= ä 

devient donc : (2 3) ee 1 5)" FE ou, comme le texte : 9y4+6y?+ 
1—4ÿ$—12y—4m—m?. Adoptons la détermination m'?=—(3y?2+1—6x)°, et l’on a, 
comme le texte : 9y4+6y2+ 1—4y5—12y—9y4+42y2+1—36y—12y, ou 32y°—367?, 

RES U P0 SOIT Ml a AULS 
d'où: y=—=. Donc'a=— ; Par 16512) AT 

Revenant à la question crea, les conditions deviennent donc : XY+(X+Y)=— 


T5, et XY—(X+V)=R. Elles donnent par différence : 2(X+Y)— AO 


512” ‘512? 
2456 4913 2456 2457 
= — = u trouver 
X+VY— 12. . Dès lors, XY — Sn 10. On doit donc de nouvea 
deux nombres dont la somme et le produit sont donnés. Posons (Livre I, propo- 


ER ne 2456 1228 1228 
sition XX VII) : X—Y=2x. Or, X+Y—=— 512 ? donc : X=x+ —— es EtN—= 2 


2457 1228\ /1228 1228 o__ 2457 ] 
CT) L1 . ne nt e 
Cr AN = 12 : don c: (a+) (5 —+)= 5) airs 5 00 comme 


1507984 , 2457 ,. 500 

Ca dst site mn 0 PP ie : 262144x2— 72 0, d’où : x—-——. En conséquence: 
texte : ET 1A SI , d'où : 262144x% 50000, d’où : x 812 q 
x_1728 y 728 


512 Hi2i 
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AUTREMENT 


Trouver deux nombres tels que leur produit, augmenté ou dimi- 
nué de leur somme, forme un cube. 

Considérons, dans ce problème, que tout nombre carré étant 
partagé en sa racine et le reste, leur produit, augmenté de leur 
somme, forme un cube. 

Posons donc le carré 1 carré d’arithme, et partageons-le en sa 
racine et le reste, qui seront donc 1 arithme et 1 carré d’arithme 
moins 1 arithme. Dès Lors, le produit de ces expressions, augmenté de 
leur somme, forme un cube. 

Il faut encore que le produit de ces expressions, diminué de leur 
somme, forme un cube. Mais leur produit, diminué de leur somme 
forme 1 cube d’arithme moins ? carrés d’arithme. Égalons cette 
expression à un cube plus petit que 1 cube d’arithme. Formons & de 
cube d’arithme ; prenons tout 8 fois, et 8 cubes d’arithme moins 
16 carrés d’arithme sont égaux à 1 cube d’arithme ; d’où l’arithme 
devient ©. 

Revenant aux positions, le premier nombre sera , et le second 


7 (1). 


XXIX 


Trouver quatre nombres [carrés] (?) dont la somme, augmentée de 
la somme de leurs propres racines, forme un nombre donné. 

Soit donc le nombre 12 (5). 

Puisque tout carré, accru de sa propre racine et d’un quart d'unité 
forme un carré dont la racine, diminuée d’une demi-unité, forme 
un nombre qui est la racine du carré primitif, 1l s'ensuit que la somme 


1. Les conditions du problème restent les mêmes : XV +(X+VY)= a (D, et 
XY—(X+Y)=6R5 (II), et cette seconde solution, plus élégante que la première, 
considère l'identité : x(x2—x) +x+(12—x)=x5. 

Dès lors, en posant X=—x, et Y—x2—x, on satisfait évidemment à la condition (I). 
Dès lors, la condition (II) devient, comme le texte : 4%—2x?—$3. Adoptons une 


; UE Î l 
détermination : 83<x3, notamment : B—3 x3, et l’on a : x — 2x at, ou, comme le 


texte : 8x%—16x2—x3, d'où : = Donc xs sys 


2. Lacune évidente du texte comblée par Bachet (Loc. cit. p. 239.) 
3. C'est-à-dire le nombre donné. 
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des quatre nombres (1), augmentée de leurs propres racines, forme 
12 unités, et que cette somme, augmentée, en outre, de quatre quarts, 
forme la somme de quatre carrés. Or, 12 unités, augmentées de 
quatre quarts, c’est-à-dire de 1 unité, font 13 unités ; par consé- 
quent, il faut partager 13 unités en quatre carrés, et si nous retran-. 
chons une demi-unité des racines de chacun de ces carrés, nous 
aurons les racines des quatre carrés (?). 

Partageons donc 13 en deux carrés 4 et 9, et partageons de nou- 
veau no de ces carrés en deux carrés, notamment en & et #, 
etenrets 

Alone amené les racines de chacun de ces carrés, soit #, 


$ 2,2: retranchons une demi-unité de chacune de ces racines, et les 


racines des carrés cherchés seront %, 4%, %, #. En conséquence, les 


carrés mêmes seront : 4, 136, 19 100 (2). 


1. C'est-à-dire la somme des quatre nombres carrés cherchés. 
2. C'est-à-dire les racines des quatre nombres carrés cherchés. 
3. Le problème pose la condition : X2+V2+Z24W?24+(X+Y+Z+W)=12. 


Si l’on considère l'identité : a+a+r=(a +5) la condition du problème peut 
donc s’écrire : a ETAT EN) CE) 
(443) +243) +(W43) =1244x 22 18.0r18=4+0 Ge+ 75)+ (5e +2) 


Identifions ces quatre derniers nombres rive avec les expressions carrées qui pré- 


k NE TE OP AU SERRE à PS PaiTAG PME TeE 1\2 
cèdent, il vient : (+) 58 d’où : X=- :(Y+5) MTS d’où : = : (z+5) 


RTE STROE HTe RARE A0 
=", d'où :Z=; 5: (W+5) = 2) d'où: W=. Donc: x2=2 ; va À; 
361 ne 
7201, Wa. 
100 ” 100 


Bachet a fait remarquer, à propos de cette proposition, que Diophante semble 
admettre que tout nombre qui n’est pas un carré peut être partagé en deux, trois 
ou quatre carrés, et il déclare avoir vérifié cette propriété pour les nombres de 1 à 
325, sans avoir pu en donner une démonstration. La remarque de Bachet a donné 
lieu à la note célèbre de Fermat dans laquelle il déclare avoir trouvé « un très beau 
problème de la plus grande généralité » qu’il énonce : « Tout nombre est un nombre 
triangulaire ou la somme de deux ou trois nombres triangulaires ; tout nombre est 
un carré ou la somme de deux, trois ou quatre carrés ; tout nombre est un nombre 
pentagonal ou la somme de deux, trois, quatre ou cinq nombres pentagonaux ; 
et ainsi de suite à l'infini pour les nombres hexagones, heptagones et tous nombres 
polygones quelconques, etc.» Fermat n’a pas laissé de démonstration de ce théorème 
qui fut d’abord démontré partiellement, pour ce qui concerne les nombres triangu- 
laires et carrés, par Lagrange, par Legendre et par Gauss, et que Cauchy démontra 
dans toute sa généralité. (Voir l'introduction du présent ouvrage.) 
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XXX 


Trouver quatre carrés dont la somme, diminuée de la somme de 
leurs racines, forme un nombre donné. 

Que le nombre soit 4 unités. 

Dès lors puisque le premier carré, diminué de sa racine, joint au 
second carré, diminué de sa racine, et joint aux troisième et qua- 
trième carrés, diminués de la même manière, [doit] (1) former 
4 unités ; mais que, d’autre part, tout carré, diminué de sa racine, et 
augmenté d’un quart d'unité, forme un carré dont la racine, augmen- 
tée d’une demi-unité, forme la racine du carré primitif, il s'ensuit que 
la somme des quatre carrés, diminuée de leurs racines, et augmentée 
de quatre quarts d'unité, c’est-à-dire de 1 unité, forme la somme 
de quatre carrés. Mais la somme des quatre carrés (?), diminuée de 
leurs racines, forme 4 unités, et, augmentée, en outre, de 1 unité, 
forme 5 unités ; par conséquent, nous sommes amenés à partager 
5 unités en quatre carrés, [et ajoutant une demi-unité à chacune des 
racines de ces carrés, nous aurons les racines des carrés cherchés] ($). 


Or, 5 se partage en quatre carrés #, %, # et # ; Si nous prenons leurs 


racines, on obtient à, 3, ?, et 3. Ajoutons une demi-unité à chacune 


de ces racines, et nous trouvons les racines (4) 5, 5, # et %. Dès lors, 


, , 121 169 4 
les carrés cherchés seront #5, 105, 100 et 100 (5). 


Le texte de la copie manuscrite de Auria est complété ici par le mot der. 
C'est-à-dire la somme des quatre carrés cherchés. 

La phrase placée entre crochets a probablement été interpolée. 

. C'est-à-dire les racines des carrés cherchés. 

Le problème pose la condition : X24+V2472£LW2{X+4V+Z+W)—A4. 


Ê 2 
Si, conformément au texte, nous considérons l'identité : a—a+;=(a—) ta 


condition du problème peut s’écrire : Ce-x+5)+(—v +5) (2 2+5)+ 
(er) + (2) (N— =aax ges. 07 5 


Ge en NE 


25 


++. Identifions ces carrés avec les quatre expressions des carrés qui précè- 


2 2 
dent, et l’on a, comme le texte : (x) ER d’où : X=S += | (x—) Lot 


2 25 2) 25 
fe dr 4 1\2 64 1 8 21 1\2 36 
Vtt — " : Ne OIL ==+-—— : RS oi : 
RL 27510? (z 5) 2e RO A2 TON (w 5) SE où 
16 47 121 169 441 2890 
W=—-=-+-—--, En cons EN A TL NES Re TR RE ee -haer g 
5 TR] nséquence APE TN GS [OÙ 
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XXXI 


Partager l’unité en deux nombres, et ajouter à chacun d’eux un 
nombre donné, de manière que leur produit forme un carré. 

Que l'unité soit partagée en deux nombres, et que 3 unités étant 
ajoutées à l’un, et 5 unités à l’autre, leur produit forme un carré. 

Posons que le premier nombre est 1 arithme ; le second nombre 
sera donc 1 unité moins 1 arithme. Dès lors, si l’on ajoute 3 unités 
au premier nombre, il sera 1 arithme plus 3 unités ; tandis que si 
l’on ajoute 5 unités au second nombre, il sera 6 unités moins 1 arith- 
me, et le produit de ces nombres devient 3 arithmes plus 18 unités 
moins 1 carré d’arithme ; ce que nous égalons à un carré. Que ce 
carré soit 4 carrés d’arithme ; ajoutons de part et d'autre les termes 
négatifs, et 3 arithmes plus 18 unités deviennent égaux à 5 carrés 
d’arithme ; équation qui n’est pas rationnelle. 

Mais, la quantité 5 des carrés d’arithme est un carré augmenté de 
1 unité ; il faut donc que cette quantité, multipliée par les 18 unités, 
et augmentée du carré de la moitié de la quantité 3 des arithmes, 
c'est-à-dire augmentée de ? 3, forme un carré. En conséquence, nous 
sommes maintenant amenés à chercher un carré qui, augmenté de 
1 unité, et pris 18 fois, puis augmenté de 2? ; unités, forme un carré. 

Que ce carré soit 1 carré d’arithme. Ce carré, augmenté de 1 unité, 
et pris 18 fois, puis augmenté de 2; unités, [forme] (1!) 18 carrés 
d’arithme plus 20? unités égaux à un carré. Prenons tout quatre 
fois, et 72 carrés d’arithme plus 81 unités deviennent égaux à un 
carré. Dès lors, formons le carré de 8 arithmes plus 9 unités, et l’arith- 
me devient 18 unités. Revenons à ce que nous avons posé, et le carré 
sera 324. 

Revenons à la question originale : 3 arithmes plus 18 unités moins 
1 carré d’arithme doivent être égalés à un carré. Posons maintenant 
que ce carré est 324 carrés d’arithme, et l’arithme devient %, c’est-à- 
dire &. 

Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera &, et 
le second à (?). 





1. nouct, lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 245.) 
2. Les conditions du problème sont : X+Y=—1 (I), et (X+3) (Y +5)—o? (II). 
Posons : X—x ; donc, d’après (I) : Y—1—+. Dès lors, la condition (II) devient : 
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AUTREMENT 


Partager l'unité en deux nombres, tels que, chacun d’eux étant 
augmenté d’un nombre donné, leur produit forme un carré. 

Que l'unité soit donc partagée en deux nombres, et que 3 unités 
étant ajoutées à l’un, et 5 unités à l’autre, le produit forme un carré. 

Posons que le premier nombre est 1 arithme moins les 3 unités qui 
doivent lui être ajoutées ; donc, le second nombre restant sera 
4 unités moins 1 arithme. Dès lors, si l’on ajoute 3 unités au premier 
nombre, il devient 1 arithme, et si l’on ajoute 5 unités au second 
nombre, il devient 9 unités moins 1 arithme. Le produit de ces 
nombres est donc 9 arithmes moins 1 carré d’arithme ; ce qui doit 
être égal à un carré. Que ce carré soit 4 carrés d’arithme, et l’arithme 





(x-+3) (6—x)—0?, ou, comme le texte : 3x4+18—x?—«?. Adoptons la détermination 
provisoire a«?—4x? ; donc : 3x+418—x1?—4x?, ou, comme le texte : 3x+18—5x?. 

Diophante n’admet pas la valeur irrationnelle que fournira la résolution de cette 
équation, mais le texte se base néanmoins sur cette résolution pour arriver à rem- 
placer le coefficient 4 dans la détermination : «?—4x?, de manière à obtenir une solu- 
tion rationnelle. 

La résolution de l’équation est la suivante, à la manière de Diophante : Considé- 
rons l'équation sous sa forme générale ax*—bx+c. Multiplions les deux membres, 
par le coefficient du carré de l’inconnue, il vient : a?x?=abx+ac, ou : a?x?—abx=ac, 


b b\2 
b\2 b\2 b\2 be 2 V/ac+ (à) 
ou : ax? —abx+(}) =ac+(à) OU:: (ax) =ac+(:) d'ou 2x D 
44/5 x 18+(5) 
On aura donc, pour l'équation numérique du texte : GT = 
3 1 
34/44 n18+27 


9 * 
radical est un carré. Dès lors,remplaçons-y le carré 4 par un autre carré y? de manière 


. La valeur de x sera donc rationnelle si l’expression sous le: 


à avoir (y?+1) x 1842 me. ou comme le texte : 18y24+20 7m, ou :72y2+ 81 — 


4in?=m'?. Adoptons la détermination : #'?=—(8y+9)?; donc : 72y?+81—(8y+ 9)2, 
d’où, comme le texte : y—18, et y*—324. 

Revenons donc à la question originale en adoptant maintenant la détermination : 
«2— 324x2?, et la condition (II) devient, comme le texte : 3x+18—x2—324x2, ou : 
325x2—3x—18. Si nous résolvons cette équation à la manière de Diophante, on 


2 2. 
a : (325x)2—3(325x)—18 x 325—5850, d'où : (325x)?— 3(825x)+(>) —5850+(%) 


3 9 
24/5850+ 18-56 


3\2 QE 5x RSS Et Es 
ou (325x—7) phare d’où, comme le texte : x— 355 — 395 — 26" 
‘ 6 Gr: 19 
Dès lors, KE et PE Se to 
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devient 5. Revenons à ce que nous avons posé, et nous ne pouvons 
pas retrancher 3 unités de l’arithme. Il faut donc que l’arithme soit 
plus grand que 3 unités, et plus petit que 4 unités. Or, l’arithme 
a été trouvé en divisant 9 par 5, c’est-à-dire par un carré augmenté 
de 1 unité ; donc si 9, divisé par un carré augmenté de 1 unité, for- 
mait 3 unités, le nombre diviseur serait 3 unités. Mais le nombre qui 
divise 9 est un carré augmenté de l'unité ; en sorte que ce carré, 
augmenté de 1 unité, [est plus petit que 3 unités] (1). Retranchons 
l'unité, et le carré est donc [plus petit](?) que 2 unités. D’autre part, 
nous voulons que 9, divisé par un carré augmenté de 1 unité, forme 
4 unités ; donc, le nombre diviseur [est 2 4 unités. Or, le nombre qui 
divise 9]($) est un carré augmenté de 1 unité ; donc, ce carré, aug- 
menté de l’unité, est plus grand que ? ; unités. Retranchons 1 unité, 
et le carré est donc plus grand que 1 3 unités. Or, on a montré que 
ce carré est aussi plus petit que ? unités ; donc nous avons à trouver 
un carré qui soit plus grand que 1 ; unités, et plus petit que ? unités. 
Rapportons ces nombres à un dénominateur carré, tel que 64, et ils 
deviennent 80 et 128. Dès lors, la chose est facile, et le carré est %, 
c’est-à-dire %. 

Revenons à la question originale. Nous demandons que 9 arithmes 
moins 1 carré d’arithme soient égaux à un carré, c’est-à-dire égaux 
au carré trouvé © carrés d’arithme, et l’arithme devient #. Reve- 
nant aux positions, le premier nombre sera ?{, et le second ? (4). 


1. Lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 248.) 

2. Lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 248.) 

3. Lacune comblée d’abord par Bachet, puis plus correctement par Tannery. 
(Cf. loc cit. Vol. I, p. 268.) 

4. Les conditions du problème sont, comme dans la 1re solution : X+4+VY —1 (I), 
et (X+3) (Y+5)= a? (IT). 

Posons : X—x—3, d’où, d’après (1) : Y—4—x. Dès lors, la condition (II) devient : 
x(9—x)= «2. Adoptons la détermination provisoire : «= 4x2, il vient, comme le texte: 


{ 9 : AE : 
Ox—x2— 4x2, d’où : AE ; valeur qui, substituée dans l’expression de X, donnerait 
une solution négative non admise par Diophante. 


Revenons donc sur la détermination provisoire : «?=—4x%, de manière à obtenir 


x> 3, et x<4. Or, puisque rent remplaçons 4 par un autre carré y?, de 
9 4 

PS ie 47 £ se 

mn EC Dès lors, on aura, d’une part 

ÿ+I<E=3, d’où : y?<2, et, d'autre part : ÿ+1> 27, d’où : y?>1 L I] faut 


donc trouver y?<2, et y?>1 D ou bien, comme le texte : <= — et 


9 
ière à ir X=—— 23, et x— 
manière à avVOir x 2 LE € 
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XXXII 


Partager un nombre donné en trois nombres, de manière que le 
produit du premier et du second, augmenté ou diminué du troisième, 
forme un carré. 

Que le nombre donné soit 6. Posons que le troisième nombre est 
1 arithme, et que le second nombre est une quantité d'unités plus 
petite que 6, notamment ? unités ; il s'ensuit que le premier nombre 
sera 4 unités moins 1 arithme. Dès lors, il reste les deux conditions 
du produit des premier et second nombres qui, augmenté ou diminué 
du troisième nombre, forme un carré. On obtient ainsi la double 
équation : 8 unités moins 1 arithme égaux à un carré, et 8 unités 
moins 3 arithmes égaux à un carré. Or, cette double équation n’est 
pas rationnelle (1), parce que les quantités d’arithmes n'ont pas 
entre elles le rapport d’un nombre carré à un nombre carré. Mais la 
quantité d’arithmes 1 est inférieure à ? [de QUE (2), tandis que 
la quantité d’arithmes 3 est, de même, supérieure à ? de l’unité. Nous 
sommes donc amenés à trouver, au lieu du nombre ?, un nombre tel 
que celui qui le dépasse de l’unité ait, avec celui [qui lui est inférieur 
de l’unité, le rapport d’un nombre carré à] (*) un nombre carré. 

Que ce nombre cherché soit 1 arithme (#). Dès lors, le nombre qui 
le dépasse de 1 unité sera 1 arithme plus 1 unité, et le nombre qui lui 
est inférieur de l’unité sera 1 arithme moins 1 unité. Nous voulons 
donc que ces nombres aient entre eux le rapport d’un nombre carré 
à un nombre carré. Que ce rapport soit celui de 4 à 1 ; en sorte que 
1 arithme moins 1 unité, multiplié par 4 unités, devient 4 arithmes 
moins 4 unités, et que 1 arithme plus 1 unité, multipliés par 1 unité, 
[deviennent 1 arithme plus 1 unité] (5). Dès lors, les nombres ainsi 


5 x 16 80 100: :28 
2 —— 1416 64 Or, on satisfait à ces deux conditions en posant : y?— En 
En conséquence,adoptons la nouvelle détermination : S'pesl et la condition (II) 


eos Der en. Don iX=T, 13 da . 


. C'est-à-dire que cette nt te ne it pas une valeur rationnelle 
E l’inconnue. 


2. Lacune que Bachet comble par le mot uovaô. (Loc. cit. p. 251.) 
3. Lacune comblée par Bachet. (Loc. cit. p. 151.) 


4. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire que le texte introduit sans autre 
distinction. 


5. Lacune que Bachet comble par yiverat SxMx. (Loc. cit. p. 152.) 
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exprimés sont entre eux le rapport d’un nombre carré à un nombre 
carré. Égalons maintenant 4 arithmes moins 4 unités à 1 arithme 
plus 1 unité, et l’arithme devient 5 d'unité. 

Posons donc que le second nombre est 5 d’unité. Or, le troisième 
nombre est 1 arithme ; donc, le premier nombre sera © d'unité moins 
1 arithme. 

Il faut enfin satisfaire à la condition du produit des premier et 
second nombres qui, augmenté du troisième nombre, forme un carré, 
et qui, diminué du troisième nombre, forme un carré. Mais le produit 
des premier et second nombres, augmenté du troisième nombre, 
forme Ÿ unités moins 5 d’arithme ; ce qui doit être égal à un carré ; 
tandis que ce produit diminué du troisième nombre, forme Ÿ unités 
moins ? 5 arithmes ; ce qui doit être égal à un carré. Multiplions 
tout par 9. Dès lors, 65 unités moins 6 arithmes deviennent égaux à 
un carré, et 65 unités moins 24 arithmes deviennent égaux à un carré. 

Rendons les quantités d’arithmes égales en prenant quatre fois 
la plus grande équation, et 260 unités moins 24 arithmes égaleront 
un carré, et 69 unités moins 24 arithmes égaleront un carré. Prenons 
maintenant la différence de ces expressions, qui est 195 unités, et 
choisissons deux nombres dont le produit est 195 unités. Tels sont 
15 et 13. Or, la moitié de la différence de ces nombres, multipliée par 
elle même, est égale au plus petit carré, et l’arithme devient . 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 3 ; le second 
sera © ; le troisième sera ÿ, et la preuve est évidente (1). 





1. Le problème pose les conditions : X4+Y+7Z2=6 (I); XY+7Z=aœ? (II); XY—Z 
pari); 

Posons : Z=x, et adoptons une détermination de fausse position : Y <6, soit 
Y=—2. Dès lors, d'après (1) : X=4—x, et les conditions (II) et (III) deviennent : 
8—x—0?, et 8—3x—/6?. Cette double équation aurait fourni une valeur rationnelle 
de l’inconnue, si les coefficients de x avaient été en rapport de carré à carré. Reve- 
nons donc sur la détermination Y—2 de manière à obtenir des coefficients de x en 
rapport de carré à carré. Or ces coefficients étant 1 et 3, c’est-à-dire 2—1 et 241, 
remplaçons-y 2 par un autre nombre y, tel que l’on ait : = d’où comme le 


texte : 4y—4—7y+1, d'où : y. 


Adoptons donc la nouvelle détermination : ee Or, on a posé : Z=x ; donc, 


d’après {T) : =, et les conditions (II) et (III) deviennent, comme le texte : 
Dr at, et F2 xp" OÙ : 65—61—9ax—x?, et 65—24x—982—/$'?, ou 


encore : 4 x 65-—4 x 6x—4u'2—0!"2, et 65—24x—8"2, ou, comme le texte : 260—24x— 
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XXXIII 


Trouver deux nombres tels que l’un, recevant de l’autre une même 
partie ou des mêmes parties (1), ait un rapport déterminé avec ce qui 
reste du nombre qui a donné. 

Proposons donc que le premier nombre, ayant reçu partie ou 
parties du second nombre, soit le triple du reste (?), et que le second 
«/'2, et 65—24x—f'2 Ces deux équations donnent par différence : 195—«x''2=—8'2 ou 


15X13—(x/'+8) (x'—B'). Dès lors, posons, par identification : «/’+8B'—15, et 


15—-13\? , : 
) =1.En fe nt la + petite 





a'’—fB/— 13, d’où, comme le texte : Br 


2 


équation devient : 65—24x=—1, d’où, comme le texte : Donc: X= ; =, 
8 
Z=3. 


Une note de Fermat relative à cette proposition indique une solution rapide que 
nous résumons comme suit : Divisons le nombre donné 6 en deux nombres tels que 
5et 1. A par 6 le produit de ces deux nombres diminué de 1 unité ; donc : 
(5 x 1)—1 2 QE 


1 
ne Dès lors, les deux premiers nombres seront : 1 Ua 3 2 
et le troisième nombre sera : Con È F3): 

La solution de Fermat se généralise d’ailleurs comme suit : Si nous partageons le 
nombre donné a en deux nombres, c’est-à-dire si nous posons : 4=x—+(4—x), on 
satisfait aux trois conditions du problème en posant : Cd ne ; 
Var Far ir L, Z=a- (XV) 26 ; expressions 
dans lesquelles x admet toute valeur <a. 

1. ro aûro pépos n Tà aûtà péon, littéralement : «la même partie ou les mêmes 
parties, c'est-à-dire la même partie aliquote ou non aliquote ». Pour comprendre 
cette expression, il faut s’en rapporter aux définitions III et IV du Livre VII des 
Éléments d'Euclide. 

Définition III : Mépos éstiy dotfuos dpthuou 0 éAtsswy tou pelbovos, tay xatauetpn 
roy pellova. Cette définition est traduite comme suit dans la 1'e traduction fran- . 
çaise des Éléments d'Euclide par P. Le Mardelé. (Paris, 1632, in-80, p. 513) : « Un 
nombre est partie d’un autre nombre ; le plus petit du plus grand, lors que le plus 
petit, mesure le plus grand ». Le Mardelé y ajoute ce commentaire : «comme 6 est 
dict partie de 18, d'autant qu'il le mesure exactement. Or, toute partie prend son 
nom du nombre par lequel elle mesure un autre, comme 6 est dite septièsme partie 
de 42, d'autant que 6 mesure 42 par 7. 

Définition IV. Méon dé, 6tay ph XATOAUETON Cette définition est traduite comme 
suit par Le Mardelé (Voir éd. précitée, p. 514) : « Mais un nombre, est dict parties 
d’un autre plus grand, quand le plus petit ne mesure le plus grand ». Le traducteur 
ajoute ce commentaire : Comme 4 ne sera dict partie de 6 d'autant que 4 plus 


petit ne mesure 6 precisement : mais sera dict les deux parties de 6 sçavoir . et 


5 sera dict parties de 18 sçavoir cn d'autant que l'unité qui est leur commune 


mesure, est contenuë cinq fois en 5 et dix-huict fois en 18. 
2. C'est-à-dire soit le triple de ce qui reste du second nombre. 
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nombre, ayant reçu même partie ou mêmes parties du premier nom- 
bre, soit quintuple du reste (1). 

Posons que le second nombre est 1 arithme plus 1 unité, et que sa 
partie ou ses parties soient 1 unité (?). En conséquence, le premier 
nombre sera 3 arithmes moins 1 unité, et, si le premier nombre reçoit 
partie ou parties, c’est-à-dire 1 unité, du second nombre, il devient 
ainsi le triple du reste. 

Nous voulons aussi que le second nombre, recevant même partie 
ou mêmes parties [du premier nombre] (*), soit le quintuple du 
reste. Mais, puisque la somme des deux nombres est 4 arithmes ; 
que le second nombre reçoit ce que donne le premier nombre, et que 
le nombre ainsi obtenu devient le quintuple du reste, 1l s'ensuit que 
la somme du nombre ainsi obtenu et de ce reste sera 4 arithmes ; 
en sorte que nous aurons ce reste si nous prenons le sixième de 
4 arithmes, c’est-à-dire 3 d’arithme. En conséquence, si nous retran- 
chons 5 d’arithme de 3 arithmes moins 1 unité, nous aurons la partie 
ou les parties du premier nombre. Dès lors, si nous retranchons, le 
le reste devient 3 d’arithme moins 1 unité, et le second nombre, 
c’est-à-dire 1 arithme plus 1 unité, recevant 3 d’arithme moins 
1 unité du premier nombre, devient ainsi le quintuple de ce qui reste 
du premier nombre. 

I1 reste maintenant à chercher si ; d’arithme moins 1 unité sont 
partie ou parties de 3 arithmes moins 1 unité, comme 1 unité est 
partie ou parties de 3 arithmes moins 1 unité. Or, si nous cherchons 
s’il en est ainsi, le produit de 3 d’arithme moins 1 unité et de 1 arith- 
me plus 1 unité est égal au produit de 3 arithmes moins 1 unité par 
1 unité, c’est-à-dire que les fractions sont multipliées inversement, 
d’où 3 de carré d’arithme plus 3 d’arithme moins 1 unité sont égaux 
à 3 arithmes moins 1 unité, et l’arithme devient à. 

Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera ?, et le 
second #. Or, la partie du deuxième nombre était 1 unité. Considé- 
rons 1 unité par rapport au second nombre, et l’on a : 4. Prenons 
sept fois les deux nombres : le premier sera 8 unités, le second sera 


1. C'est-à-dire soit le quintuple de ce qui reste du premier nombre. 

2. C'est-à-dire que la partie aliquote ou les parties aliquotes cédées par le 
second nombre au premier soient 1 unité. | 

3. Lacune que le texte de Bachet comble par les mots : ro mowzou. (Cf. loc. cit. 
p. 254.) 
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12 unités, et les parties seront 4. Mais puisque le premier nombre 
n’est pas multiple de 12, prenons les nombres trois fois, afin d’eviter 
les parties ; donc, le premier nombre sera 24 ; le second sera 36 ; 
leurs parties seront %, et la preuve est évidente (1). 


LEMME RELATIF A LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Trouver deux nombres indéterminés tels que leur produit, aug- 
menté de leur somme, forme un nombre donné. 

Que le nombre formé soit 8 unités. Posons que le premier nombre 
est l arithme, et que le second nombre est 3 unités. Dès lors, le pro- 
duit de ces nombres, augmenté de leur somme, est 4 arithmes plus 
3 unités ; ce que nous égalons à 8 unités, et l’arithme devient ? 
Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera 5, et le 
second 3 unités. 

Considérons maintenant d’où l’arithme est devenu ÿ. Il provient 


A 


1: La solution considère les conditions : X+Y=3(Y—Y) (D), et Y+ix= 
5 (X— 2 X) (I). 


Posons : Y=x+1,et adoptons la détermination: =Y=1, d’où : m— as . Dès lors, 


la condition (I) devient : X+1—3(x+1—1), d’où : X—3x—1. Donc, comme le 
texte : X+Y—(3x—1)+(x+1)—4x. Or, ajoutant X de part et d’autre, la condi- 
tion (II) devient: X+Y+EX=X+5(X—ÙX), d’où : X+Y=X—TX+5(X—7X), 


Ou : 4x = 6(X—©X), d’où, comme le texte : XX = x der, d’où, comme le 


Pl On a donc satisfait à la condi- 





texte: Lx (3x1) 2, 27e 1, a'où : m— 
m 3 #: 
aMT 


A 


tion (IT), car on a, comme le texte : ++ (= 5x5 Reste à obtenir : 
1 


m= I -—, d’où comme le texte : (1) (x+1)=(3x—1)X1, ou : 


Da aix, d’où : > Dès lors, X=?, VE. Or, on a posé : Vel 


Î 
donc : Er D Multiplions les 2 nombres obtenus par 7, il vient : X=—8, et Y—12, 


et la fraction cédée par ces deux nombres est _ Multiplions encore les nombres par 
3, et l’on a, comme le texte : X—24, et Y—36, et chacun de ces nombres cédera 


ji , \ . 3e , . 
12 © est-à-dire qu'ils céderont respectivement 14 et 21. 
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de 5 divisé par la quantité d’arithmes 4. Mais 5 provient de l’excé- 
dent dont 8 dépasse 3, tandis que la quantité d’arithmes 4 dépasse 
le second nombre de l’unité. En conséquence, si nous exprimons le 
second nombre d’une manière quelconque en arithme (1) ; si nous le 
retranchons de 8 unités, et si nous divisons le reste par le second 
nombre augmenté de l’unité, nous aurons le premier nombre. 

Que le second nombre soit, par exemple, 1 arithme moins 1 unité. 
Retranchons cette expression de 8 unités ; il reste 9 unités moins 
1 arithme ; ce que nous divisons par le nombre qui dépasse le second 
nombre de 1 unité, c’est-à-dire par 1 arithme, et l’on obtient 9 inver- 
ses d’arithme moins 1 unité ; ce qui sera le premier nombre. 

Nous avons ainsi résolu dans l’indétermination la question d’avoir 
le produit des nombres, augmenté de leur somme, formant 8 unités. 
D'ailleurs, une solution dans l’indétermination est telle que, si l’on 
fait de l’arithme autant d'unités qu’on voudra dans ce que l’on a 
posé, le problème est achevé (2). 


XXXIV 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté de leur somme, forme un nombre donné. Il 
faut toutefois que les nombres donnés soient, à moins d’une unité, 
des nombres carrés (3). 


1. C'est-à-dire, si le nombre 3 adopté comme détermination pour le second nombre 
est remplacé par un nombre indéterminé ; donc, par un arithme distinct de celui 
qui exprime déjà le premier nombre. 

2. Le lemme propose de satisfaire d’une manière indéterminée à la condition : 
NIV EVE S; 

La solution traite d’abord la question en adoptant la détermination Y =—3. 

Posons : X=—x, et la condition imposée devient : 4x+3—8, d’où : = Donc : 
x=ÿ, et Y—3. Pour avoir X et Y exprimés dans l’indétermination, considérons que 


BARS 2018 2" 


l’on a : X— Dès lors, si Y est exprimé dans l’indétermination par 
, 


AS DATNVEES 
YV=x—1, on aura, comme dans le texte : sig Rent on) Dane us Ce lemme 
(x—1)+1 x ONE 
aboutit, en réalité, à poser, en vue de la solution de la proposition suivante, que si 
: a—Yy 
x x Ad, ON A A 
Y+(x+Y) RS 


3. Le problème pose d’une manière générale les conditions : XV +(X+V)=—a ; 
YZ+H(Y+Z)=06, XZ+(X+Z)=c. Toutefois, l'obtention de solutions rationnelles 
n’est pas subordonnée, comme le dit l’énoncé, à la condition d’avoir a+-1, b+1, et 


104 DIOPHANTE D ALEXANDRIE 





Proposons donc que le produit des premier et second nombres, 
augmenté de leur somme, forme 8 unités ; que le produit des second 
et troisième nombres, augmenté de leur somme, forme 15 unités, 
et que le produit des premier et troisième nombres, de de 
leur somme, forme 24 unités. 

Dès lors, puisque nous voulons que le produit des premier et 
second nombres, augmenté de leur somme, forme 8 unités, si nous 
posons que le second nombre est quelconque, et si nous le retran- 
chons de 8 unités, puis si nous divisons (!) par le nombre qui dépasse 
de l’unité le second nombre, nous aurons le premier nombre (?). 

Posons que le second nombre est 1 arithme moins 1 unité. Dès 
lors, si nous retranchons cette expression de 8 unités, et si nous divi- 
sons (?) par le nombre qui dépasse d’une unité le second nombre, le 
premier nombre sera 9 inverses d’arithme moins 1 unité. 

Derechef, puisque nous voulons, de même, que le produit des 
second et troisième nombres, augmenté de leur somme, forme 
15 unités ; [si, de 15 unités] (4), nous retranchons 1 arithme moins 
1 unité, et si nous divisons par le nombre qui dépasse de 1 unité le 
second nombre, c'est-à-dire par 1 arithme, on obtient 16 inverses de 
l’arithme moins 1 unité, et l’on a le troisième nombre. 

Reste le produit des premier et troisième nombres, augmenté de 
leur somme, lequel forme 144 inverses de carré d’arithme, et que 
nous égalons à 24 unités, d’où l’arithme devient %. 

Revenant à de que nous avons pus le premier nombre sera ÿ ; 
le second sera ?, et le troisième sera $. Réduisons-les tous au même 
sons n et le premier nombre devient 5 : le second #, et le 
troisième % (5). 


c+1 Ne carrés. En effet, les trois équations de condition peuvent s’écrire : 


Se )=a+1; (941) (24+1)=0+1, et (X+1) (Z+1)=c+1, d'où l’on tire : 
a EN ED, ARE LC IRTENT GED CEN 
Een en EN esnem ee Vs 


et d’où il E que chacune de ces expressions sera rationnelle si le produit 
are (b+1) (c+1) est un nombre carré. 
. Le texte sous-entend ici : toy Aounôv, c’est-à-dire « le reste ». 

À Voir le lemme qui précède cette proposition. 

3. Sous-entendu tà hotnx, c'est-à-dire «les (termes) qui restent ». 

4. La copie manuscrite de Auria complète ici le texte par les mots : av amo Mie, 
c'est-à-dire : «si de 15 unités ». 

5. La solution considère les trois conditions : XY+(X4+Y)=8 (I); YZ+(Y +27) 
—=15 (II), XZ+(X+7Z)—24 (III). 

Posons : Y—x7—1. Dès lors, la condition (1) donne, en vertu du lemme qui pré- 
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LEMME RELATIF À LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Trouver deux nombres indéterminés tels que leur produit, diminué 
de leur somme, forme un nombre donné. 

Que le nombre donné soit 8. Posons que le premier nombre est 
1 arithme, et que le second est 3 unités. Dès lors, le produit des nom- 
bres, diminué de leur somme, forme 2 arithmes moins 3 unités ; ce 
que nous égalons à 8 unités, et l’arithme devient 5 3 unités. Revenant 
à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 5 ; unités, et le second 
sera 3 unités. 

Considérons donc de nouveau (1!) d’où l’arithme est devenu 5 À uni- 
tés. Il provient de 11 divisé par 2. Mais 11 est le nombre donné 
augmenté du second nombre ; tandis que ?, quantité d’arithmes, est 
inférieur de l'unité au second nombre. En conséquence, si nous 
posons que le second nombre est quelconque, si nous lui ajoutons le 
nombre donné, et si nous divisons l’expression obtenue par le nombre 
inférieur d’une unité au second nombre, nous trouverons le premier 
nombre. 

_ Que le second nombre soit 1 arithme plus 1 unité ; cette expres- 
sion, augmentée de 8 unités, forme 1 arithme plus 9 unités ; ce que 
nous divisons par le nombre inférieur de 1 unité au second nombre, 
c’est-à-dire par 1 arithme, et le premier nombre devient 1 unité plus 
9 inverses d’arithme. Nous avons ainsi résolu dans l’indétermination 
la question d’avoir le produit des nombres, diminué de leur somme, 
formant 8 unités (?). 


—— 


PNEU Ve me 15 (#1) 
cède : Free p : ,et la condition (II) donnera, de DORÉ rer — 
LoseT Substituons les expressions de X, Y, Z dans la condition (III), il vient : 


x 
C—1) (1) ++ 2 ou, comme le texte : Dar ON LEe à d’où : Luis 


+: 5 
Donc: x er en LA ou, réduisant au même dénominateur : Xe 0 f 
L2 Le" 12 60 
84 340 
” 60’ AS 60 : 
1. C'est-à-dire, comme dans le lemme qui précède la proposition XXXIV. 
. 2. Le lemme propose de satisfaire d’une manière indéterminée à la condition : 
XVY—(X+Y)—8. 
La solution traite d’abord la question en adoptant Y—3. Dès lors, posons : X=», 


—— 





Ÿ 


RENTE ; jo à 1 
et la condition imposée devient : 2x—3—8, d’où : RUE Donc : X—5 5 et RE 


Diophante d'Alexandrie. 17 
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XXXV 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué de leur somme, forme un nombre donné. II 
faut toutefois que les nombres donnés soient, à moins d’une unité, 
des carrés (1). 

Proposons donc que le produit des premier et second nombres, 
diminué de leur somme, forme 8 unités ; que le produit des second 
et troisième nombres, diminué de leur somme, forme 15 unités, et 
que le produit des troisième et premier nombres, diminué de leur 
somme, forme 24 unités. 

Puisque nous voulons que le produit des premier et second 
nombres, diminué de leur somme, forme 8 unités, si nous posons que 
le second nombre est quelconque ; si nous l’ajoutons à 8 unités, et 
si nous divisons le nombre ainsi obtenu par le nombre qui est infé- 
rieur de l’unité au second nombre, nous aurons le premier nombre, 
conformément au lemme écrit précédemment. 

Que le second nombre soit 1 arithme plus 1 unité. Ajoutons-lui 
8 unités, et 1l devient 1 arithme plus 9 unités. Divisons cette expres- 
sion par le nombre qui est inférieur de l’unité au second nombre, 
c’est-à-dire par 1 arithme, et l’on obtient 1 unité plus 9 inverses 
d’arithme ; ce qui sera le premier nombre. Pareillement, le troisième 
nombre sera 1 unité plus 16 inverses d’arithme, et nous avons ainsi 
satisfait à deux conditions. 


a ———— ———— —— 





Pour sou X et Y exprimés d’une manière indéterminée, considérons que l’on a : 
ANNE MNT Li Pop Dès lors si l’on exprime Y dans l’indétermination par 


2 5 3—-1 Y—1 
Y—x-+1 on aura comme dans le texte : x Re ner Ce lemme ne 
vise donc qu’à établir, en vue de la proposition qui va suivre, que la relation : 
ay 

—] 

Le problème pose d’ A manière générale les conditions : XY—(X+V)=—=a 
vZ-(WI2)— b,et XZ—(X+7)—c. Toutefois, l’obtention de valeurs rationnelles 
n’est pas subordonnée, comme le dit l’énoncé, à la condition d’avoir a+1, b+1,c+1 
nombres carrés. En effet, les trois équations Fe condition peuvent s’écrire : 
(X—1) (Y—1)=a+1 ; ET (Z—1)=d+1, et (X—1) (Z—1)=c+1, d'où l'on 
tire : LED Er ee v=1+4/651 (a+ 1) ) ét 7e A VRRRSRE 
d’où il résulte que DURE de ces a. sera rationnelle si le produit seul 
(a+ 1) (+1) (c+1) est un nombre carré. 


Fr donne : en 
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Il nous faut encore le produit des premier et troisième nombres, 
diminué de leur somme. Il forme 144 inverses de carré d’arithme 
moins 1 unité, que nous égalons à 24 unités, et l’arithme devient Z. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera Ÿ : le 
second sera +, et le troisième %. Et si nous voulons que le dénomina- 
teur de ces nombres soit commun, multiplions-les tous par 60, et le 


premier nombre sera & ; le second %, et le troisième # (1). 


LEMME RELATIF A LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Trouver deux nombres indéterminés tels que leur produit ait un 
rapport donné avec leur somme (2). 

Proposons donc que le produit des nombres soit le triple de leur 
somme, 

Posons que le premier nombre est 1 arithme, et que le second 
nombre est 5 unités. Dès lors, le produit des nombres est 5 arithmes. 
Or, nous voulons qu'il soit le triple de 1 arithme plus 5 unités ;: en 
sorte que 3 arithmes plus 15 unités sont égaux à 5 arithmes, et 
l’arithme devient 73 unités. Revenant à ce que l’on a posé, le 
premier nombre sera 7 3 unités, et le second 5 unités. 

Examinons donc comment l’arithme est devenu 7! unités. Il 
provient de 15 divisé par la quantité d’arithmes 2. Mais 15 est le 
second nombre multiplié par le rapport (*) ; tandis que ? provient 


1. La solution considère les trois conditions XV—(X+VY)=8 (I); VYZ—(Y+7)— 
15 (II), et ZX—(Z+X)—24 (III). 
Posons : Y—x+1. Dès lors, la condition (I) donne, en vertu du lemme qui pré- 


cède : x = 42 et la condition (II) donnera, de même : Z=1+ 


F1 
Substituons les expressions de X, Y, Z dans la condition (III), il vient : 
16 9 16 9 144 Des 
oe bah L'aas a © |—24 m le texte : ——1—24, à 
(+2) (+2 [1+ +142] 24, ou, comme le tex T3 d’où 
] 57. 17 02 FEU ARE | 
As Donc : X= 5; Mere 25; ou, réduisant au même dénominateur 60 : 
a 2850204 9 460 
SP 60 2 bon co 


2. Ce lemme propose de satisfaire d’une manière indéterminée à la condition : 
XY 
X+Y 

3. &\da Le © oc no\anactalémevds ati éni Tdv Aoydv, littéralement : « mais 
le (nombre) 15 est le second (nombre) multiplié par le rapport ». Faisons remar- 
quer que Diophante use ici d’une autre terminologie que dans la proposition 14. 
du Livre I, (voir note), où, comme ses prédécesseurs il ne considère pas encore un 
rapport comme un nombre. 


= M. 
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de l'excédent dont le second nombre dépasse le rapport. En consé- 
quence, si nous exprimons le second nombre arbitrairement par 
l’arithme ; si nous le multiplions par le rapport, ce qui forme 3 arith- 
mes, et si nous divisons par l'excédent dont le second nombre dépasse 
le rapport, c’est-à-dire par 1 arithme moins 3 unités, le premier 
nombre devient 3 arithmes fractionnés par 1 arithme moins 
3 unités (1). 


XXXVI 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux ait un rapport donné avec leur somme. 

Proposons donc que le produit des premier et second nombres 
soit le triple de leur somme ; que le produit des second et troisième 
nombres soit le quadruple de leur somme, et que le produit des 
premier et troisième nombres soit le quintuple de leur somme. 

Posons que le premier nombre est 1 arithme ; donc, en vertu du 
lemme (2), le premier nombre sera 3 arithmes fractionnés par 1 arith- 
me moins 3 unités, et pareillement le troisième nombre sera 4 arith- 
mes fractionnés par 1 arithme moins 4 unités. 

Il faut enfin que le produit des premier et troisième nombres soit 
le quintuple de leur somme. Mais le produit des premier et troisième 
nombres est 12 carrés d’arithme fractionnés par 1 carré d’arithme 
plus 1? unités moins 7 arithmes. D'autre part, la somme des premier 
et troisième nombres est 7 carrés d’arithme moins 24 arithmes frac- 
tionnés par 1 carré d’arithme plus 1? unités moins 7 arithmes ; ce 
que l’on obtient de la manière suivante. Lorsqu'il faut additionner 
des fractions telles que 3 arithmes fractionnés par 1 arithme moins 
3 unités, et 4 arithmes fractionnés par 1 arithme moins 4 unités, on 


1. La solution commence par adopter une détermination Y—5. Dès lors, si l’on 
pose : X—x, la condition XY—3(X+Y) du problème devient : 5x3=—3x+ 15, d’où : 


==; Donc : X—7 > et Y—5. Mais, pour exprimer X et Y d’une manière 
indéterminée, considérons que l’on a : Rs LE NS, Donc, si l’on exprime Y 


AIR À LS 3 ; 
d’une manière indéterminée par y, on aura, comme le texte : X— nues En notations 


modernes, ce lemme ne vise qu’à établir, en vue de la solution de la proposition 


suivante, que la relation xy=—m(x+7) donne aussitôt : x— 2. 





2. Voir le lemme qui précède immédiatement cette proposition. 
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multiplie inversement les arithmes de la fraction par les dénomina- 
teurs, notamment 3 arithmes par le dénominateur de l’autre fraction, 
c'est-à-dire par 1 arithme moins 4 unités, et, d'autre part, 4 arithmes 
par le dénominateur de l’autre fraction, c’est-à-dire par 1 arithme 
moins 3 unités. On obtient ainsi comme somme 7 carrés d’arithme 
moins 24 arithmes fractionnés par le produit des dénominateurs, 
c'est-à-dire par 1 carré d’arithme plus 12 unités moins 7 arithmes. 
Or, nous avons comme produit des premier et troisième nombres 
12 carrés d’arithme fractionnés par 1 carré d’arithme plus 12 unités 
moins 7 arithmes ; donc 12 carrés d’arithme, [fractionnés par 1 carré 
d’arithme plus 12 unités] (?) moins 7 arithmes sont le quintuple de la 
somme des nombres. Prenons donc 5 fois cette somme, et l’on 
obtient 35 carrés d’arithme moins 120 arithmes fractionnés par 
1 carré d’arithme plus 12 unités moins 7 arithmes. Multiplions tout 
par le commun dénominateur des expressions, c’est-à-dire par 
1 carré d’arithme plus 12 unités moins 7 arithmes, et 12 carrés 
d’arithme deviennent égaux à 35 carrés d’arithme moins 120 arith- 
mes, d’où l’arithme devient #. 

Revenant à ce que l’on a posé, nous avons eu comme premier nom- 
bre 3 arithmes fractionnés par 1 arithme moins 3 unités ; comme 
second nombre 1 arithme, et comme troisième nombre 4 arithmes 
fractionnés par 1 arithme moins 4 unités. Or, on a trouvé que 
l’arithme est ©, et si, substituant dans le premier nombre, nous le 
faisons dans 3 arithmes, ceux-ci deviendront 360 unités ; puis le 
faisant dans le dénominateur, 120 unités substituées dans 1 arithme 
moins 3 unités donnent 51 unités. Le premier nombre sera donc 


finalement #, et le second nombre sera © : car il n’a pas de dénomi- 


nateur arithmique. Quant au troisième nombre, # substitués de 
même dans les 4 arithmes donnent 480, et de même, dans le déno- 
minateur, 120 substitués dans 1 arithme moins 4 unités donnent 


28 unités ; en sorte que, finalement, le troisième nombre sera 


+ unités, et la preuve est évidente (?). 


1. Lacune que Bachet comble par les mots : poptou AYaME, (Cf. loc. cit. p. 261.) 
2. Les conditions du problème sont : XY—3(X+VY) (I); VYZ—4(Y+Z) (IT), et 
ZX=5 (Z+X) (III). 
Posons : Y—x. Dès lors, la condition (I) donne, en vertu du lemme qui précède 
3% 


immédiatement : X=——, et de même (II) donne : Z— Æ.. On aura donc, comme 
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XXXVII 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux ait un rapport donné avec la somme des trois nom- 
bres (1). 

Proposons donc que le produit des premier et second nombres soit 
le triple des trois nombres (?) ; que le produit des second et troisième 
nombres soit le quadruple des trois nombres, et que le produit des 
troisième et premier nombres soit le quintuple des trois nombres. 

Dès lors, puisque le produit de deux quelconques des nombres a un 
rapport donné avec le nombre résultant des trois nombres, cherchons 
d’abord trois nombres et un nombre arbitraire, de telle sorte que 
le produit de deux quelconques des nombres (*) ait un rapport 
déterminé avec le nombre arbitraire. 

Que le nombre arbitraire soit 5 unités. Dès lors, puisque le produit 
des premier et second nombres est le triple du nombre arbitraire, 
c'est-à-dire de 5, le produit des premier et second nombres sera donc 
15 unités. Que le second nombre soit 1 arithme ; il s'ensuit que le 
premier nombre sera 15 inverses d’arithme. | 

Derechef, puisque le produit des second et troisième nombres est 
le quadruple de 5, le produit des second et troisième nombres sera 
donc 20 unités. Or, le second nombre est 1 arithme : donc, le troi- 
sième nombre sera 20 inverses d’arithme. 

Il faut encore que le produit des troisième et premier nombres, 
lequel est 300 inverses du carré d’arithme, soit le quintuple de 5, et 
300 inverses du carré d’arithme deviennent égaux à 25 unités. 


— 


BA 4x V2 AX 7x?— 24% 
ae SLAM (ST TRES tr 4  x2+12—7x 
expression sur l'obtention de laquelle le texte consacre une longue phrase incidente 
qui a probablement été interpolée par un commentateur. Substituons ces deux der- 
nières expressions dans la condition (III), et il vient : 


le texte : XZ— 


12x42 __ 5(7x2—24x)  35x2—120x sé 
NEO A eme Eee D MEL ERA EE À 2x2— 2.12 x 
DIT MLD LITE , ou, comme le texte 12x2—35x 0x, d’où 
120 360 120 480 
X bep ë = a mm, 
23 ONCE SL: Y 73° Z 28 
XY DEN 7e ZX 


1. Problème de la forme : X+IYIZ  XEY-Z 
2. C'est-à-dire la somme des trois nombres. 
3. C'est-à-dire de deux quelconques des trois nombres, à l'exclusion du nombre 
arbitraire qui remplacera provisoirement la somme des trois nombres. 


=M =#, et 


SAT 
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Dès lors, si une expression avait le rapport d’un carré à un carré 
avec l’autre expression, la question serait résolue. Mais 300, quantité 
des inverses de carré d’arithme est le produit de 15 et de 20 : tandis 
que 15 est le triple de 5, et que 20 est le quadruple de5. Nous voulons 
donc que le produit du triple de 5 et du quadruple de 5 soit au 
quintuple de 5 dans le rapport d’un carré à un carré. Or, 5 est 
arbitraire ; donc, nous sommes amenés à chercher un nombre tel que 
son triple, multiplié par son quadruple, soit à son quintuple dans le 
rapport d’un carré à un carré. 

Que ce nombre cherché soit 1 arithme (1), et que son triple, multi- 
plié par son quadruple, forme 1? carrés d’arithme. Il faut maintenant 
que cette expression ait le rapport d’un carré à un carré avec le 
quintuple du nombre. En conséquence, nous voulons que 12 carrés 
d'arithme soient à 5 arithmes dans le rapport d’un nombre carré 
à un nombre carré. Dès lors, le produit de ces nombres sera lui- 
même un carré; donc, 60 cubes d’arithme devront être égaux à 
un carré. Or, cela est facile ; égalons-les à 900 carrés d’arithme, et 
l’arithme devient 15 unités. Revenons à ce que nous avons posé, et 
le nombre cherché sera 15 unités. 

Posons donc que le nombre (?) est 15 unités. Dès lors, le produit 
des premier et second nombres sera 45 unités. Or, le second nombre 
est 1 arithme ; donc, le premier nombre sera 45 inverses de l’arithme, 
et, pareillement, le troisième nombre sera 60 inverses de l’arithme. 

Il faut encore que le produit des premier et troisième nombres, 
c'est-à-dire 2700 inverses du carré de l’arithme deviennent le quin- 
tuple des 15 unités. Égalons 2700 inverses du carré de l’arithme à 
75 unités, et l’arithme devient 6 unités. Revenant à ce que nous 
avons posé, le premier nombre sera 7 + unités ; le second 6 unités, 
et le troisième 10 unités. Dès lors, si, dans ces conditions, la somme 
de ces trois nombres était 15 unités, la question serait résolue. 

Que la somme des trois nombres soit donc 15 carrés d’arithme, et 
que chacun des trois nombres, exprimés en arithmes, soit, conformé- 
ment à ce que nous avons trouvé, le premier 7 ; arithmes ; le second 
6 arithmes, et le troisième 10 arithmes. Il faut enfin que la somme 


1. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire que le texte introduit ici sans autre 
avertissement. 
2. C'est-à-dire que le nombre arbitraire soit 15 au lieu de 5 adopté provisoirement. 
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de ces trois nombres soit 15 carrés d’arithme. Or, la somme des trois 
nombres est 23 5 arithmes ; donc 23 3 arithmes sont égaux à 15 carrés 
d’arithme, et l’arithme devient #. 


Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera #2: ; 


30 
le second À, et le troisième 4? (1). 


XXXVIII 


Trouver trois nombres tels que la somme de ces trois nombres, 


1. La solution considère les trois conditions : XY=3 (X4+Y+Z) (I); YZ— 
4(X+Y+2) (I), et ZX=5 (X+Y+Z) (III). 

Diophante introduit ici habilement une inconnue auxiliaire X4+V+7Z2=%, pour 
laquelle il adopte la détermination provisoire y—5. Dès lors, la condition (I) donne : 


XV=3XS—=15; et posant Arr Ion TE x= Et, de même, la condition (II} 


donne : YZ—4xX 5—20, d’où : 2=—. En conséquence, la condition (III) devient : 


20,15 300 
X 


xX—=5Xx5, ou, comme le texte : 3 —25. Or, cette équation eût amené une 


valeur rationnelle pour l’inconnue, la seule admise par Diophante, si le rapport de 
300 à 25 eût été celui d’un carré à un carré. Revenons donc sur la détermination 
provisoire y—5, de manière à avoir : (3X7y) (4X7y) à 5x7, ou 12y? à 5y dans le 
rapport d’un carré à un carré, ou ce qui revient au même, de manière à avoir : 
12y2 x 5y—60y$—nombre carré «2. Dès lors, adoptons la détermination «2— 800%: ; 
donc : 60y#—900%?, d’où : y=15. 

Posons maintenant : X+Y+7Z—15. Dès lors, d’après (1) : XY—45. Or, Y=x ; 


donc : x=® Et, d’après (II) : YZ—60, d'où : ZT. En conséquence, la condi- 


| 2700 
tion (III) devient AN ie 15, ou, comme le texte : 3 





==7/01d'ON 240 
Bort:X=7 : : Y=6,Z—10. Mais on obtient ainsi X+V+Z=—23 : au lieu d’avoir : 


X1LV+Z—=15. Posons donc : X+V+7Z—152?, et X=7 je OV —=67 2 =1\0IRRDERS 


352 J 


Q ON SUR NAT C'EST "4 
lors, on a : 23 52— 1547, d'où : 4=-<. Donc : X— 30 ? 


_282 
Ha O0 


470 . 


Eee 


CeRQUE 


constitue une solution. 

La solution algébrique de cette proposition, usant du procédé de l'inconnue 
auxiliaire de Diophante, serait la suivante : On a les équations : xy=m(x+7+2) (1) ; 
yz=n(x+y+2) (II), et xz—p (x+y+2) (LIT). Posons : x+y+2=5s. Dès lors, d'après. 

ms ps mps? mps 


CEE Ms d’après (III) : LE et d’après (IT): ANT ES Donc RE TS 


DE QE Done: ttes VER EE] au: 52 
LEE NE d’où, par substitution, on aura : mp tt]; 


y=mnl tits) nt +5 | 
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multipliée par le premier, forme un nombre triangulaire ; multipliée 
par le second, forme un carré, et, multipliée par le troisième, forme 
un cube. 

Posons que la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme (1) ; 
que le premier nombre est une quantité triangulaire (?) d’inverses 
de carré d’arithme, notamment 6 inverses de carré d’arithme ; que 
le second nombre est 4 inverses de carré d’arithme, et que le troi- 
sième nombre est une quantité cubique d’inverses de carré d’arith- 
me, notamment 8 inverses de carré d’arithme. Dès lors, 1 carré 
d’arithme, multiplié par le premier nombre, forme 6 unités, qui 
sont un nombre triangulaire ; multiplié par le second nombre, forme 
6 unités, qui sont un nombre triangulaire ; multiplié par le second 
nombre, forme 4 unités, qui sont un carré, et, multiplié par le troi- 
sième nombre, forme 8 unités, qui sont un cube. 

Reste à obtenir que la somme des trois nombres soit 1 carré 
d’arithme. Mais, la somme des trois nombres est 18 inverses de carré 
d’arithme, lesquels seront égaux à 1 carré d’arithme. Multiplions 
tout par 1 carré d’arithme, et l’on obtient 1 bicarré d’arithme égal 
à 18 unités. Il faut donc que 18 soit un carré ayant comme racine 
un carré (*). Mais 18 est la somme d’un nombre triangulaire, d’un 
carré et d’un cube. Nous sommes donc amenés à trouver un carré, 
ayant comme racine un carré, et à le partager en un nombre trian- 
gulaire, en un carré et en un cube. 

Que ce carré soit 1 bicarré d’arithme plus 1 unité moins ? carrés 
d’arithme. Dès lors, si, de 1 bicarré d’arithme, nous retranchons 
1 bicarré d’arithme plus 1 unité moins 2 carrés d’arithme, nous 
obtenons comme reste 2 carrés d’arithme moins 1 unité ; expression 
que nous devons de nouveau partager en un cube et en un nombre 
triangulaire. Que le cube soit 8 unités, et il reste donc comme 
nombre triangulaire 2 carrés d’arithme moins 9 unités ; expression 
devant être égale à un nombre triangulaire. Or, tout nombre trian- 


—— 


1. La condition d’avoir la somme des trois nombres égale à un nombre carré 
n'étant pas imposée dans l’énoncé de la proposition, elle vient donc en compliquer 
sensiblement la solution. 

2. C'est-à-di : n(n+1) 

. C'est-à-dire un nombre triangulaire de la forme PRET 
3. C'est-à-dire que, pour obtenir une solution rationnelle, il faudra que 18 soit 


remplacé par un nombre bicarré. 
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gulaire, pris 8 fois, et augmenté de l'unité. devient un carré (Ne 
donc, 16 carrés d’arithme moins 71 unités sont égaux à un carré. 
Formons le carré de 4 arithmes moins 1 unité ;: ce carré devient 
16 carrés d’arithme plus 1 unité [moins 8 arithmes] (?), et l’arithme 
devient 9 unités. 

Revenant à ce que l’on a posé,le nombre triangulaire sera 153 uni1- 
tés, le carré sera 6400 unités, et le cube sera 8 unités. | 

Revenons à la question originale, et posons que le carré constitué 
par la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme ; que le pre- 
mier nombre est 153 inverses de carré d’arithme, puisqu'il devra 
devenir un nombre triangulaire ; que le second nombre est 6400 1in- 
verses de carré d’arithme, puisqu'il devra devenir un carré, et que le 
troisième nombre est 8 inverses de carré d’arithme, puisqu'il devra 
devenir un cube. Dès lors, le carré que constitue 1 carré d’arithme, 
multiplié respectivement par ces nombres, forme, d’une part, un 
nombre triangulaire, d'autre part, un carré, et enfin un cube. 

Il faut enfin que la somme des trois nombres soit 1 carré d’arith- 
me ; donc 6561 inverses de carré d’arithme sont égaux à 1 carré 
d’arithme. Multiplions tout par 1 carré d’arithme, et 1 bicarré 
d’arithme devient égal à 6561 unités, d’où l’arithme est 9 unités. 

Revenant à ce que l’on a posé,le premier nombre sera À : le second 
0 : Le troisième #, et la preuve est évidente (3). 





1. On a, en effet, SX UE 4 1 (on + 1)e Cette propriété des nombres trian- 
gulaires était déjà connue par Plutarque qui l’énonce comme suit dans un passage 
de ses Questions platoniques : « Or, l'unité est un triangle ; car si à tout nombre 
triangulaire, pris huit fois, on ajoute l'unité, il devient un carré; ce qui arrive aussi 
à l’unité». (Œuvres morales de Plutarque, traduites en français par M. l'abbé 
Ricard. Paris, 1783 - an III, 17 vol. in-12. Voir : Questions platoniques, question IV, 
p. 481.) 2 

2. Lacune du texte que Tannery a-comblée par: À 5n, c’est-à-dire moins 8 arith- 
mes. (Cf. loc. cit. Vol. IT, p. 296, L. 15.) 

3. Le problème pose les conditions : (X+Y+7Z)X=—nombre triangulaire 
HELD) (p ; (REV +2) 8 (ID, et (XV +2)Z=v (I). 

Puisque la solution introduit, en outre, la condition de la somme des trois nombres 
devant être un nombre carré, posons : X4+Y+Z=—x? (IV). Dès lors, on satisfait 


évidemment aux conditions (I), (II), (III), en posant : x=* Y= Z=-, 


, 1 

expressions dans lesquelles les coefficients de — sont respectivement un nombre 
X 

triangulaire, un carré, et un cube. En conséquence, la condition supplémentaire (IV) 


Q 18 PEER , . A : 
devient TE —x?, d'où : 18—x4. Or, pour que cette équation donnât une valeur ration- 
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XXXIX 


Trouver trois nombres tels que la différence du plus grand nombre 
et du nombre médian ait un rapport donné avec la différence du 
nombre médian et du plus petit nombre, et tels que, pris deux à 
deux, ces nombres forment un carré. 

Proposons donc que la différence du plus grand nombre et du 
nombre médian soit le triple de la différence du nombre médian et du 
plus petit nombre. 

Dès lors, puisque la somme du nombre médian et du plus petit 
nombre forme un carré, qu’elle forme 4 unités. En conséquence, le 
nombre médian est plus grand que ? unités. Qu'il soit 1 arithme plus 
2 unités, et 1l s'ensuit que le plus petit nombre sera 2 unités moins 
1 arithme. 

D'autre part, puisque la différence du plus grand nombre et du 
nombre médian est le triple de la différence du nombre médian et 
du plus petit nombre, et que la différence du nombre médian et du 
plus petit nombre est 2 arithmes, il s'ensuit que la différence du 
plus grand nombre et du nombre médian sera 6 arithmes, et que le 
plus grand nombre sera donc 7 arithmes plus ? unités. 

Restent les deux conditions de la somme du plus grand nombre et 


nelle admise par Diophante, il eût fallu que 18 fût un bicarré. Revenons donc sur 
les positions adoptées, en considérant que, puisque 18—6+4+8, on doit obtenir : 
x#—=nombre triangulaire carré cube. Posons que le carré est (x?—1)?, ou, comme 
le texte : x4+1—2x2. Dès lors, par différence : 44—(x4-1 1—2x?) —2x?2—1—nombre 
triangulaire +cube. Posons que le cube est 8; donc, par différence : (2x2—1)—8— 
2x°—9—nombre triangulaire. Pour trouver ce nombre triangulaire, considérons que 
l’octuple d’un nombre triangulaire, augmenté de 1, est un nombre carré (voir note 
avant-précédente). Posons donc : 8(2x2?—9) + 1—nombre carré. Or, puisqu’un nom- 
bre triangulaire ne peut être fractionnairé, adoptons un carré tel que l’on obtienne 
pour x une valeur entière ; soit donc le carré : (4x—1)?. Dès lors, 8(2x?—9)+1— 
(4x—1)?, ou, comme le texte : 1642—71—16x2+1—8%x, d'où : x=—9. En conséquence, 
par substitution dans l’expression 2x?2—9, le nombre triangulaire sera 153 ; par 
substitution dans l'expression (x2—1)?, le nombre carré sera : 6400, et le cube a été 
posé : 8. 

Modifions maintenant les positions initiales, et posons : QUE ; Y=—-, 

x % 


ZT. Ces expressions satisfont évidemment aux conditions (I), (II), (III). Dès lors, 


rt d’où : x4=—6561, d’où : x?=81, d’où : x—9. En 


RÉ IS1DS HASGAO TAB 
conséquence : X=——, Ÿ — Si PE - 


la condition (IV) devient : 
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du plus petit nombre formant un carré, et la somme du plus grand 
nombre et du nombre médian formant un carré. Dès lors, nous 
obtenons la double équation : 8 arithmes plus 4 unités égaux à un 
carré, et 6 arithmes plus 4 unités égaux à un carré, et, comme les 
quantités d'unités sont quadratiques, l'équation est facile. 

Constituons deux nombres dont le produit soit ? arithmes, d’après 
ce que nous savons de la double équation (1). Que ces nombres 
soient donc à arithme et 4 unités, et l’arithme devient 112 unités. 
Kevenant à ce que nous avons posé, on ne peut retrancher 1 arithme, 
c'est-à-dire 112 unités, de 2? unités. Dès lors, nous voulons que 
l'arithme soit trouvé inférieur à 2 unités ; en sorte que 6 arithmes 
plus 4 unités soient aussi inférieurs à 16 unités ; car si ? unités sont 
multiplhiées par la quantité d’arithmes 6, puis augmentées de 
4 unités, elles forment 16 unités. En conséquence, puisque nous 
cherchons à égaler 8 arithmes plus 4 unités à un carré, et à égaler 
6 arithmes plus 4 unités à un carré, mais que le carré de 2 unités, 
c'est-à-dire 4 unités, est aussi un carré, on a ainsi trois carrés, 
notamment 8 artthmes plus 4 unités ; 6 arithmes plus 4 unités, et 
4 unités ; et la différence du plus grand carré et du carré médian est 
la troisième partie de la différence du carré médian et du plus petit 
carré. Nous sommes donc amenés à trouver [trois] (*) carrés tels que 
la différence du plus grand carré et du carré médian soit la troi- 
sième partie de la différence du carré médian et du plus petit carré, 
et tels que le plus petit carré soit 4 unités, et que le carré médian 
soit plus petit que 16 unités. 

Posons que le plus petit carré est 4 unités, et que la racine du 
carré médian est 1 arithme (#) plus ? unités ; ce carré même sera 
donc 1 carré d’arithme plus 4 arithmes plus 4 unités. Dès lors, 
puisque la différence du plus grand carré et du carré médian est la 
troisième partie de la différence du carré médian et du plus petit 
carré, et que la différence du carré médian et du plus petit carré est 
1 carré d’arithme plus 4 arithmes, il s'ensuit que la différence du 
plus grand carré et du carré médian sera 3 de carré d’arithme plus 


1. C'est-à-dire d’après le procédé employé par Diophante pour résoudre la double 
équation du 1er degré ; procédé exposé à la proposition XI du Livre IT. 

2. Lacune du texte comblée par Bachet, (loc. cit. p. 275). 

3. Nouvel arithme, ou inconnue auxiliaire, que le texte introduit ici sans autre 
distinction. 
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1  arithmes. Or, le carré médian est 1 carré d’arithme plus 4 arith- 
mes plus 4 unités ; donc, le plus grand carré sera 1 à carrés d’arithme 
plus 5 5 arithmes plus 4 unités ; expression qui doit être égale à 
un carré. Prenons tous les termes 9 fois, et 1l s'ensuit que 12 carrés 
d’arithme plus 48 arithmes plus 36 unités sont égaux à un carré ; 
enfin, prenant le quart des termes, 3 carrés d’arithme plus 1? arith- 
mes plus 9 unités sont égaux à un carré. 

Nous voulons aussi que le carré médian soit plus petit que 16 uni- 
tés, c’est-à-dire que sa racine soit plus petite que 4 unités. Or, la 
racine du carré médian est 1 arithme plus 2 unités ; donc cette 
expression est plus petite que 4 unités, et, si nous retranchons de 
part et d'autre ? unités, l’arithme sera plus petit que ? unités. 

Nous en arrivons donc à rendre 3 carrés d’arithme plus 12 arith- 
mes plus 9 unités égaux à un carré. Formons un carré au moyen de 
3 unités diminuées d’une certaine quantité d’arithmes, et l’arithme 
proviendra d’un certain nombre pris six fois, augmenté de 12, c’est- 
à-dire de la quantité des 12 arithmes de l'équation, et divisé par 
l'excédent dont le carré de ce nombre dépasse 3, quantité des carrés 
d’arithme dans l'équation. Nous sommes donc amenés à trouver un 
nombre qui, pris 6 fois, puis augmenté de 12 unités, puis divisé par 
l'excédent dont le carré du nombre dépasse trois unités, donne un 
quotient plus petit que 2 unités. 

Que le nombre cherché soit 1 arithme (1). Ce nombre pris 6 fois, et 
augmenté de 12 unités ,forme 6 arithmes plus 12 unités ; tandis que 
le carré de ce nombre, diminué de 3 unités, forme 1 carré d’arithme 
moins 3 unités. Nous voulons donc diviser 6 arithmes plus 12 unités 
par 1 carré d’arithme moins 3 unités, et obtenir un quotient plus 
petit que 2 unités. Mais ?, divisé par 1 unité, donne le quotient 2? ; 
en sorte que le rapport de 6 arithmes plus 1? unités à 1 carré d’arith- 
me moins 3 unités est plus petit que celui de 2 à 1. Or, l'aire est 
inégale à l’aire (?) ; donc le produit de 6 arithmes plus 12 unités et 
de 1 unité est plus petit que le produit de ? unités et de 1 carré 
d’arithme moins 3 unités, c’est-à-dire que 6 arithmes plus 12 unités 
sont plus petits que 2 carrés d’arithme moins 6 unités. Ajoutons de 


1. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 

2. Kai ywpiloy ywplw dvisov, littéralement : «et l'aire (est) inégale à l'aire » 
c'est-à-dire que les produits des antécédents par les conséquents sont inégaux dans 
es deux expressions fractionnaires. 
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part et d'autre 6 unités, et 6 arithmes plus 18 unités sont plus petits 
que 2 carrés d’arithme. 

Lorsque nous résolvons une pareille équation (!), nous multiplions 
la moitié de la quantité d’arithmes par elle-même ; ce qui donne 9, 
et nous multiplions la quantité ? des carrés d’arithme par les 18 uni- 
tés ; ce qui donne 36. Ajoutons à 9, ce qu1 donne 45, dont la racine 
n’est pas plus petite que 7 unités (?). Ajoutons la moitié de la quan- 
tité d’arithmes, [ce qui ne donne pas moins que 10 unités, et divisons 
par la quantité des carrés d’arithme] (*) ; ce qui ne donne pas moins 
que 9 unités (f). 

Dès lors, nous avons à égaler 3 carrés d’arithme plus 12 arithmes 
plus 9 unités au carré dont la racine est 3 unités moins 5 arithmes, et 
l’arithme devient #, c’est-à-dire #. Or, nous avons posé que la racine 


du carré médian est 1 arithme plus ? unités ; donc, la racine de ce 


carré sera Ÿ unités, et ce carré sera 7. Revenons à la question origi- 


nale, et posons que 7, ce qui est un carré, est égal à 6 arithmes plus 


4 unités. Multiplions tous les termes par 121, et l’arithme devient €, 


et est plus petit que ? unités. 

Revenons à ce que nous avons posé pour le problème du début. 
Nous avons posé que le nombre médian est 1 arithme plus ? unités ; 
que le plus petit nombre est 2? unités moins 1 arithme, et que le plus 


grand nombre est 7 arithmes plus 2 unités. Le plus grand nombre 
sera donc #9 : le second nombre (5) sera %, et le troisième nombre 
sera %%. Or, puisque le dénominateur est 726, et qu'il n’est pas un 
carré, mais le sixième d’un carré, si nous prenons 121, qui est un 


carré, prenons le sixième de tous les nombres, et le premier nombre 
1 SR 

sera semblablement ‘ti ;: le second sera #5, et le troisième {#}. 

Enfin, si nous voulons nous exprimer en nombres entiers, afin de ne 


pas rencontrer 3, amplifions par 4, et le premier nombre sera À : le 


second sera % ; le troisième sera %, et la preuve est évidente (f). 


1. C'est-à-dire si nous résolvons cette inégalité à la manière d’une équation. 

2. Puisque 7>j//456, et que Diophante cherche une approximation en nom- 
bres entiers, il prend la limite supérieure 7 pour satisfaire aux conditions du pro- 
blème. 

3. Lacune comblée d’abord d’une manière insuffisante par Bachet, puis, plus 
complètement par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. IT, p. 304.) 

4. Le texte se borne ici à donner la valeur de l’inconnue tirée de l’équation de la 
forme : ax?—bxtc. 

5. 6 de os, le second (nombre), au lieu de l’expression employée précédemment: 
& péooç dpfuoc, le nombre médian. 

6. D'après l’énoncé du problème, trois nombres X>Y >Z doivent satisfaire aux 
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XL 


Trouver trois nombres tels que l'excédent dont le carré du plus 
grand nombre dépasse le carré du nombre médian ait un rapport 





conditions générales : X—V =» (V—Z) ; X+V—o?; V+Z=R?, et Z+X—7Y2 
Or, la solution adopte aussitôt la valeur m—3, et la détermination f?—4 ; en sorte 
que les trois conditions deviennent : X—Y—3(VŸ—Z) (1); X+Y=—? (II); Y+7Z—A4 
(II), et Z+X=7y*? (IV). 

Dès lors, puisque Y >Z, on a, d’après (III) : Y>=>2. Posons : Y—x+2; donc: 
Z=2—x. En conséquence, Y—Z=—2x, et, d’après (1): X—V—6x; d’où : X—7x+2, 

Substituons les expressions de X, Y, Z dans les conditions (II) et (IV), et l’on 
obtient, comme le texte, le système de la double équation : 8x3+4—%?, et 6x+4—72, 
Ces équations donnent par différence : 2x3—0?2—+?, ou, d’après la simple indication 


du texte : DA X 4= (a) (x—+y), d’où par identification : Re et a+y—4, 


2 
2 2 
d’où : a (5x +2 . Donc : &x+4=(5x+2) , d'où, comme le texte : x—112. Or, 


cette valeur, substituée dans l'expression Z=2—x,donnerait une quantité négative, 
non admise par Diophante. On doit donc chercher à obtenir x<2; ce quientraînera 
y?<16, car, si l’on substitue x—2 dans la seconde des deux équations du système 
qui précède, il vient, comme le texte : y?—16. 

Dès lors, la question se ramène à trouver trois carrés «?>y?>f? tels que l’on ait : 


v°-<IG 57 BP 4 et 27 ( 1 —4) ; Car on a : (Bx +4) —(6x+ 4) =2L(6x +4) —4]. 

Soit donc : B?—4, et posons : y?={(y+2)*—y+4y+4 Dès lors, ax—Y?— 

1 1 Le srl l 

21024 4y+4)—41, ou, comme le texte: Pate al el 3 d’où : otre ne 
(y2+4y+4), où : «?—1 2+5 + 4, Cette dernière expression devant être égale 
à un carré, Posons : 123245 2y+4=a?, ou, multipliant par le carré 9, il vient, 
comme le texte : 12y2448y+36—9a?—a'?, ou, divisant par le carré 4, il vient : 
3y#+ 12y+9= Ta"? La détermination de a’? est subordonnée à la condi- 
tion : y<2. En effet, on a posé y?—(y+2}?, et l’on doit avoir : y?<16 ; donc 
y+2<4, d'où y<2. 


Adoptons donc la détermination : a''?=(3—my)? ; expression dans laquelle # 
est le nouvel arithme du texte. 


ne Mure 
Dès lors, 3y?+ 12y+9—(3—my)?, d’où, comme le texte : RU 12 On satisfait 


m3 
12542 ee 
donc à la condition y<2 en posant : ec, d’où, comme le texte : 
(6m+12)X1<2X(m2—3), ou : 6m+12<2m—6, ou : 6m+18<2m?. Si nous 


résolvons cette inégalité à la manière de Diophante,on aura :2(6m)+2X 18<2(2m°?), 
2 2 
d’où : 6(2m)+2X 18+() <am+(;) , où (2m—3)?>3+2X18, d'où : m> 








MAR ut sb ES | 
5 +51 9+56, ou : Mm>S+s 1/45. Or, 45 étant compris entre les nombres 


entiers 7 et 6, adoptons, comme le texte, une valeur non inférieure à 7 ; ce qui donne 


aus 387 6)10 MURS NS 
pour # une valeur non inférieure à Mr Li fut Adoptons donc la détermination : 


180 DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


donné avec l'excédent du nombre médian et du plus petit nombre, 
et tels que ces nombres, pris deux à deux, forment un carré (1). 

Que l'excédent dont le carré du plus grand nombre dépasse le 
carré du nombre médian soit le triple de l'excédent dont le nombre 
médian dépasse le plus petit nombre. 

Puisque le plus grand nombre, augmenté du nombre médian, 
forme un carré, qu’il forme 16 carrés d’arithme. En conséquence, le 
plus grand nombre sera supérieur à 8 carrés d’arithme. Qu'il soit 
8 carrés d’arithme plus 2 unités. D'autre part, puisque la somme du 
plus grand nombre et du nombre médian est plus grande que la 
somme du plus grand nombre et du plus petit nombre, et que la 
somme du plus grand nombre et du nombre médian est 16 carrés 
d’arithme, il s'ensuit que la somme du plus grand nombre et du plus 
petit nombre sera plus petite que 16 carrés d’arithme, et plus grande 
que 8 carrés d’arithme. Que la somme du plus grand nombre et du 
plus petit nombre soit donc 9 carrés d’arithme. Or, le plus grand 
nombre, augmenté du nombre médian, est 16 carrés d’arithme : 
tandis que le plus grand nombre est 8 carrés d’arithme plus ? unités : 
donc, le nombre médian sera 8 carrés d’arithme moins ? unités, et le 
troisième nombre (?) sera 1 carré d’arithme moins 2 unités. 


a"#=(3—5y). Dès lors, comme le texte : 3y?-12y49—(3—5y)?, d'où : y=55 =". 


43P4N071840 


‘Or, on a posé : y?—(y+2}?; donc, comme le texte : = et y SRE 
La condition (IV) du problème devient donc : Gx+4= ou, comme le texte : 
1849—121(6x+4), d’où : EE Dès lors, les expressions X=x+2 ; 
} : 11007 2817 87 + 
V—2—x, Z—7x+2 deviennent : X=-—— : YV— "7, 7—-—, 
+ enne a 4 Er ee Divisons les deux 
1 
1834 


termes de ces fractions par 6 pour avoir un dénominateur carré,et il vient : X— TIRE 
1 l 


469 = 14 = 


È hr 1 ; Ko 
Y= Z= Éliminons 3 AUX numérateurs en multipliant par 4 les deux 
PE me RATS SAN Er CIO PAT 58 
termes des fractions, et il vient : PTT ; Ma ; sr Ces derniers calculs, 


<t, du reste, la prolixité du texte de cette proposition, semblent indiquer que l’ex- 
position de la solution de Diophante aurait été amplifiée par quelque commentateur. 
X2—Y? 
Y—Z 

2. o yo, c'est-à-dire : «le troisième (nombre) », au lieu de dire comme plus 
haut : 6 à, c'est-à-dire : « le plus petit (nombre) ». 


1. Problème de la forme : 
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Et puisque nous voulons que l’excédent dont le carré du plus 
grand nombre dépasse le carré du nombre médian soit le triple de 
l'excédent du nombre médian et du plus petit nombre ; mais vu que 
l'excédent dont le carré du plus grand nombre dépasse le carré du 
nombre médian est 64 carrés d’arithme, et que l'excédent du nombre 
médian et du plus petit nombre est 7 carrés d’arithme ; enfin puisque 
nous voulons que 64 carrés d’arithme soient le triple de 7 carrés 
d’arithme, mais que 7 carrés d’arithme pris 3 fois forment 21 carrés 
d'arithme, tandis que la quantité de carrés d’arithme 64 provient 
de ? unités prises 32 fois, il s'ensuit que nous sommes amenés à 
trouver un nombre qui, pris 32 fois, forme 21 unités. Or, ce nombre 
est %. Dès lors, posons que le premier nombre (1) est 8 carrés d’arithme 
plus % d'unité ; que le nombre médian est 8 carrés d’arithme moins 
3 d'unité, et que le troisième nombre est 1 carré d’arithme moins 
3 d'unité. | 

Reste une condition : celle de la somme du nombre médian et du 
plus petit nombre devant être un carré. Or, le nombre médian, aug- 
menté du plus petit nombre, est 9 carrés d’arithme moins # unités ; 
ce que nous égalons au carré ayant comme racine 3 arithmes moins 
6 unités, et l’arithme devient 7. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera Si ; le 


Une 1 
second nombre sera 5% et Le troisième nombre sera 597% (?). 


1. Toy av, c’est-à-dire : «le premier (nombre) », au lieu de dire comme plus 
haut : roy uY, c’est-à-dire : «le plus grand (nombre) ». 

2. La solution considère les conditions : X2—V2—3(V-7Z) (I) ; X+Y—oœ? (IT) ; 
Y+Z=6$? (III), Z+X=#Yy? (IV). Posons : XH+V—16x? ; ce qui satisfait à la condi- 
tion (11). Or, X> Y>Z; donc X> 8x2. Dès lors, posons provisoirement : X—8x?+ 2. 
Or, X+Y>X+Z; donc, 16x?>X+7Z>8%x2. En conséquence posons : X+7—9x?; 
ce qui satisfait à la condition (IV). Dès lors, (X+Y)—X—16x2—(812+2), ou: 
V=8x?—2; et (X+Z)—X—9x2—(8x2+2), ou : Z—x2—2. Or, les expressions de 
X, Ÿ,Z ne satisfont pas à la condition (I) car, on a, comme le texte : X?—V?— 
{8x2+2)2—(8x2—2)2—64x2, et Y—Z—7x?, d'où l'impossibilité : 64x2=—3 X 7x2—21x2. 
Revenons sur l'expression de position : X—8x?+2, pour y remplacer 2 par un autre 
nombre. Or, 64—32 x 2; donc, cherchons un nombre " tel que l’on ait: 32Xm—21; 


21 21 


d'où : ME 35: Dès lors, posons : X=8+7, d’où comme plus haut : NÉ ment 


et Z=x— à ; expressions qui satisfont maintenant à la condition (1). Reste la con- 


dition (III) qui devient : xt pe. Adoptons la détermination B?—(3x—6)? ; il 


! 42 597 3069000 2633544 
, aus — De LT 2 où : EN FRE À SR PR ER EPA, ee nee rennes 
vient : 9x 304 6)?, d'où : *= 7. Dès lors, X=-3;3576 : 331710" 


__ 138681 
21770! 
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Trouver trois nombres en proportion géométrique, et tels que 
chacun d’eux, diminué d’un nombre donné, forme un carré (1). 

Que le nombre donné soit 12 unités. 

Une proportion est géométrique lorsque le produit des nombres 
extrêmes a comme racine le nombre moyen. Cherchons d’abord quel 
est le [carré] (?) qui, diminué de 12 unités, [forme un carré] (#). Or, 
cela est facile, et ce carré est 42; (4). 

Dès lors, posons que le premier des nombres extrêmes est 42 ; uni- 
tés] (5), et que le second est 1 carré d’arithme. En conséquence, le 
nombre moyen sera 6 3 arithmes. 

Reste à avoir que chacun des nombres restants (6), diminué de 
12 unités, forme un carré. Dès lors, 1 carré d’arithme, diminué de 
12 unités, est égal à un carré, et 6 3 arithmes, diminués de 12 unités 
sont égaux à un carré. La différence de ces expressions est 1 carré 
d’arithme moins 6% arithmes. Divisons : 1 arithme divise cette 
expression suivant 1 arithme moins 6; unités. La moitié de la diffé- 
rence, multipliée par elle-même, est 100 unités ; ce que nous égalons 
à la plus petite expression, c tie à 63 arithmes moins 12 uni- 
tés, et [l’arithme] (7) devient $. Revenant à ce que l’on a posé, le 


premier nombre sera 42 À unités ; le second sera #2, et le troisième 


130324 
SCTA 70816 : 


1. Problème de la forme : ==>: X—u—a2; V—a—f?, Z—a—7y?, 


Lacune comblée par tetpaywvos dans l'édition de Bachet, p. 285. 
Lacune comblée par les mots rouet retpdywyoy dans l’ édition de Bachet, p. 285. 
Voir Livre II, prop. X. 
Reconstitution de Bachet modifiée par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. IT, p. 310.) 
C'est-à-dire chacun des deux derniers nombres, car le premier nombre satisfait 
déjà de position à la condition imposée. 

7, Lacune comblée par Bachet par les mots 6 =, c’est-à-dire l’arithme. (Cfr. loc. 
cit. p. 285.) 

8. La solution considère les conditions 


(II), Z—12= 2. 


TRE Fa 


(1); X—12= 0? (II); Y—12=/$? 


NI + 


Y 
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IT 


Trouver trois nombres en proportion géométrique, et tels que 
chacun d’eux, augmenté d’un nombre donné, forme un carré (1). 

Soit 20 le nombre dont on augmente. 

Cherchons de nouveau (?) le carré qui, augmenté de 20 unités, 
forme un carré. Or, ce carré est 16. Dès lors, posons que l’un des 
nombres extrêmes est 16 unités, et que l’autre nombre extrême est 
1 carré d’arithme. Le nombre moyen sera donc 4 arithmes ; et, 
conformément à la proposition précédente, il reste à chercher à 
égaler 4 arithmes plus 20 unités à un carré,et à égaler 1 carré d’arith- 
me plus 20 unités à un carré. Or, la différence de ces expressions est 
1 carré d’arithme moins 4 arithmes. Divisons : 1 arithme divise cette 
expression suivant 1 arithme moins 4 unités. La moitié de la diffé- 
rence (*), multipliée par elle même, forme 4 unités, que l’on doit 
égaler à la plus petite expression 4 arithmes plus 20 unités ; ce 
qui est absurde, car il faudrait que 4 unités ne soient pas plus petites 
que 20 unités. Or, les 4 unités sont le quart de 16 unités, tandis que 
les 16 unités ne sont pas arbitraires, mais sont un carré qui, augmenté 
de 20 unités, forme un carré. Nous sommes donc amenés à chercher 
un carré, ayant sa quatrième partie plus grande que 20 unités, et qui, 


La condition (IT) donne : X—«2=12; ce qui peut s'écrire : (/X)?2—a?=—12. Déter- 
minons donc X en cherchant deux carrés X et «2? dont la différence soit 12. Dès lors, 
d'après la proposition X du livre II, posons : «2=?, et X—(y+1)2. En conséquence : 


LE PUS 
(y+1)?2—72=12, d’où : = d’où comme le texte : X=(5 + 1) =42 : Posons 


2 


maintenant : Z=x?,et la condition (1) donne : Y?2—X7—42 7e, d’où comme le texte : 


“= Dès lors les conditions (III) et (IV) deviennent : 6 ja—12= pt, et x2—12— 


y, d’où par différence : x2—6 uv ou, comme le texte : x (a—6 5)= 


(Y+8) (x—8), d'où par identification : y+B—x, et y—B—+x—6 à d’où : ne 
169 1 169 361 
et, comme le t : R2— >, : 6=x—12——, d'ot LX=—. 
e texte 16 Donc 6 5x 12 re” d'où comme le texte : x 104 
1 
2346 -— 
£ 1 2 130321 
En conséquence, X=—=42 =: = 7 
q 1’ 104” 710816 
1. Problème de la forme : ST; X+a=ca; Y+a—=p?; Z+a—=7y?. 


2 C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. 
3. C'est-à-dire la moitié de la différence des deux facteurs qui précèdent. 
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augmenté de 20 unités, forme un carré ; en sorte que ce carré de- 
viendra plus grand que 80 unités. Or, le carré 81 est plus grand 
que 80 ; donc, si nous établissons 1 arithme plus 9 unités comme 
racine du carré cherché, ce carré sera 1 carré d’arithme plus 18 arith- 
mes plus 81 unités, et, augmenté de 20 unités, il doit devenir un 
carré. Dès lors, égalons 1 carré d’arithme plus 18 arithmes plus 
101 unités à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 1 arith- 
me moins 11 unités. Ce carré sera donc 1 carré d’arithme plus 121 
unités moins 22 arithmes ; ce que nous égalons à 1 carré d’arithme 
plus 18 arithmes plus 101 unités, et l’arithme devient 3 unité. Or, la 
racine du carré cherché est 1 arithme plus 9 unités ; donc, ce carré 
sera 90 ? unités. 

Revenons maintenant à la question originale, et posons que l’un 
des nombres extrêmes est 90 ? unités, et que le troisième nombre est 
1 carré d’arithme. En conséquence, le nombre moyen sera 9 À arith- 
mes, et nous en arrivons à chercher à égaler 1 carré d’arithme plus 
20 unités à un carré, et à égaler 9 arithmes plus 20 unités à un 
carré. Or, la différence de ces expressions est 1 carré d’arithme moins 
93 arithmes ; ce que divise 1 arithme suivant 1 arithme moins 
9 ! unités. La demi-différence (1), multipliée par elle-même, est  ; ce 
que nous égalons à la plus petite expression, c’est-à-dire à 95 arith- 
mes plus 20 unités, et l’arithme devient 3%. 

Revenons à ce que l’on a posé : le premier nombre sera 90: ; le 


389 DATA 1681 /2 
second nombre sera 7, et le troisième nombre sera 3555 (?). 


+ 


1. C'est-à-dire la demi-différence des deux facteurs qui précèdent. 

2. La solution considère les conditions : > (1); X+20—0? (II); Y+20—P? 
(III), et Z+20—7? (IV). Adoptons pour X la détermination d’être un nombre carré 
satisfaisant à la condition (II), et soit donc, en règle de fausse position : X—16. 
Posons : Z=x2. Donc, d’après (I) : Y?2—16x2, d’où, comme le texte : Y—4x. Dès lors, 
les conditions (III) et (IV) deviennent : 4x+20—2, et x2+20—Y*?, d'où, par diffé- 
rence : x2—4x=—y2— 62, ou, comme le texte : x(x—4)—(y+8) (y—8) ; d'où, par 


| 4 Donc : 4x+-20 


identification : y+B=—x, et y—B—x—4, d'où : pr] 
—4; ce qui donne pour l’inconnue une valeur négative non admise par Diophante. 

Or, si l’on considère que 4—; 16, et que 16 est le carré choisi pour déterminer X 
de manière à satisfaire à la condition (II), on est amené à remplacer 16 par un autre 
carré dont le : est >—>20 ; c’est-à-dire par un carré >80, et qui, augmenté de 20, 


forme un carré. Or, puisque l’on a : nombre carré 81 >80, posons que le carré cherché 
est (y+9)2. Donc, d’après (II) on doit avoir : (y+9)?+20=—a?. Adoptons la détermi- 
nation «?—(y—11)?, et il vient : (y+9)?+20—(y—11)?, ou, comme le texte : 
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TITI 


Prendre, par rapport à un nombre donné, trois nombres tels que 
chacun d'eux, et le produit de deux quelconques d’entre eux, aug- 
mentés du nombre donné, forment un carré (1). 

Que le nombre dont on augmente soit 5. Dès lors, puisque nous 
avons, dans les Porismes (?}, que « si deux nombres et leur produit, 
respectivement augmentés d’un même nombre donné, forment un 
carré, ces nombres procèdent de deux carrés successifs », établissons 
deux carrés successifs, l’un de 1 arithme plus 3 unités, et l’autre de 
1 arithme plus 4 unités. Ces carrés deviennent, l’un, 1 carré d’arith- 
me plus 6 arithmes plus 9 unités, et l’autre, 1 carré d’arithme plus 
8 arithmes plus 16 unités. Retranchons 5 unités de chacun de ces 
carrés, et posons que l’un des nombres est 1 carré d’arithme plus 
6 arithmes plus 4 unités ; que l’autre nombre est 1 carré d’arithme 
plus 8 arithmes plus 11 unités, et que le troisième nombre est deux 
fois la somme de ces derniers nombres à moins de 1 unité, c’est-à- 
dire 4 carrés d’arithme plus 28 arithmes plus 29 unités. Il faut donc 
encore que cette expression, augmentée de 5 unités, forme un carré. 
En conséquence, égalons 4 carrés d’arithme plus 28 arithmes plus 
34 unités au carré ayant comme racine ? arithmes moins 6 unités, et 


y2+18y+101—y2+121—22y, d'où : Y=z Le carré cherché est donc : (3+ 9) —90 à 

Adoptons donc la détermination définitive : X—90 : Or, on a posé : Z—x?; donc, 
d’après (I) : Y?—90 HA d’où, comme le texte : Y—9 2 Dès lors, les conditions (III) 
et (IV) deviennent : 9 Sr 20=p?, et x?+20—+?, d'où, par différence : 20 53 


1 2 EE ae 
y—B?, ou, comme le texte : xx —0 5)=(r+8) (x—8), d'où, par identification : 


2 
x —(a—9 si 361 
y+B—=x, et y—B—x—9 5 d'ou epres Names 08 loupe En conséquence : 
1 
389 — 

1 ie 41 1 2 1681 

— 20 — -—  X—=— , 5 == Le = ———— En 
95x+ je” 4 où, comme le texte x 159 Donc : X 902; Y 152” 23104 

1. Problème de la forme : X+a—=a? ; YV+a—=@2 ; Z+ta=y?; XY+a—5? ; 
YZ+a=e, ZX +a—tt?, 

2. C'est-à-dire dans un ouvrage perdu, intitulé : Les Porismes, lequel aurait 
fait partie des Livres arithmétiques, ou aurait fait l’objet d'un traité particulier 
de Diophante. 


361 


LIVRE V 187 





le carré 4 carrés d’arithme plus 36 unités moins 24 arithmes devient 
égal à 4 carrés d’arithme plus 28 arithmes plus 34 unités ; d’où 
l’arithme devient 4 d'unité. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera $: le 
second sera +, et le troisième sera $S (1). 


IV 


Trouver, pour un nombre donné, trois nombres tels que chacun 
d'eux, et le produit de deux quelconques d’entre eux, diminués du 
nombre donné, forment un carré. 

Que le nombre donné soit 6 unités. 

Établissons de nouveau, de la même manière (2), deux carrés con- 
sécutifs qui sont, l’un, 1 carré d’arithme, l’autre 1 carré d’arithme 
plus 2 arithmes plus 1 unité. Ajoutons-leur le nombre donné, et 
posons que le premier nombre est 1 carré d’arithme plus 6 unités ; 
que le second est 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 7 unités, et 





1. La solution considère les conditions : X+5=0? (1); V+5—62{(II); Z+5—7Y3 
(III); XY+5—0 (IV); YZ+5—=e (V); ZX+5—6? (VI). 

Diophante se base sur le Porisme suivant : si deux nombres x et y sont tels que 
l'on a : x+a—=u’, et y+a—6$6?, l'expression xy+4 sera aussi un carré, à la condition 
d'avoir &«?—(8+1)? En effet, xy+a—{(ax—u) (B2—a)+a—=o? p2—a(a?+p2—1) +. 
Or cette expression deviendra le carré («B—4)? si l’on a : a2+B?—1—208, ou : 
(a«—B)?= 1, d'où : «=B+1; condition qui n’est cependant pas la seule pour pouvoir 
identifier xy+a à un carré. 

Dès lors, déterminons &* et B? comme étant deux carrés consécutifs, et posons 
a?—(x+3)?, et B2—(x+4)? La condition (I) devient donc : X+5—{(x+3)?, d'où : 
X=—x?+6x+4, et la condition (II) devient : Y+5—{(x+4)?, d'où : Y—x?+8x+11. 
Dès lors, en vertu du Porisme qui précède, les expressions de X et Y satisfont à la 
condition (IV). En effet : XY+5—(1x2+6x%+4) (x2-L8x+11)+5=(x2+7x47)2. 
D'autre part, Diophante pose, sans autre explication : Z=2(X+Y)—1—41x2+28x+ 
29 ; expression qui, avec celles de X et Y, satisfait aux deux dernières conditions 
(V) et (VI). En effet, d’après (V) on a : YZ+5—(x2+8x+11) (4x2+28x +29) +5— 
(2x2+15x+18)?, et d’après (VI), on a : XZ+5—{x2+6x+4) (4124281429) +5— 
(2x2+13x+11)2. 

Reste à satisfaire à la condition (III) qui devient : Z+5—4x2+28x+34=— 72, 
Adoptons la détermination y2—(2x—6), il vient : 4x2+28x+34—4%?+36—24x, d'où 
HE Substituons dans les expressions de X, Y, Z, on a, comme le texte : X— 


26 
2861 7645 20336 
576 616! / — 616 

Une note de Fermat a fait remarquer que cette solution permet d'en déduire celle 
du problème qui consiste à trouver quatre nombres tels que le produit de deux quel- 
conques d’entre eux, augmenté d’un nombre donné, forme un carré. 

2. C'est-à-dire en se basant sur le Porisme invoqué dans la solution de la propo- 
sition précédente. 


188 DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


que le troisième est semblablement (1) le double de la somme de ces 
derniers nombres à moins de 1 unité, c’est-à-dire 4 carrés d’arithme 
plus 4 arithmes [plus 25 unités. Il faut donc encore que ce troisième 
nombre, diminué de 6 unités, forme un carré. En conséquence, 
égalons 4 carrés d’arithme plus 4 arithmes plus 19 unités à un carré, 
notamment au carré ayant comme racine ? arithmes moins 6 unités, 
et le carré 4 carrés d’arithme plus 36 unités moins 24 arithmes 
devient égal à 4 carrés d’arithme plus 4 arithmes plus] (2) 19 unités, 
et l’arithme devient #. 

Revenant aux er posées, le premier nombre sera %+ ; le second 


6729 22660 /3 
r, et le troisième “3 (*). 


V 


Trouver trois carrés tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté de la somme de ces deux carrés ou du carré 
restant, forme un carré. 

Nous avons de nouveau dans les Porismes que, pour deux carrés 
consécutifs quelconques, on trouvera un autre nombre qui, dépassant 
de 2 unités le double de la somme des deux carrés, constitue le plus 
grand de trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté soit de la somme de ces deux nombres, soit 
du nombre restant, forme un carré ({). 

Posons donc que l’un des trois carrés en question est 1 carré 





. C'est-à-dire, comme dans la proposition précédente. 

À Lacune comblée par Bachet par analogie avec le passage correspondant de la 
proposition précédente. (Loc. cit. p. 290.) 

3. La solution considère les conditions : X—6— a? (I); Y—6—@2 (II); Z—6—72 
(II) ; XY—6—6 (IV); YZ—6—e2 (V), ZX—6—€?2 (VI). 

Diophante se base sur le même Porisme invoqué dans la solution de la proposition 
précédente pour adopter comme détermination de «? et É deux carrés consécutifs. 
es que a?=x? et B?—{(x+1)2. Dès lors, d’après (I) on a : —4?+6, et d'après (Il) : 

=(x+1)$+6—x2+2x+7. Les expressions de X et Y Core à la SOnQUIEn (IV} 
k vertu du Porisme précité ; car XV—6—(x2+6) (x2+2x+7)—6—(x2+x+46)2 
D'autre part, posons, comme dans la proposition précédente : ar (X+Y)—1—= 
4x?+4x+25 ; expression qui satisfait déjà aux conditions (V) et (VI) comme on l'a. 
montré en note de la proposition pesto Reste à satisfaire à la condition (IIT} 
qui devient : Z—6—4x2+ 4% + 19—+%2 

Adoptons la MT PET y?=(2x—6)?, il vient : 4x?+4x+19— 4x2 36— 24. 
4993. FAT 6729, 7 — 22660 
| 784 ? SAT TU 4184 
& 4, Rare perdu AE avoir été rattaché aux propositions XII et XV du 

ivre 


d’où comme le texte : =. En conséquence : X=—— 
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d'arithme plus 2 arithmes plus 1 unité ; que l’autre est 1 carré 
d’arithme plus 4 arithmes plus 4 unités, et que le troisième est 
4 carrés d’arithme plus 12 arithmes [plus 12 unités] (1). 

Il reste à établir le troisième carré, c’est-à-dire à égaler 4 carrés 
d'arithme plus 12 arithmes [plus 12 unités] (?) à un carré. Prenons 
de part et d'autre le quart, et 1 carré d’arithme plus 3 arithmes plus 
3 unités doivent être égaux à un carré. Formons le carré de 1 arithme 
moins 3 unités ; ce carré sera donc 1 carré d’arithme plus 9 unités 
moins 6 arithmes, que nous égalons à 1 carré d’arithme plus 3 arith- 
mes plus 3 unités, et l’arithme devient 5. 

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera ©, le second 
sera Ÿ, et le troisième sera # (3). 


VI 


Trouver trois nombres tels que chacun d’eux, diminué de deux 
unités, forme un carré, et tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué de leur somme ou du nombre restant, forme un 
| Carré. 

Si nous ajoutons deux unités à chacun des nombres trouvés dans 
la proposition précédente (4), les nombres obtenus résolvent la propo- 


1. Lacune comblée par Bachet par MiB, c’est-à-dire 12 unités. (Loc. cit. p. 290.) 

2. Même lacune comblée comme il est indiqué dans la note précédente. 

3 Condhonstdu /probiemet CAVE R7r= AN NUNVEZA Xp? ZIX2E VI ..,2 
X2Y2+(X24V2)—62; V?2ZIH(VI+7?)=e, Z2X2+F(714+X2) —È?, 

La solution se base sur le Porisme suivant que Diophante aurait démontré dans un 
ouvrage perdu : Si l’on a trois nombres, dont les deux premiers sont des carrés 
consécutifs, et dont le troisième est le double, accru de deux unités, de la somme 
des deux premiers, le produit de deux quelconques de ces trois nombres, augmenté 
soit de la somme de ces deux nombres, soit du nombre restant, forme un carré. 
C'est-à-dire que si, pour abréger, nous représentons par # et n les deux premiers 
nombres carrés consécutifs a? et (a+1)?, et par p le troisième nombre 2{4?+ 
{a+ 1)2}+2, ou 4(a?+a<+1), on établit facilement les identités suivantes qui cor- 
respondent aux conditions mêmes du problème : mn<+(mn)={(a?+a+1)?; np+ 
(n+p)=(2a2+3a+3)?; pm+(p+m)=(2a?+a+2) ; mn+p={(a+a+2); np+m— 
(2a2+3a+2)?; pm+n—=(2a+a+1)? 

Dès lors, on satisfait aux conditions du problème en posant : X?2—{(x+1)?— 
x2+2x+1,et Y?—(x+2)?—=x?2+4x+4, et en posant, conformément au Porisme : 
Z2=—2(X2+ V?)+2—4x2+12x+12. Or, cette dernière expression doit être égale à 
un carré ; donc, le quart de cette expression, ou 4?+3x-+3, doit être égal à un 
carré. Égalons au carré (x—3)? ; il vient, comme le texte : 4?-+3x4+3—x2+9— 6x, 
d’où : ES En conséquence, on a une solution : XIE, Ve 2e, 


4. C'est-à-dire les nombres constitués en vertu du Porisme invoqué dans la propo- 
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sition. En conséquence, nous dirons comme suit : posons que l’un des 
nombres cherchés est 1 carré d’arithme plus 2 unités ; que l’autre 
est 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 3 unités ; que le troisième 
est 4 carrés d’arithme plus 6 unités, et les choses imposées sont ainsi 
établies. 

Reste à égaler 4 carrés d’arithme plus 4 arithmes plus 4 unités à un 
carré, et, prenant le quart, à égaler 1 carré d’arithme plus 1 arithme 
plus 1 unité à un carré. Dès lors, si nous posons que la racine de ce 
carré est une différence, celle constituée par 1 arithme moins 
2 unités, 1 carré d’arithme plus 4 unités moins 4 arithmes deviennent 
égaux à 1 carré d’arithme plus 1 arithme plus 1 unité, d’où l’arithme 
devient À. 

Revenant à ce que nous avons posé, le premier nombre sera >, le 


second % ; le troisième #, et la preuve est évidente (1). 


LEMME RELATIF À LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE (?) 


Trouver deux nombres tels que leur produit, augmenté de la 
somme de leurs carrés, forme un carré. 
Que le premier nombre soit 1 arithme, et le second la quantité 


— 


sition précédente : deux nombres carrés consécutifs et un troisième nombre, double 
plus 2 de la somme des deux premiers nombres. 

1. Les conditions du problème sont : X—2—a? ; Y-2—g2 : 72—,2; 
ART YZ—(Y +Z)=e; ZX—(Z4+X)—E2; XY—Z=n, VZ—X—0?; 

Re —t ; 

La solution s'appuie sur le Porisme déjà invoqué dans la proposition précédente 
(voir note). Donc, si nous prenons trois nombres dont les deux premiers sont les 
carrés consécutifs x? et (x+1)2, et dont le troisième est 2{x?+(x+1)2+1], le produit 
de deux quelconques de ces nombres, augmenté soit de leur somme, soit du 
nombre restant, forme un carré. 

En conséquence, si nous posons : X=x?%42, et Y—{x+1}+2—%12121%43, et 
Z=2{x2+(x+1)+1]+2—4x24+4x+46, ces expressions, qui satisfont évidemment 
aux deux premières conditions du problème, satisfont aussi aux six dernières con- 
ditions ; car elles deviennent : XY—(X+Y)—{(x24+%+1)2; VZ—(Y+7)—(2x2+ 
3x+3)? ; ZX—(Z+X)—=(2x2+4x42)2; KXV—7Z—(x24 x) ; YZ—X=(2x2+3x+44)?, 
et ZX—V—(2%2+x+3)2. 

Reste à satisfaire à la troisième condition, laquelle devient, comme le texte : 


Z—2=4%x2+A4x+4—7y? ou ape Adoptons la détermination yÿ'?— 


(x—2)?, il vient comme le texte : x2+Lx+1—x2+4 4%, d'où : =. On a donc une 


692 MIA 246 
28 Vs, 25%: 
2. Premier lemme subsidiaire à la proposition VII. 


solution constituée par : X— 
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d'unités qu'on voudra, notamment 1 unité. Dès lors, le produit de 
ces nombres devient 1 arithme, et la somme de leurs carrés forme 
1 carré d’arithme plus 1 unité. Cette somme, augmentée de 1 arithme, 
devient 1 carré d’arithme plus 1 arithme plus 1 unité : ce qui doit 
être égal à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 1 arithme 
moins 2 unités, et le carré L carré d’arithme plus 4 unités moins 
4 arithmes devient égal à 1 carré d’arithme plus 1 arithme plus 
1 unité, d’où l’arithme devient à. | 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera ?, et le 
second nombre ?. Et si nous enlevons le dénominateur, le premier 
nombre sera 3 unités, et le second 5 unités. Or, ces nombres satisfont 
à la proposition ; car la somme de leurs carrés, augmentée du produit 
de ces nombres, forme un carré, et, prenant 3 et 5 autant de fois 
qu'on voudra, les nombres obtenus satisfont à la condition (1). 


LEMME RELATIF A LA PROPOSITION OUI VA SUIVRE (? 


Trouver trois triangles rectangles (*\ ayant les mêmes aires. 

Il faut d’abord chercher deux nombres tels que la somme de jieurs 
carrés, augmentée du produit de ces nombres, forme [un carré. Or, 
cela a été démontré précédemment (f), et ces nombres sont 3 et 5, 
dont la somme des carrés, augmentée du produit de ces nombres, 
forme-un carré] (5) ayant 7 comme racine. 

Établissons maintenant trois triangles rectangles au moyen de 
deux nombres, notamment au moyen de 7 et 3, puis au moyen de 7 
et 5, et enfin au moyen de 7 et de la somme des nombres trouvés 
3 et 9, c'est-à-dire 8, donc au moyen de 7 et 8. Les triangles seront 


1. Le lemme pose la condition : XV +(X2+ V2) = a? 
Posons : X =», et Y—1. Dès lors : XV —x, et X241Y2—%2+1, Adoptons la déte 


j- 
mination : «2—{x—2)?, il vient, comme le texte : x24x+1—12+4—4x, d'où : K=. 


Donc : X=° et Y—1 — Or, ces nombres, ou leurs multiples, satisfont à la condi- 


tion imposée ; donc : X=3,et Y—5. 

2. Deuxième Lemme subsidiaire à la proposition VIT. 

3. C'est-à-dire trois triangles rectangles dont les côtés sont exprimés en nombres 
rationnels. 

4. Voir premier Lemme qui précède. 

5. Lacune comblée conjecturalement par Bachet. (Loc. cit., p. 294.) 
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40, 42, 58 ; 24, 70, 74 ; et 19, 112, 113 ; et ces triangles ont 840 un1- 
tés comme même aire (1). 


VII 


Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d'eux, augmenté 
ou diminué de la somme de ces trois nombres, forme un carré. 

Puisque nous cherchons à ce que le carré du premier nombre, 
augmenté ou diminué de la somme des trois nombres, forme un 
carré, tandis que le carré de l’hypoténuse de tout triangle rectangle, 
augmenté ou diminué du quadruple de l'aire, forme un carré, les 
trois nombres (?) seront donc les hypoténuses de triangles rectan- 
gles, et la somme des trois nombres sera le quadruple de l'aire des 
triangles dont ces nombres sont les hypoténuses. Dès lors, nous 
sommes amenés à chercher trois triangles ayant les mêmes aires. 
Or, cela a été montré plus haut (*), et ces triangles sont 40, 42, 58 ; 
24, 70, 74, èt 15, 112, 113. 

Revenant à la question originale, exprimons les trois nombres en 


1. Diophante admet ici, sans autres explications, que, si trois nombres a, b, c 
satisfont à la relation : a?+b?+ab=c?, on peut former trois triangles rectangles de 
même aire, respectivement au moyen des deux nombres a et c, des nombres bet c, 
et des nombres (a+ b) et c. 

En effet, si le premier triangle formé au moyen de a et c a les côtés de l’angle droit 
exprimés par les nombres (c2—a?) et 2ac, l’aire sera : ac(c?—a?). Or, la relation de 
condition donne : c?—a?—ab+b? ; donc, l’aire sera : ac(c?—a?)—=ac(ab+b?) = 
abc (a+ b). 

D'autre part, si le second triangle formé au moyen de b et c a les côtés de l’angle 
droit exprimés par (c?—b?) et 2bc, l’aire sera de même : bc(c2—b?)—bc(ab+a?) = 
abc(a+b). 

En fin, si le troisième triangle formé au moyen de (a+ b) et c a les côtés de l’angle 
droit exprimés par (a+b)?—c?, et par 2 c(a+-b), l'aire sera de même : 

c(a+b)[(a+b)?—c?]=c(a+b)[(a+b)—ab+a+bl=c(a+blab=abc(a+ b). 

Adoptons donc les nombres 3 et 5 trouvés au Lemme précédent comme satisfai- 
sant à la condition imposée 3X 5+(32+52)—72. Les trois triangles de même aire 
seront donc formés comme suit : Le premier au moyen des nombres 7 et 3; ses côtés 
rectangulaires seront donc, conformément aux expressions précédentes : 72—32— 40, 
et2X3x7—42, et l'hypoténuse sera : j//402+422— 58. 

Le second triangle, formé au moyen des nombres 7 et 5, aura les côtés rectangu- 
laires : 7?—52—24, et 2X5X7—70, et l'hypoténuse sera : |//242+702=74. 

Enfin le troisième triangle, formé au moyen des nombres 3+5—8, et 7, aura les. 
côtés rectangulaires : 82—-72—15, et 2X7X8—112, et  l’hypoténuse sera : 
VAR 1)5. 

En conséquence, conformément aux identités qui précèdent, l’aire des trois trian- 
gles sera 3X5X7X(3+5)-—:840. 

2. C'est-à-dire trois nombres cherchés. 

3. Voir le second des deux lemmes qui précèdent. 
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arithmes au moyen des hypoténuses des triangles (1). Dès lors, 
le premier nombre sera 58 arithmes, le second nombre 74 arithmes, 
et le troisième nombre 113 arithmes. D'autre part, exprimons la 
somme des trois nombres en carrés d’arithme au moyen du quadru- 
ple de l’aire. En conséquence, 3360 carrés d’arithme sont égaux à 
245 arithmes, et l’arithme devient %. 

Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera 


second sera %, et le troisième sera % (2). 


: le 


LEMME RELATIF À LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Il est possible de trouver, par rapport à trois carrés donnés, trois 
nombres tels que les produits de deux quelconques d’entre eux 
forment les nombres carrés donnés. 

En effet, si les carrés donnés sont 4, 9, et 16, et si nous posons 
que l’un des nombres cherchés est 1 arithme, les deux nombres 
restants seront, l’un 4 inverses d’arithme, et l’autre 9 inverses 
d'arithme. Dès lors, il faut encore que le produit des second et troi- 
sième nombres forme 16 unités. Or, le produit des second et troisième 
nombres est 36 inverses de carré d’arithme. Égalons-les au carré 16, 
et l’arithme devient 13 unités. Revenant à ce que l’on a posé, le 
premier nombre sera 1 3, le second sera 23 $, et le troisième sera 6. 

Toutefois, pour établir les choses en tant que méthode, ayant 
trouvé 36 inverses de carré d’arithme, et multipliant tout par 1 carré 


1. C'est-à-dire exprimons les trois nombres par l’inconnue ayant comme coeffi- 
cients les nombres qui expriment les hypoténuses. 

2. Les conditions du problème sont : X24(X4V+7)—0; ViL(X+V+7)=p#?, 
et ZH(X+VY+Z)=7y?. 

Considérons un triangle rectangle dont l’hypoténuse est Æ,et dont les côtés rec- 
tangulaires sont d et k. 

On a l'équation pythagoricienne : H?—b?+h?, et 2bh=—4 aires du triangle. Dès 
lors, on a, comme le texte : H?244 aires —b?+h212bh—nombre carré (b+h)?. 

On satisfait donc aux trois conditions du problème en identifiant X, Y, Z aux 
hypoténuses de trois triangles rectangles de même aire, et en identifiant la somme 
de X, Ÿ, Z avec le quadruple de cette même aire. 

Considérons donc les hypoténuses des trois triangles rectangles trouvés au Lem- 
me précédent : 40, 42, 58; 24, 70, 74; et 15, 112, 113, lesquels ont même aire 840, 
et posons : X—58x, V—74x ; Z—113x, et X4Y+7Z—4X 840x2—3360x?. Dès lors, 


are 7 
58x+74x+ 113x—3360x2, ou, comme le texte : 245x—3360x?, d’où : TT Donc : 


406 518 ,, 791 


Ms à 2 7 00. 


X 
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d’arithme, 16 carrés d’arithme deviennent égaux à 36 unités, et 
1 carré d’arithme devient égal à $%, dont la racine est ?. Mais 6 est le 
produit des racines de 4 et 9, c’est-à-dire des racines des second et 
troisième nombres, tandis que le dénominateur, c’est-à-dire 4, est 
la racine du carré 16. Dès lors, si l’on vous propose de trouver 
trois nombres tels que le produit de deux quelconques d’entre eux 
forme des carrés donnés tels que 4, 9 et 16, faites le produit des 
racines de 4 et 9, ce qui donne 6 ; divisez ce nombre par la racine du 
carré 16, et le premier nombre devient f. Divisez maintenant de 
nouveau le carré 4 par $, ce qui donne [Ÿ, et le carré 9 par 5, ce qui 
donne] (1) 6 unités. En conséquence, le premier nombre sera 5, le 
second +, et le troisième 6 unités (2). 


VIII 


Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
d'entre eux, augmenté ou diminué de la somme de ces trois nombres, 
forme un carré. 

Cherchons de nouveau () d’abord trois triangles [ayant mêmes] ({) 
aires, et, les ayant trouvés, prenons les carrés de leurs hypoténuses. 
Ces carrés sont 3364, 5476, et 12769 (5). Ayant donc ces carrés, 


1. Lacune du texte comblée par Bachet d’une manière un peu modifiée par 
Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 330.) 
2. Le Lemme pose les conditions : XV—4 (1); VZ—16 (II); ZX=—9 (III). 


Posons : X=—x. Dès lors, d’après (I) : V—-, et d’après (III) : Z=. Donc (II} 
: 36 6 l 
d  ——| Où : X==— 1] =, 
evient 3 6, d’où : x É l g 
En conséquence on a, comme le texte : X—1 ; : Yi 


& ln 


Considérant que Lee Diophante formule la règle suivante pour 
16 


trouver trois nombres dont les produits deux à deux forment les carrés 4, 9 et 16 : 


Diviser le produit des racines de 4 et 9 par la racine de 16, ce qui donne le premier 


6 TETE À : 16 
nombre 3; Puis diviser 4 par ce premier nombre, ce qui donne le second nombre Tv 


enfin, diviser 9 par le premier nombre, ce qui donne le troisième nombre 6. 

3. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente VII. 

4. Lacune comblée par Bachet : {ox éyovra rà. (Cf. éd. Tannery, vol. I, p. 330, 
et éd. Bachet, p. 298). 

5. Ces carrés sont ceux des hypoténuses 58, 74, 113 des trois triangles rectangles 
de mème aire trouvés au Lemme qui précède immédiatement la proposition VIT. 
(Voir notes.) 
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trouvons, comme nous l'avons exposé précédemment (1), trois nom- 
bres tels que le produit de deux quelconques d’entre eux forme des 
carrés donnés, notamment les carrés que nous venons de poser. Or, 
nous avons choisi ces carrés parce que chacun d’eux augmenté ou 
diminué de 3360 unités, forme un carré. Mais 3360 unités sont le 
quadruple de l’aire de chacun des triangles (*). En conséquence, 


posons en arithme que l’un des nombres est #7 arithmes ; que 


l’autre est % arithmes (3), et que l’autre encore est Te arithmes (4); 


le produit de deux de ces nombres forme ainsi les carrés précités. 

Il faut encore que la somme de ces trois nombres soit égale à 3360 
carrés d’arithme. Dès lors, afin d’avoir un seul dénominateur, 
mettons-les tous au dénominateur 484996 (5), et [le premier nombre 
devient 18421264 arithmes fractionnés par 484996] ($) ; le second 
nombre 42954916 arithmes fractionnés par 484996 (7), et le troi- 
sième nombre 69923044 arithmes fractionnés de même (f). La 
somme des trois nombres devient 131299224 arithmes fractionnés 
par 484996 (°) ; ce que nous égalons à 3360 carrés d’arithme. 
Multiplions tout par 484996 (10), et 131299224 arithmes deviennent 
égaux à 1629586560 carrés d’arithme (1, d’où l’arithme devient 


A 


1. Voir le Lemme qui précède immédiatement la présente proposition. 
2. Voir le Lemme qui précède la proposition VII. Les trois triangles rectangles 40, 
42, 58; 24, 70, 74,et 15, 112, 113, ont la même aire 840; donc, 4 X 840—3360. 

3. Nombre tel qu'il a été corrigé par Tannery pour relever l'erreur du texte : 
32 77 
37 

le nombre hypoténuse 113. (Cf. éd. Tannery, vol. I, p. 330.) 

4. Nombre tel qu’il a été corrigé par Tannery pour relever l'erreur de calcul 
41 j 
a (C£. loc. cit. p. 330.) 

5. Nombre tel qu'il a été corrigé par Tannery pour relever l'erreur du texte : 
121249. (Cf. loc. cit. p. 331.) 

6. Lacune comblée par Tannery. (Cf. loc. cit. p. 331.) 

7. Nombre tel qu’il a été corrigé par Tannery pour remplacer le nombre du 

17480781 1 

7121249 : (GE loc. cit. P: 331.) 
8. Nombre tel qu’il a été corrigé par Tannery pour remplacer le nombre du 


. L'erreur résulte de ce que le facteur du nombre, au lieu d’être 13, devait être 


texte : 


. 10738729 : 
texte 121240 (GEsloceiti p}338) 
. à 32824806 | 
9. Correction de Tannery, au lieu du nombre du texte : 121240 (ÉRRIDCRCIT. 
HN33F) 


10. Correction de Tannery au lieu du nombre du texte : 121249. (Ibidem.) 
11. Correction de Tannery au lieu du texte : 32824806 arithmes deviennent égaux 
à 407396640 carrés d’arithme. (Cf. loc. cit. p. 331.) 
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131299224 fractionné par 1629586560 (1). Si nous prenons un com- 
mun diviseur (?), l’arithme sera 781543 fractionné par 9699920 (ÿ\. 
Revenant à ce que l’on a posé, le premier nombre sera..........…. (Es 


32824806 re 
2107306640" (Cf. loc. cit. p. 331.) 

2. Le texte présente ici l’interpolation suivante : neo éotiv dô0vatoy, mowrot 
yap mp0 dAndous etoiv ol dotfluor, c’est-à-dire : « ce qui est impossible, car les 
nombres sont premiers entre eux ». Cette interpolation est manifestement fautive ; 
car les termes de la fraction admettent le commun diviseur 168 ; mais elle vise évi- 
demment les nombres corrompus du texte, rectifiés par Tannery. (Cf. loc. cit. p. 331.) 

3. Correction faite par Tannery du nombre erroné indiqué dans la note avant- 
précédente. 

4. La fin de la proposition manque dans les manuscrits. Nous traduisons comme 


1. Correction de Tannery au lieu du texte 


suit la reconstitution proposée par Tannery. (Cf. loc. cit. p. 331) :....…. Rss ; 
781543 AS 781543 

Seconde 2 è MR 

econ 100850” et le troisième 57280 * 


Reprenons la solution de cette proposition d’une manière explicite. Elle pose 
les conditions : XYH(X+V+7Z)—0?; VZH(X+V+Z)=Rp?, ZXH(X+V+Z)— y. 

Le 24 Lemme qui précède la proposition VII a donné trois triangles rectangles 
ayant respectivement comme côtés rectangulaires : 40, 42 ; 24, 70, et 15, 112 ; 
comme hypoténuses : 58, 74, 113, et ayant même aire : EEE ARR 
— 840. 

Considérons les carrés des hypoténuses : (58)2—3364 ; (74)2—5476, et (113)?— 
12769. Or, en vertu de la proposition VII, ces carrés d’hypoténuses, accrus ou 
diminués du quadruple de l’aire commune, forment des carrés. En effet, on a : 
336444 x 840—33644+3360—(82)2, ou (2)? ; 547643360—(94)?, ou (46)? et 
127694 3360—(127)?, ou (97)2. 

Cherchons donc trois nombres tels que les produits de ces nombres, pris deux à 
deux, forment respectivement les carrés 3364 ; 5476 ; 12769. Ces trois nombres 
seront, d’après la règle formulée au Lemme qui précède la présente proposition : 





58x74 4292. .4292 380132 4292 618788 
se ce Me Sn anoe Cl MAS 0 aan 
X 4292 380132 618788 PARC 
Dès 1 D M Landes 6 HP GE rad intr er — x, ou, réduisant au 
ès lors, posons 113% * à 2202 * et Z 1502 
, : 18421264 
même dénominateur 113 X 4292—484996, posons comme le texte : X = 51006 * : 
42954916 69923044 
ETAGE MENTON 
En conséquence : x +747, Or, en vertu de ce qui précède, on peut 


adopter indifféremment les déterminations a«2=XV+4x 840x?—XY +3360x*, ou 
bien 82—V7Z+3360x?, ou bien y?—ZX-+3360x2. Donc, la 1" condition, par exemple, 
donne: XVH(X+V+7)—=XY+3360%2, ou X+V+Z—3360x?, ou, comme le texte : 


IT 336042, ou, comme le texte : 181209224—1620586560x?, d'où : x— 





484996 

131299224 bé. : af 
——————— c r le commun diviseur 168, 
1620586260 Divisons les deux termes de la fraction pa 
TT ALAN PSE MIT SAS PRES TIRE 
il vient : X = 5600020 Dès lors, on a la solution : X=5E5280 : 100520 


781543 
67280 
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IX 


Partager l'unité en deux parties, et ajouter à chacun des fragments 
un nombre donné, de manière à former un carré. Il faut toutefois 
que le nombre donné ne soit pas impair, et que [le double de ce 
nombre, augmenté de l'unité, ne soit pas divisible par un nombre 
premier qui, augmenté de l'unité, possède une quatrième partie] (1), 

Proposons d'ajouter 6 unités à chacun des fragments, et de former 
un carré. ds 

Dès lors, puisque nous voulons fragmenter l'unité, et ajouter 
6 unités à chacun. des fragments, de manière à former un carré, la 
somme de ces carrés est donc 13 unités. En conséquence, il faut 
partager 13 en deux carrés tels que chacun d’eux soit plus grand 
que 6 unités. Donc, si nous partageons 13 en deux carrés dont la 
différence est plus petite que 1 unité, nous résolvons la question. 


1. La phrase placée entre crochets, et complétant l’énoncé de la condition de 
possibilité du problème, est fort corrompue dans les manuscrits. Bachet a présenté 
un texte que lui-même reconnaît défectueux, et il mentionne la variante 
suivante, non moins défectueuse, relevée dans un manuscrit du Vatican : « pate 6 
dirhasiwy autou dotfuoy movaèx petCova É{N LÉPOS TÉTAPTOY ñ LLETOEUTAL ÜTÔ TOU 
mowtou dotfuou. ». Fermat a fait remarquer, dans une note relative à cette propo- 
sition, et dans une lettre à Roberval, que le sens général de la condition de possi- 
bilité indiquée par Diophante devait être que le nombre donné ne doit pas être 
impair, et que le double plus 1 de ce nombre, divisé par le plus grand carré qui le 
mesure, ne doit pas être divisible par un nombre premier de la forme 4#—1. (Voir 
éd. précitée des Œuvres de Fermat. T. II, pp. 203-4) 

Ce passage altéré du texte de Diophante a été abandonné dans la première version 
latine de Xylander, lequel déclare n’avoir pu le comprendre. 

Nesselmann, après avoir critiqué un essai de restauration dû à Schulz, a proposé 
lui-même le texte suivant, qui ne paraît pas acceptable : « ante Toy dinhasiovx arod 
aplpôv povadt pellova Éyerv, ç petostrar dr rivos towTou dpifuou. » 

Hankel a proposé de reconstituer toute la phrase d’une manière plus rationnelle 
en disant : « Act Gn Tov Ouomevoy pre neptosdy elvar, pnte T0v dtmAaolovx aÿrod 
apuÜuoy uovadt x eifova perociolor xd Trou npwrou dpthuoù, 06 dv LOvaÔ, à erCwy 
éxn péoos téraproy. » (Gesch. d. Math. p. 169). 

La dernière et la meilleure leçon est celle qui a été donnée par Tannery dans son 
édition critique, et que nous avons suivie dans notre traduction : « Aeï Ôn tov Ô:o- 
HLEVOY HNTE HET TÔV EËvVAL, MATE TOY GrA&SL0v abroÿ xx provide pig pettova petpeisho 
Ün6 sou npwrou dotfuoo où à uovadr ia peilwy Eyn pépos tétaprov. » (CE. loc. cit. 
Vol. I, pp. 333-4.) k 

Enfin ce passage a donné lieu à une étude de Jacobi sur la connaissance que Dio- 
phante aurait déjà eue de l'impossibilité de partager un nombre de la forme 4 +3 
(ou 4%—1) en deux carrés. (Ueber die Kentnisse des Diophantus von der Zusammen- 
setzung der Zahlen. — Berliner Monatsberichte, 1847; Gesammelte Werke, VII, 1891, 
pp. 332-344). 


Diophante d'Alexandrie. rs 
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Prenons la moitié de 13 ; ce qui donne 6 3, et cherchons la fraction 
qui, lorsqu'on lui ajoute 6 3 unités, forme un carré. Prenons le tout 
4 fois, et cherchons donc la fraction carrée qui, ajoutée à 26 unités, 
forme un carré. Que la fraction à ajouter soit 1 inverse de carré 
d’arithme, et 26 unités plus 1 inverse de carré d’arithme deviennent 
égaux à un carré. Multiplions tout par 1 carré d’arithme, et 26 carrés 
d'arithme plus 1 unité deviennent égaux à un carré ; notamment au 
carré ayant comme racine 5 arithmes plus 1 unité, et l’arithme 
devient 10 unités. En conséquence, 1 carré d’arithme devient 
100 unités, et 1 inverse de carré d’arithme devient 35 d'unité. Donc 
1% Sera à ajouter aux 26 unités ; en sorte que l’on obtient 35 à aiouter 
à 64 unités ; ce qui forme le carré dont la racine est %. 

Il faut donc que, partageant 13 en deux carrés, l’on établisse la 
racine de chacun de ces carrés au plus près de %, et cherchons ce qui, 
en diminuant 3 unités, et en augmentant 2 unités, forme ce nombre, 
c’est-à-dire #. 

Dès lors, posons que les deux carrés sont, l’un celui de 11 arithmes 
plus 2 unités, et l’autre, celui de 3 unités moins 9 arithmes. On 
obtient comme somme de ces carrés 202 carrés d’arithme plus 13 uni- 
tés moins 10 arithmes ; ce que nous égalons à 13 unités, et l’arithme 
devient 5. En conséquence, la racine de l’un des carrés sera +, 


et celle de l’autre sera . Et si nous retranchons 6 unités de chacun 


des carrés, l’un des fragments de l’unité sera $ ; l’autre sera 5, 


et il est clair que chacun d'eux, augmenté de 6 unités, forme un 
carré (1). 


1. Le problème pose les conditions : X4+V=—1 (1); X+6—a? (II) ; V+6—8? 
(III), avec la condition de possibilité que le nombre donné 6 ne peut être impair, ni 
avoir son double plus 1 divisible par un nombre de la forme : 4n—1. 

Les trois conditions donnent aussitôt : «2+fB2—X1V+112—13. Donc, il faut 
partager 13 en deux carrés de manière à avoir «?>6 et 82>6. Le problème sera 
résolu pour x?—fp?<1. 


Considérons E —6 , et cherchons la fraction d'unité à ajouter à 6 ; pour obtenir 
un nombre carré a?, ou bien, considérant le quadruple, soit 2 la fraction à ajouter à 


1 À k ; . 
4X 6 3 Pour obtenir un carré 4a?=af. On doit donc avoir, comme le texte : 26+ 2 
ai, où 26x?+1=aî x?=a. Et si nous cherchons à déterminer 43 en posant a?— 


(#x+1)?, on a : 26x2+1—{(mx+1)?, d’où : rs Donc, pour que à soit une 
fraction de l'unité, il faut que l’on ait : 26—m2<2m, d’où : m?2+2m—+1>27, ou 
({m+1)25>27, d’où la valeur minima : m—5. 
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Partager l'unité [en deux parties] (1), et leur ajouter respective- 
ment tel et tel autres nombres donnés,de manière à former un carré(?). 

Proposons donc de fragmenter l'unité, et d’ajouter d’une part 
2 unités, d'autre part 6 unités, de manière à former de part et d’autre 
un carré. 

Établissons la droite AB comme étant l’unité, et coupons-la en F. 
Ajoutons à AT les deux unités AA, et à LB les six unités BE; donc, 
r'A,TE sont respectivement des carrés (*). Et puisque AB est 1 unité, 
et que la somme de AA, BE est 8 unités, il s'ensuit que tout AE 
devient 9 unités, lesquelles doivent être partagées en deux carrés l'A, 


Adoptant donc la détermination : a5—(5x+1)?, on a, comme le texte : TER 1 — 


1 1 
5x 1)2, d'où : x=—10, d’où : x?—100, d’où : -——— ANS 
(5x+1)?, d'où : x , d'où : x , d'où m3 roù Ajoutons donc 00 à 6, ou 


: ; FEU | 1 
bien, revenant au quart, ajoutons, comme le texte, — à 6e 5 et il vient : ne 
2601 /51\2 
200 (2): 

Il faut donc partager 13 en deux carrés dont les racines seront le plus RUES 


possible de D Si l’on considère que l’on a : 37+2?=—13, et que 3— 0 D et 245 


3g °n ne pourra cependant pas adopter les déterminations (24; 56) et ni) 


9 \? : 9 \2 51 2601 
= NE" : sien LIRE ne 13. 
(3 x) , Car on aurait : (2435) +(s 76) = A3) = X —— 100 > 
Adoptons donc les quasi-déterminations «?—(11x+2)?, et B?—(3—9x)?, dans 
lesquelles la valeur de x sera, non pas égale à, mais rapprochée de 5 Dès lors, on 
aura : (11x%+2)2+1(3—9x)2—13, ou, comme le texte : 202x2+13—10x=—13, d’où : 
5 


SHIOL 


2 
Adoptons maintenant les déterminations : #=(11 X 5 m2) (2), et B?— 


(3—9 x) (5): Dès lors, la condition (II) donne : X— 5) 6 _4843 et 


101 101 101 10201? 
2 
la condition (III) donne: v=(5) 6. Ces valeurs satisfont à la condition 


4843 , 5358 
“ CAT 16201 10201 — 
. Lacune déjà comblée dans la copie manuscrite de Auria. (Cf éd. Tannery. 
Vol. 12109310) 

2. Comme cette proposition est la seule dans laquelle Diophante emploie la 
méthode euclidienne de la représentation linéaire des nombres, Hankel a émis le 
doute sur son authenticité. (Gesch. d. Math. p. 159.) 

3. C'est-à-dire qu’en vertu des conditions imposées, chacune des droites DATE 
doit représenter un nombre carré. 
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TE. Mais, puisque l’un de ces carrés est plus grand que AA, c'est-à- 
dire plus grand que ? unités, et plus petit que AB, c'est-à-dire plus 
petit que 3 unités, nous sommes amenés à partager le carré proposé, 
c'est-à-dire 9, en deux carrés AT, l'E, de manière que l’un d’eux, l'A, 
soit compris entre 2 unités et 3 unités. En efiet, l'A étant trouvé, et 

AA, qui est 2 unités, étant 
ATÈ £ donné, il s'ensuit que le 
reste AA sera donné, Or, AB est 1 unité ; donc le reste Bl' est donné 
aussi ; en sorte que le point l', suivant lequel l’unité est découpée, 
est donné aussi. 

Décrivons ci-dessous la marche à suivre. Que l’un des carrés com- 
pris entre deux unités et trois unités soit 1 carré d’arithme; le reste 
sera donc 9 unités moins 1 carré d’arithme ; ce qui doit être égal à 
un carré. Or, il est facile d’égaler cette expression à un carré ; mais 
il faut trouver le carré d’arithme compris entre 2 et 3. Prenons 
deux carrés, l’un plus grand que ?, et l’autre plus petit que 3 ; tels 
sont notamment #% et +. Dès lors, si nous établissons 1 carré d’arith- 
me entre les deux carrés que nous venons de dire, nous résolvons la 
question. 

En conséquence, il faut aussi que la racine de 1 carré d’arithme, 
c’est-à-dire 1 arithme, soit plus grande que %, et plus petite que &, de 
manière que, cherchant à égaler 9 unités moins 1 carré d’arithme à 


un carré, il faut trouver l’arithme plus grand que % et plus petit 


que &. 

Si nous faisons 9 unités moins 1 carré d’arithme égaux à un carré, 
formons la racine de ce carré au moyen de 3 unités moins une 
certaine quantité d’arithmes, et nous trouvons l’arithme issu d’un 
certain nombre pris 6 fois et divisé par son carré augmenté de 
1 unité. Nous sommes donc amenés à trouver un nombre qui, pris 
6 fois, et divisé par son carré augmenté de 1 unité, forme un quotient 
plus grand que % et plus petit que &. 

Que ce nombre cherché soit 1 arithme (1), et cherchons, conformé- 
ment à la condition précédente, à ce que 6 arithmes, fractionnés par 
1 carré d’arithme plus 1 unité, soient plus grands que % et plus petits 
que #. Mais, 17 divisé par 12 donne comme quotient 5 unités ; en 





1. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire que le texte introduit sans autre 
distinction de terme. 
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sorte qu'il faut que le rapport de 6 arithmes à 1 carré d’arithme plus 
1 unité soit plus grand que celui de 17 à 12 ; donc, le produit de 
6 arithmes et de 12 unités, c’est-à-dire 72 arithmes doit être plus 
grand [que le produit de 1 carré d’arithme plus 1 unité et de 17 uni- 
tés, c’est-à-dire 17 carrés d’arithme plus 17 unités] (1). 

La moitié de la quantité d’arithmes multipliée par elle-même 
donne 1296; retranchons-en le produit de la quantité de carrés 
d’arithme et de la quantité d'unités, c’est-à-dire 289 ; donc, le reste 
est 1007, dont la racine n’est pas plus grande que 31 (?). Ajoutons la 
moitié de la quantité d’arithmes à cette racine ; elle ne devient pas 
plus grande que 67. Divisons par la quantité de carrés d’arithme, et 
l’arithme ne devient pas plus grand que ÿ. 

De même, 1l faudra que le rapport de 6 arithmes à 1 carré d’arith- 
me plus 1 unité soit plus petit que [celui de 19 à 12] (*), et nous trou- 
verons que l’arithme n’est pas plus petit que %. Mais il n’est pas plus 
grand que #. Que l’arithme soit donc 3 À unités. 

Formons donc le carré ayant comme racine 3 unités moins 
83 arithmes. Ce carré devient 122 carrés d’arithme plus 9 unités 
moins 21 arithmes ; ce que nous égalons à 9 unités moins 1 carré 
d’arithme, d’où l’arithme devient #, et le carré d’arithme %%. Dès 
lors, si nous retranchons 2 unités de ce carré, l’un des fragments de 
l'unité sera 4% ; en sorte que l’autre fragment sera #%, et la condition 
est établie ({). 


1. Lacune comblée conjecturalement d’abord dans l’édition de Bachet, p. 306, 
puis d’une manière un peu différente, comme nous l’avons traduite, dans l’édition 
de Tannery. (Cfr. loc. cit. Vol. I, p. 340.) 

2. La racine de 1007 étant comprise entre les nombres rationnels 31 et 32, la 
solution adopte comme limite supérieure le nombre 31. 

3. Lacune comblée par Bachet au moyen de: fnep x FPOS uB. (C£. loc. cit. p. 307.) 

4. Les conditions du problème sont : X+Y—1; X+2—a? et Y+6—f?, les- 
quelles entraînent la condition d’avoir la somme des deux nombres donnés plus 
1 égale à la somme de 2 carrés : o— (+) +(5) 

La solution use de la méthode euclidienne de représentation linéaire des nombres, 


et établit : AB—X+VY—1: AT=TB=—; ; AA—=25BE—=6, 


Dès lors, AA+BE=—8, et AE—9,. D’après les conditions imposées AT'et TE doivent 
représenter des nombres carrés. Or, AT>AA, ou AT >2 ; et AT<B, ou AT <3. 
Donc, il faut partager AE—9 en deux carrés représentés par AT, l'E, mais dont l’un 
d’eux AT répond à la condition 2<AT<3. 

Posons : AT=x?; donc, lE—AE—AT—9—x?; expression devant devenir un 
carré a?, que nous avons à déterminer de manière à obtenir pour x? une valeur satis- 
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XI 


Partager l’unité en trois nombres ; ajouter d’abord (1) à chacun 
d'eux un même nombre donné, et faire ainsi de chacun d’eux un 
Carré. 

Il faut toutefois que le nombre donné ne soit n1 deux unités, ni un 
multiple de huit unités augmenté de deux unités (?). 


faisant à la condition: 2<<x?<3, ou bien, si l’on considère les carrés © >2, et 7 <3, 
une valeur satisfaisant à la condition : cr, d’où, pour x une valeur 
renfermée dans les limites : Bi. 
Adoptons donc la quasi-détermination : 4?—(3—mx)?. Dès lors, 9—x2—(3—mx)?, 
ni 6m 
d’où, QE A AE 
ü, comme le texte : x mi 
17 6m 


: ; È : 19 : ee : 

r, pui 1 Re ù 5 $ 
Or, puisque l’on doit avoir D 7 Ti <> la première de ces inégalités donne, 
comme le texte : 6mxX12>(m?+1)X 17, ou : 72m>17m?+17. Résolvons cette 


\ 


inégalité à la manière de Diophante, et il vient successivement : 17X72m> 
\ 2 2 2 

(17)2m2+(17)2, où (17)2m2—17 X T2m+(; 72) <«(; 72) (17%, ou (17m—; 72) à 

MDI 

CES 572 4/Gr) (17) 

G 12) — (198, d'où à me Mr 


364+j//1296—289 3644/1007 


, où, comme le texte : m< 


ou, considérant que (31)2<1007 <(32)°, il vient, 


17 17 : 
comme le texte : me Lol eco 
17 17 
D'autre part la seconde inégalité RS ppaonne : 12m<19m2+19, d'où résol- 
7 


1 ——— 

57241935 36430 66 

AE Das ne PC 
19 19 19 


En conséquence, Diophante adopte la valeur m=3, d’où la détermination : 


vant à la manière précédente, on tire: m> 


ad (B—35x)? 


1 1 
Dès lors, on a comme le texte : 9—x?=(3—3:%)", ou : 9—x?= 125%" + 9 —21x, 


84 7056 


d’où : #2 CL XSE 2800 Les deux fragments de l'unité seront donc: AT—AT—AA 
7056 1438 1438 1371 

— 2 — pins —— —— ———— = a 

EX 22807 2= 5200 et lB—AB—AT—=I 5800 — 2800 


1. Le mot «d’abord » annonce le problème analogue qui suit. | 

2. Les conditions du problème sont : X+Y+Z=1; X+m=c; Y+m=f?, et 
Z+m=Yy?, dans lesquelles «2, 82, y? sont des nombres carrés indéterminés, et " un 
nombre donné qui, d’après le texte, ne peut être ni 2, ni un nombre de la forme 
8k+2; forme dans laquelle À est un nombre entier quelconque ou égal à zéro. 
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Proposons donc de partager l’unité en trois nombres ; d’ajouter à 
chacun d’eux 3 unités, et de faire de chacun d’eux un carré. 

Il faut de nouveau (1) partager 10 en trois carrés, de manière que 
chacun d’eux soit plus grand que 3 unités. Dès lors, si nous parta- 
geons de nouveau 10 en trois carrés par voie d’approximation (?), 
chacun d’eux sera plus grand que 3 unités ; et si, de chacun d’eux, 
nous retranchons 3 unités, nous pourrons obtenir les parties en 
lesquelles l’unité doit être partagée. 

Prenons, à présent (3), le tiers de 10, ce qui donne 3 5, et cherchons 
une fraction quadratique qui, ajoutée aux 33 unités, forme [un 
carré] (*). Prenons le tout 9 fois, et il faut ajouter à 30 une fraction 
quadratique, de manière que l’ensemble forme un carré. | 

Que la fraction à ajouter soit 1 inverse de carré d’arithme. Multi- 
plions tout par le carré d’arithme, et l’on obtient 30 carrés d’arithme 
plus 1 unité à égaler à un carré. Égalons au carré de racine 5 arithmes 
plus 1 unité ; on obtient le carré 25 carrés d’arithme plus 10 arith- 
mes plus 1 unité égal à 30 carrés d’arithme plus 1 unité, d’où l’arith- 
me devient 2 unités ; le carré d’arithme 4 unités, et l'inverse du 
carré d’arithme ? d’unité. 

En conséquence, si l’on ajoute ! d'unité aux 30 unités, 3% sera 


ajouté aux 3; unités, et l’on obtient & (5). Il faut donc partager 10 


Dès lors, la somme des trois dernières équations de condition donne: X+Y+Z 
+3m—=a2+62+ 72, et il semble en résulter que Diophante savait déjà qu'un nombre 
de la forme 3(8k+2)+1, ou de la forme 24k+7 ne peut pas être la somme de trois 
carrés, ou encore, qu'il en est de même pour un nombre de forme 8k+7. Cette 
condition n’a cependant pas une portée générale, car tous les nombres qui ne sont 
pas de la forme 8k+-7 ne peuvent pas être la somme de trois carrés, et des nombres 
d’une forme autre que 8k+7 peuvent ne pas être la somme de trois carrés. 
Une note de Bachet relative à la condition de possibilité de Diophante fait observer 
que le nombre donné ne peut notamment pas être de la forme 32k+9. D'autre part, 
Fermat a démontré d’une manière générale que 3m+ 1 ne peut pas être de la forme 
42(24k+7); et Legendre a démontré que les nombres de la forme 8k+7 sont les 
seuls nombres qui ne peuvent être partagés en trois carrés. + 

1. C'est-à-dire d’après le procédé déjà exposé dans la solution de la proposition IX 
de ce livre. 

2. maptsôtntos dywyn, c’est-à-dire «la voie de la quasi-égalité », ou d'approxi 
mation vers une limite ; méthode dont l’objet est de résoudre des problèmes tels 
que celui de trouver 2 ou 3 nombres carrés, dont la somme est un nombre donné, et 
qui sont respectivement au plus rapprochés d’un même nombre. 

3. do, mot qui ne se présente qu’une seule fois dans ce qui nous reste des 
œuvres de Diophante, et qui marque l'opposition à ce que l’on a rencontré dans la 
proposition IX, où l’on a pris la moitié de 13. : 

4. Lacune que Bachet comble par le mot retpxywvov. (Loc. cit. p. 309.) 

5. Sous-entendu : la fraction carrée. Bachet complète d’ailleurs ici le texte par les 
mots 6 tetpaywvos. (Loc. cit. p. 310). 
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en trois carrés, de manière que la racine de chacun de ces carrés soit 
au plus près de ? unités. Mais, 10 se compose aussi de deux carrés, 
notamment du carré 9 et de celui de l’unité. Partageons l’unité en 
deux carrés x et # ; en sorte que 10 se compose de trois carrés : le 
carré 9 ; le carré &, et le carré %. En conséquence, il faut établir la 
racine de chacun de ces carrés au plus près de %. Mais les racines de 
ces carrés sont 3 unités, À d'unité, et ? d'unité. Prenons le tout 30 fois, 
et ces racines deviennent 90 unités, 24 unités, et 18 unités ; tandis 
que les # deviennent 55 unités. Donc, il faut établir chacune de ces 
racines suivant 95 (1). 

Posons qu’une racine est 3 unités moins 35 arithmes ; que l’autre 
est 31 arithmes plus 3 d'unité, enfin, l’autre 37 arithmes plus £ 
d'unité. La somme des carrés des racines ainsi trouvées devient 
3555 carrés d’arithme plus 10 unités moins 116 arithmes. Égalons 
cette expression à 10 unités, et l’on trouvera comme arithme #. 
Revenant à ce que l’on a posé, on obtient les racines des carrés ; en 
sorte que l’on obtient aussi les carrés mêmes, et le reste est mani- 


feste (2). 


1. C'est-à-dire au plus près de 55. 
2. La solution considère les conditions : X+ÆY+Z=1; X+3—0x2; V+3—Rp?, 
Z+3—7Y?. Ces conditions donnent aussitôt : X4+V+Z+9—10—02+g82+%2 Il 
faut donc partager 10 en trois nombres carrés respectivement plus grands que 3. 


LL : RES : à ns 
Considérons le tiers de 10, soit 3 et cherchons quelle est la fraction carrée qu'il 


faut ajouter à 3 pour obtenir un carré ; ou bien, considérant des quantités 9 fois 
plus grandes, cherchons la fraction carrée 9 fois plus grande qu’il faut ajouter à 


9 x 35 —30 pour obtenir un carré. Soit ; cette fraction. 


On doit donc avoir : 30+——a° ou, comme le texte 30y?+1=—4xf. Adoptons la 
détermination aî=(5y+1)?, et l’on doit avoir : 30y?+1—(5y+1)?, ou, comme le 
texte : 30y2+1—25y2-+ 10y-+1, d'où : y—2: y2—4, et ur Il faut donc ajouter 


1 A * # 0 \ Q # 0 
= à 30 pour avoir un nombre carré, ou bien, revenant à des quantités 9 fois plus 


4 
petites, il faut ajouter nan = 


9X4 36 
(5) 
le 
Dès lors, il faut partager 10 en trois carrés «2, 82, y?, lesquels doivent se rapprocher 
: 11\2 16, 9 4\ 2 3\2 
le pl ble de (=) : 1020 1e g4uis = (à) (&). 
e plus possible de : Or,ona 941 Poe on 32+ Ë + E Il faut 


$ 4 3 à ; 
donc remplacer les racines 3, 5 et 5 Par trois autres racines au plus rapprochées de: 


REA ; L'41 
à 3- pour avoir le nomb s 3-1 — 
3 P re carré 313 G 
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XII 


Partager l’unité en trois nombres ; et leur ajouter respectivement 
tel et tel autres nombres donnés, de manière à ce que chacun d’eux 
forme un carré. 

Soient 2, 3, et 4 les nombres donnés. 

Dès lors, on est de nouveau (1) amené à diviser 10 en trois carrés, 
de manière que le premier d’entre eux soit plus grand que ? unités ; 
le deuxième plus grand que 3 unités, et le troisième plus grand que 
4 unités. En conséquence, si, divisant 1 unité en deux parties égales, 
nous ajoutons une ; unité à chacun des nombres donnés, nous avons 
à chercher l’un des carrés plus grand que 2 unités et plus HE que 
23 unités ; l’autre plus grand que 3 unités et plus petit que 3 3 unités, 
et le troisième plus grand que 4 unités et plus petit que 43 unités. 
Tout se réduit donc à partager 10, somme de deux carrés, en deux 
autres carrés, de manière que l’un d’eux soit plus grand que ? unités, 
et plus petit que 23 unités. Et si nous retranchons ? unités de ce 
carré, nous trouverons une des parties de l’unité. 


PEL @ É 
la racine FINS bien, comme le texte, il faut remplacer les racines 30 X 3—90; 


L 3 € : Le : 
30X7—24, et 30X+—18 par trois autres racines au plus rapprochées de la racine 


30 x 55. Or, 90—55+35 ; 24—55-31 : 18—55—37, d'où: ——3—— 


à ee suis Or, on ne peut adopter ces dernières expressions comme détermina- 


30 5 30 


35 API dE Uibe Nà 363 
RS a PIE Vu 1 
tions des racines «a, B, y, car: ee Fe) +45) +545) - me +10, nes lors: 


Diophante adopte les quasi-déterminations : «—(3—35x) ; s—(aix+$), ét Y— 


2 2 
(s7+2), et l’on doit donc avoir : (83524 (31445) +(87:+à) — 10,ou,comme 


le texte : 3555x2+10—116x—10, d’où : x=-— KES Le texte abandonnant ici la suite 











3555 
de la solution, on aura par substitution : a— _ Up Te “is FT dous.atE 
te : pe Ve one Dès lors, les trois dernières conditions du 
problème donnent : X=or—e TTE : — p2— ns ZE : 
nombres satisfaisant à la 17e condition, car DST en + 


1. C'est-à-dire comme dans la proposition précédente. 
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D'autre part, partageons l’autre carré en deux autres carrés, de 
manière que l’un d’eux soit plus grand que 3 unités et plus petit que 
33 unités. Et si nous retranchons de nouveau 3 unités de ce carré, 
nous trouverons l’autre nombre cherché ; en sorte que nous trouve- 
rons le troisième nombre de la même manière (1). 


1. nn conditions du problème sont : X4+V+Z=1; X+2=o?; V+3—p?; 
Z+4=Y. | 

Le texte de Diophante se borne à indiquer la marche de la solution. On peut donc 
poursuivre la solution d’une manière analogue à celle qui a été proposée par 
Wertheim (Cf. loc. cit. p. 218), en se basant sur les procédés d’approximation 
(nxpts0rntos dywyn) de Diophante : Les conditions imposées donnent aussitôt : 
X+VY+2Z+2+43+4—10—=02+62+ 72. Il faut donc, d’après le texte, partager 10 
en trois carrés respectivement plus Sa que 2, 3,et 4. Partageons d’abord 10 en 
Sen carrés dont l’un est compris entre 2 et # Ce carré devant être rapproché de 


Î 
2, cherchons une fraction = — qui, ajoutée à 2 donne un carré a?. 








ri 2 
Si nous adoptons la quasi-détermination a he doit donc avoir: 2° += 
Î 
XL 
s (2 ) ou Satin St, d'où : x—12:x2—144. Donc, 21 An aates 
x ra 4. ri TA SS 


2 
(5) : ce quiest la valeur approchée du 1€r des deux carrés dont la somme est 10. 


le second carré qui partage 10 doit 


» ; y 1 
Or, puisque ce premier carré approche 2 


approcher Te Cherchons donc la fraction = = L'qui, ajoutée à 17 donne un carré b?. 








2’ 
24 |, 11 
Si nous adoptons une détermination ve } on doit avoir : tn 
Pat 11 à 15 1: 68 
( & » OÙ : AU +14 x d'où : x—4, et x°—16. Donc : Be 


(2) 5) ; ce qui est la valeur approchée du second des carrés dont la 
somme est 10. : 


1 AN 
Si l’on compare maintenant les deux carrés approchés (GG 5) et (5) avec les deux 


; À S SrA ; ; 
carrés 1?et 3? dont le somme est égale à 10, on voit que la racine e du premier carré 


diffère d'avec 1 de L, tandis que la racine 33 Qu second carré dépasse 3 de Se 


17 É RTS 
c'est-à-dire que, si l’on considère que l’on a : É=i+S et 3 & on pourra 
poser, conformément au procédé suivi par a dans la proposition IX : 
a?=(1+7x)?, et b?—(3—3x)2. Dès lors : (147x)24+(3—3x)2—10, d'où : = 


14\2 43\2 1849 6? 81 6561 
Donc, a (: +3) (5) Si et b (3 x) (5) — ETÉ . Or, le de ces 
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XIII 


Partager un nombre proposé en trois nombres qui, pris ensemble 
deux à deux, forment un carré. 

Proposons donc le nombre 10. Dès lors, puisque, parmi les trois 
nombres cherchés, le plus grand, augmenté du nombre médian, forme 
un carré ; que, de même, le nombre médian augmenté du troisième 
nombre, et le troisième nombre augmenté du premier nombre for- 
ment des carrés, il s'ensuit que la somme des trois nombres, prise 
deux fois, forme la somme de trois carrés, lesquels sont respective- 
ment plus petits que 10 unités. Mais, deux fois la somme des trois 
nombres forment 20 unités ; donc, il faut partager 20 en trois carrés 
tels que chacun d’eux soit [plus petit que] (1) 10 unités. Or, 20 est la 
somme de deux carrés, 16 et 4; et, si nous posons que 4 unités sont 
l’un des carrés cherchés, il faudra partager 16 en deux carrés tels que 
chacun d’eux soit plus petit que 10 unités. Or, nous avons appris (?) 


, : 1 ; ; : ; 
carrés est compris entre 2et 25, et nous l’adopterons donc comme détermination du 
| Carré a. 


Reste à partager le second carré es en deux carrés. Si l’on pose que l’un d'eux 


6561 ; : ; : 
est x?, l’autre sera sai —%?, Or, nous voulons que l’un d'eux, x?, soit compris entre 


entre 3 et 4. | 
Appliquons donc le procédé utilisé dans la proposition X, et situons x? entre les 


limites et —. Soit donc : TRE, d’où : î 


16 16 16 
ATOS GT de 3 81 2 | 
pression 75 —x* à un Carré de la forme (5 —"x) , dans laquelle # doit être 
2 
déterminé de manière à obtenir exe SE (mx), d'où : 


29 

162 m $ La OT 162m»m 
inégalités à la manière de Diophante (voir prop. X et notes) donne : 2, 3<<m <2, 83. 
‘e TOO PE 2624400 
Adoptons donc la valeur m=2, et l’on a : SAT d’où : x = F0728T ? 
6561 (hole 3s0snn 


Are Égalons maintenant l’ex- 


. Donc : 


%= =? Or, la résolution de ces deux 


valeur 


f . . 2 ee nn PR UGn ER TS 
que nous adoptons pour la détermination de £?. Enfin ar ai 707281 


valeur que nous adoptons pour la détermination de y?. Revenant aux trois dernières 
1849, 167. 841X 167 140447 . D 
841 841 (841)? 107281!" 
2624400 , 502557. , 2893401 , 64277 
TOMBER 7072811118 7072812 10h1707281 
1. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par le mot é\asowv. (Cf. loc. cit. p. 317.) 
2. Voir proposition X. 


conditions du problème, on a : X— 
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à partager un carré donné en deux carrés tels que l’un d’eux (1) 
soit plus grand que 6 unités et plus petit que 10 unités. 

Que la somme 16 unités soit ainsi partagée en carrés (?) tels que 
chacun d’eux soit plus petit que 10 unités, et si nous les retranchons 
respectivement de 10 unités, nous trouverons des restes qui, pris 
ensemble deux à deux, forment des carrés (°). 


XIV 


Partager un nombre donné en quatre nombres qui, pris ensemble 
trois à trois, forment un carré. 

Proposons donc le nombre 10. Dès lors, puisque la somme des 
trois nombres pris successivement à partir du premier forme un 
carré ; que la somme des trois nombres à partir du second forme la 
même chose ; que la somme des trois nombres à partir du troisième, et 
la somme des trois nombres à partir du quatrième forment la même 
chose, il s'ensuit que la somme des quatre nombres, prise trois fois, 
forme la somme de quatre carrés. Mais, la somme des quatre nom- 


a 


1. L'autre carré devant d’ailleurs être aussi plus grand que 6 et plus petit que 10. 

2. C'est-à-dire en deux carrés. 

3. Les conditions du problème sont : X+Æ+Y+Z=10; X+Y=a?; Y+7Z=—p? ; 
L+X=—7y?. 

Ces conditions donnent aussitôt : 2(X+V+Z)=20=02+82+%2. Donc, il faut 
partager 20 en trois carrés respectivement plus petits que 10. Or, 20—4+16. Si l’on 
adopte 4 pour l’un des carrés cherchés, il reste à partager 16 en deux carrés plus 
petits que 10. 

Le texte ne poursuit pas la solution, maïs renvoie au procédé des limites déjà 
utilisé dans la proposition X. La solution s’achèvera donc comme suit, d’après la 
marche proposée par Wertheim (Cf. loc. cit. p. 221): 

Partageons 16 en deux carrés x2 et 16—x2, plus petits que 10. Que l’un d’eux, #?, 


soit compris entre 6 et 9, ou plutôt entre les carrés … et 9; en sorte que l’on doit 


. 5 “ # A Lé 4 
avoir =<x<3. Dès lors, l'expression 16—x* devant être un carré, AGE. au 


2 
carré de la forme (4—mx)?. Donc 16—x1%—(4—mx)", d'où : x=-— î _ . On doit 
donc avoir > 5 <: < is 3. La résolution de ces deux inégalités donne facilement : 
2,21..<m<2,84.. Adoptons la valeur m=2}, Dès lors : = ; PL et 
16—x ee On a donc trouvé trois carrés tels que : a+ = 20, et les 
conditions du problème donnent : X—=10—4— = : AND fu 7 = LT ; 
7056 1354 | 


et ONE FEt 
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bres, prise trois fois, forme 30 unités ; donc, il faut partager 30 unités 
en quatre carrés tels que chacun d’eux soit plus petit que 10 unités. 
Or, cela se trouve de la manière suivante : Si, par voie d’approxima- 
tion (1), nous établissons que chacun des carrés est 7 $ unités (2), et si 
nous retranchons chacun de ces carrés de 10 unités, nous trouverons 
les nombres cherchés. Sinon, considérons que 30 se compose de 16, 
de 9, de 4, et de 1 unités ; prenons 4 et 9, puisque ces nombres sont 
respectivement plus petits que 10 unités, et il reste 17 unités à 
partager en deux carrés, de manière que chacun d’eux soit plus petit 
que 10 unités. Dès lors, si, comme nous l’avons appris (*), nous par- 
_ tageons 17 unités en deux carrés, de manière que l’un d'eux soit plus 
grand que 8 3 unités, et plus petit que 10 unités, chacun de ces carrés 
sera plus petit que 10 unités ; et si nous retranchons chacun d'eux 
de 10 unités, nous trouverons les nombres cherchés restants, [l’un 
étant déjà 6 unités, l’autre 1 unité ; en sorte que la question est 
résolue] (4) (5). 


. Voir proposition XI. 
. C'est-à-dire au plus près de 7 unités. 


1 

2 

3. Voir proposition X. 

4. La phrase finale, placée entre crochets, a probablement été interpolée. Les 
nombres 6 et 1 résultent de l'adoption des deux premiers carrés 4 et 9, lesquels 
donnent, en effet : 10—4—6, et 10—9—1,. 

5. Les conditions du problème sont : X+Y+Z+W=10 ; X+Y+Z=a* ,; 
VEZEIW=R; ZIW+EX—=,; WEX-+Y—5, dans lesquelles «?, B?, y*, 5? sont 
des carrés indéterminés. Ces conditions donnent aussitôt : 3X+Y+Z+W)=—30— 
a+ 62+%2+02. Il faut donc partager 30 en quatre carrés plus petits que 10. 

Diophante se borne à indiquer la marche de deux solutions. Pour la 16, il renvoie 
à son procédé d’approximation suivi dans la proposition XI, en établissant quatre 


? k 1 
carrés rapprochés de ee et en retranchant ces carrés de 10. 


Pour là seconde solution, il propose de procéder comme suit : On a 30—16+9+4 
+1. Adoptons déjà 9 et 4 comme étant les deux premiers des quatre carrés cherchés 
plus petits que 10. Il reste donc 16+.1, ou 17, à partager encore en deux carrés plus 


; - : l 
petits que 10. Supposons que l’un de ces deux carrés soit compris entre 8; et 10. 


ei JELREE Ro ; ; a re $ 
Si B est la fraction à ajouter à 8; pour constituer ce carré, celui-ci sera exprimé par 





FAST Égalons cette expression à un carré tel que era on aura : ge 
Die xAi 8 P 4 L 2 x? 


57 288 RCE LD ER APR ee): 
( =): d'où: = 12, et =. Donc, 84 = =): 
de chacun des deux carrés qui doivent partager 17. Dès lors, si nous considérons que 


l’on a : 17—12+4? comme dans l: solution reconstituée proposée par Wertheim 


valeur approchée 





| A 12:38 2e 
(C£. loc. cit. p. 222), il résulte de la comparaison de la racine Tite les racines 


210 DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


XV 


Trouver trois nombres tels que le cube de la somme de ces trois 
nombres, augmenté de chacun d’eux, forme un cube. 

Posons que la somme des trois nombres est 1 arithme, et que les 
nombres cherchés sont respectivement 7 cubes d’arithme, 26 cubes 
d’arithme, et 63 cubes d’arithme. On établit ainsi que le cube de la 
somme des trois nombres, augmenté de chacun d’eux, forme un 
cube, et il reste à obtenir que la somme des trois nombres soit égale 
à 1 arithme. Mais, la somme des trois nombres est 96 cubes d’arith- 
me ; en sorte que 96 cubes d’arithme sont égaux à 1 arithme. Divi- 
sons tout par 1 arithme, et 96 carrés d’arithme sont égaux à 1 unité. 
Or, l’unité est un carré, et si les 96 unités étaient aussi un carré, la 
question serait résolue. En conséquence, cherchons d’où provient le 
nombre 96. C’est la somme de trois nombres qui, respectivement 
augmentés de 1 unité, forment des cubes. Nous sommes donc amenés 
à trouver trois nombres tels que chacun d’eux, augmenté de 1 unité, 
forme un cube, et tels que la somme de ces trois nombres soit un 
carré. 

Choisissons 1 arithme plus 1 unité comme racine du premier cube ; 
2 unités moins 1 arithme comme racine du second cube, et 2 unités 
comme racine du troisième cube. Ces cubes deviennent l’un, 1 cube 
d’arithme plus 3 carrés d’arithme plus 3 arithmes plus 1 unité ; 
l’autre, 6 carrés d’arithme plus 8 unités moins 1 cube d’arithme 
moins 12 arithmes, et l’autre 8 unités. Retranchons 1 unité de 
chacun de ces cubes, et posons que le premier nombre est 1 cube 


1 et 4, que Es dépasse 1 de , et diffère d'avec 4 de Se c'est-à-dire que l’on a : 
+4 Exprimons donc la somme des deux carrés qui partagent 17 


d’après le procédé employé à la proposition X ; on aura : (1+23x)2+(4—13x)2—17, 


d'où :x— 2 En conséquence, ayant déjà les deux carrés 4et 9, les deux autres seront : 


1016\2 1032256 1109\2 1038361 
D; pa ee —— in A — 2— ee = —— |, = 
(1 23x) ( 34 ) 121801 ’ et ( 13x) (3 ) 121801 Les nombres cher 


chés seront donc : X—10—4—6 ; Y—10—9—1 : ZUNE ESP ER TT 


121801 121801’ 
1038361 179649 : 4e + 
Mer LT PTT PE PAT TTE Ces nombres satisfont aux quatre dernières conditions 


du problème, et ils satisfont à la 17e condition, car leur somme est égale à l’unité. 
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d’arithme pius 3 arithmes ; que le second nombre est 6 carrés 
d’arithme plus 7 unités moins 1 cube d’arithme moins 12 arithmes, 
et que le troisième nombre est 7 unités. Reste à avoir que la somme 
de ces nombres forme un carré. Or, cette somme devient 9 carrés 
d’arithme plus 14 unités moins 9 arithmes. Égalons-la au carré 
au comme racine 3 arithmes moins 4 unités, et l’arithme devient 


3. L'un des nombres cherchés sera donc $À : l’autre {7 et l’autre 
7 unités. 


Revenons à la question originale, et posons à nouveau que les 


: 1538 : L 
trois nombres sont l’un 2% cubes d’arithme ; l’autre #7 cubes 


d'arithme, et l’autre 7 cubes d’arithme. Posons à nouveau que la 
somme des trois nombres est 1 arithme, et #% cubes d’arithme 
deviennent égaux à 1 arithme. Prenons le quinzième de tout ; divi- 
sons par l’arithme, et 2916 carrés d’arithme deviennent égaux à 
229 unités, d’où l’arithme devient %. Revenons à ce que l’on a posé, 
et les choses sont établies (1). 


1. Les conditions du problème sont : (X+Y+Z}+X=a; (X+V+HZ)SEV=Rs; 
(X+Y+2)+Z= y. 

Posons : X+Y+7Z—x. On satisfait évidemment aux trois conditions en admet- 
tant les fausses positions : X— 7x5 ; V—26x%, Z=—63x%; car on obtient comme cubes. 
(Pr) ip ==tor} et (471" 

Dès lors, on a : X+V+7—96%x=x, d’où, comme le texte : 96x2—1. Cette équa- 
tion, amenant une valeur irrationnelle, non admise par Diophante, il faut donc 
revenir sur les positions adoptées, de manière à ce que 96 soit remplacé par un carré. 
Considérant la genèse de ce nombre, on a : 96=7+26+63—(23—1)+(3%—1)+ 
Crertine Il faut donc chercher trois nombres auxiliaires X’, Y’,Z’ dont la somme soit 
un carré, et tels que chacun d’eux, augmenté d’une unité, donne un cube. Ces nom- 
bres doivent donc satisfaire aux conditions : X' RON RENTE X'+H1—=b8; V'L1— 
ci ; Z'+1—d3. Adoptons les quasi-déterminations : b—(y+ 1) c = (2), 
43— 23, Ces cubes seront, comme dans le texte : b—=Yy%+3y?+13y+1; cè=672+ pe 
43—_12y, et d—8. Dès lors, les trois dernières conditions donnent, comme le texte : 
X'=Y$+3y? +57; Y'=6y2+ 79° —12y, et Z'=—7. La somme de ces trois expres- 
sions sera donc, d’après la 1re condition, comme le texte : 9y2+14--9y—4?, Adop- 


tons la détermination a?—(3y—4)?; donc: 9y2?+14—9y—(3y—4)?, d'où ne On a. 
1538 18577 





donc, par substitution, comme dans le texte : X'= Ts à Vu 278» €t Z'=17 : 
nombres qui, augmentés d’une unité, donnent des cubes. Revenons donc sur les 

je a 1538 18577 . « 
positions du début en posant : X+V+Z=x ; KE DAS 3376 * Z=1x, 

2 ; 4 
Dès lors, la somme de ces trois nombres devient ns = x, d'où, divisant les deux 
termes de la fraction par 15, il vient, comme le texte : 2916x?—225, d'où : = En 
1538 © 4/1948577 1023625 
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XVI 


Trouver trois nombres tels que le cube de la somme de ces trois 
nombres, diminué de chacun d’eux, forme un cube. 

Posons de nouveau (1!) que la somme des trois nombres est 1 arith- 
me, et que les nombres sont de nouveau % de cube d’arithme, # de 
cube d’arithme, et ® de cube d’arithme. Reste à égaler la somme des 
trois nombres à 1 arithme ; une quantité cubique d’arithmes devient 
égale à 1 arithme, et, divisant tout par l’arithme, une quantité de 
carrés d’arithme devient égale à 1 unité. 

Or, l’unité est un carré ; donc, il faut que la quantité de carrés 
d’arithme soit aussi un carré. D’où provient la quantité de carrés 
d’arithme ? Elle provient de trois unités dont on a retranché trois 
cubes, lesquels sont respectivement plus petits que 1 unité. Nous 
sommes donc amenés à trouver trois cubes respectivement plus 
petits que 1 unité, et dont la somme, retranchée de 3 unités, forme 
un carré. 

Dès lors, cherchant à avoir chacun des cubes plus petit que 
1 unité, si nous établissons que la somme de ces trois nombres (?) est 
plus petite que 1 unité, chacun d’eux sera, à fortiori, plus petit que 
1 unité ; en sorte que le carré restant doit être plus grand que 2 unités. 

Posons que le carré restant est plus grand que 2 unités, et 


qu'il est 2; unités (#). En conséquence, il faut partager ? en 


1. C'est-à-dire comme dans la proposition XV. 
2. C'est-à-dire la somme de ces trois nombres cubes. 
3. Dans la note qu'il consacre à cette proposition, Bachet (loc. cit. p. 324) ne 


s'explique pas le choix que fait Diophante du nombre carré = 2. pour obtenir que 


° , ° 5 e Pet , . 
la différence de ce nombre d'avec 3, c’est-à-dire 7 Soit précisément un nombre qui 


se partage en trois nombres cubes. On a, en effet, comme nous le verrons dans une 
, .3 /5\8 ,/101\% / 20 \3 | 6 
note subséquente : (5) +(%) +(5) . Bachet ayant vainement tenté de ré- 


soudre le problème en choisissant un autre carré situé entre 2 et 3, notamment le 
Carré 25 en conclut que Diophante auraït fait un choix empirique heureux. 


D'autre part, Fermat, dans une note relative à la même proposition, estime que 
Diophante doit avoir trouvé le nombre adopté au moyen d’une méthode analogue 
à celle que Fermat expose lui-même, mais dont le caractère n’est cependant pas 


-assez général pour s'appliquer précisément au nombre 2 de Diophante. On trou- 


-vera la longue note de Fermat dans son édition précitée de Diophante, et dans 
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[trois] (!) cubes, ou partager ainsi ses multiples qui dérivent d'un 
nombre se partageant en cubes, et dérivant notamment de 216. 
Nous devons donc partager 162 en trois cubes. Or, 162 se compose 
du cube de 195, et de la différence des deux cubes 64 et 27; et nous 
avons dans les Porismes que la différence de deux cubes quelconques 
est [la somme de deux] (?) cubes (3). 

Revenons à la question originale, et posons que les nombres sont 
respectivement les quantités trouvées de cubes d’arithme, et que la 
somme des trois nombres est 1 arithme. On établira ainsi que le cube 
de la somme des trois nombres, diminué de chacun de ces nombres, 
{orme un cube. Il faut encore que la somme des trois nombres soit 
égale à 1 arithme. Or, la somme des trois nombres devient ? £ cubes 
d’arithme ; ce que nous égalons à 1 arithme, et d’où l’arithme 
devient 5. Revenons à ce que nous avons posé (4). 


l'édition précitée de ses œuvres complètes. On trouvera une traduction allemande 
de la note de Fermat dans l'ouvrage précité de Wertheïim, p. 227. 
1. Lacune évidente à laquelle Bachet supplée par le mot rpets. 
2. Lacune comblée conjecturalement par Tannery par les mots do suyheua éotiv. 
3. Ce Porisme devait avoir rapport aux propositions I et II du livre IV. 
4. Reprenons cette solution d’une manière explicite. Les conditions imposées 
sont : (X+V+Z)—X=—08,; (XHV HZ) —V RS, (XHV+Z)—Z = y. 
On satisfait aussitôt aux trois conditions en posant : X+V+7Z=—%x, et en adop- 
tant, en manière de fausse position, les expressions : X= Fr < Ye PRE ER 
À et ae se bornant à indiquer la marche à suivre, on aura : X+Y +Z— 
4877 4877 
3 ent PC LES (RS 3% PANNIQS 
47 Se x 4, OÙ it AIO E 1728 
‘une sn ation non admise par Diophante ; donc, il faut chercher à rem- 





x?—1. Or, cette expression amène 


placer le coefficient D g Par un coefficient carré. 


Considérons la genèse du coefficient à remplacer par un carré. On a : = 
1226: :03 | 1 1 1 | 1 ; 
te EE = (1 —)+ (15) +05) pts | On est donc amené, 


comme dt le texte, à chercher trois cubes 4°, b5, c® plus petits que 1, et satisfaisant 
à la condition : 3—(a%+b%+6c%)=nombre carré d?. Or, si pour avoir, à fortiori: 
a, D, c<1 on pose : a?+b31c3<1, on doit avoir : d?2>2. En conséquence, Dio- 


phante adopte la détermination : a 2 (voir note plus haut), et l’on doit donc 


avoir : a+ b3+c— 32, —° à , d'où, comme le texte, en amplifiant suivant un nom- 


bre cube, se partageant aéà lui-même en trois cubes, tel que 6%=—5%+43+3%, ou 
; L 216 162 
216—125+164+27, on doit donc avoir : PUMA Se ee 


14216 216 Il faut donc 
partager 162 en trois cubes. On a déjà : 162—125+64—27—5%+43—3%; donc, il 
reste à transformer la différence de deux cubes, 45—35, en une somme de deux cubes. 
Diophante invoque le porisme établissant que la différence de deux cubes est une 
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XVII 


Trouver trois nombres tels que le cube de la somme de ces trois 
nombres, retranché de chacun d’eux, forme un cube. 

Posons de nouveau que la somme des trois nombres est 1 arithme, 
et que les trois nombres sont 2 cubes d’arithme, 9 cubes d’arithme, 
et 28 cubes d’arithme. Reste à avoir la somme des trois nombres 
égale à 1 arithme. Mais, la somme des trois nombres est 39 cubes 
d’arithme ; en sorte que 39 cubes d’arithme sont égaux à 1 arithme. 
Divisons par l’arithme ; il s'ensuit que 39 carrés d’arithme sont 
égaux à 1 unité. Dès lors, si la quantité de carrés d’arithme 39 était 
[un carré, la question serait résolue. Or, 39 est] (1) la somme de 
trois cubes augmentée de 3 unités; donc, il faut trouver trois cubes 


somme de deux cubes ; mais on ignore si ce porisme a jamais eu une démonstration 
antique, ou s’il a été posé à la suite de vérifications numériques plus ou moins éten- 
dues. Ce porisme a donné lieu à des notes de Bachet et de Fermat relatives aux deux 
premières propositions du Livre II, et Euler a traité la question d’une manière 
générale. (Novi commentarii Acad. Petropol. 1761, vol. VI, p. 155.) 

D'autre part Viète a donné les démonstrations de trois propositions relatives à la 
transformation de différences et de sommes de cubes en différences de cubes, et de 
différences de cubes en sommes de cubes. Suppléons donc au silence de Diophante 
sur sa manière d'effectuer la transformation, en ayant recours à la solution de 
Viète. (Voir : Les cinq livres de zététiques de Fr. Vieille (sic), mis en françois par 
J. L. sieur de Vaulezard. Paris 1630. Livre IV, probl. 18, 19 et 20.) Cette solution 
considère deux cubes donnés a? et b3, en ayant ab, et pose que les racines des 
deux cubes cherchés sont : (a—mx) et (x—b). On doit donc avoir : (a—mx)+(x—b)s 
—a%— 55, où : X(1—m$) + 3x?(am?—b)+3x(b—am)=0o. Si, pour simplifier, on 

2 3(b—am”)  3a$b 


—— 7", d'où, les deux 
1—m fou î 


pose : b—a?m—o, on a : ME et, dès lors : x— 


b(2a%—b®) a(a?—26$) 
me ES ML WT 

Achevons donc la solution de la proposition de Diophante, en appliquant les deux 
expressions précédentes au cas du texte : 45-35, c’est-à-dire en posant : a=4 et 


3 3 3 8 
b=3/OnAûra; 4—3=(T) +(5) . En conséquence,on a: 16254 (TS) +) 


re 3: 2102281028 5\3 303 \3 40 36 5\3 101\3 20 \? 
d'où : = & — (à) + Gi) +) AU 5—() +5) +(33) 


Revenons maintenant sur les positions adoptées au début. Soit de nouveau : 


e 


à: reel a ON ee el TON LS te CENTRO ERA 
X+V+Z—x, et posons : X=| ! () | Y=|: Ge) P:2=Ù (3) À 


Dès lors, on a : X+V +72 ax d’où, comme le texte : Res et phase En consé- 


racines cherchées : , et 


3 27 
91 8 4998267. 8 , 20338417 
uence, les nomb és NET LUN TON Éd be CNT Ce PUR TEE 
q res Chérehés Seront; Ke x ESS 2 0 20320117 
8 \ 
XD 


1. Lacune comblée par Bachet. (Cf. loc. cit. p. 325.) 
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dont la somme, augmentée de 3 unités, forme un carré. En consé- 
quence, posons que la racine du premier cube est 1 arithme (1) ; celle 
du second cube 3 unités moins 1 arithme, et celle du cube restant 
une quantité quelconque d'unités, notamment 1 unité. Dès lors, la 
somme de ces trois cubes devient 9 carrés d’arithme plus ?8 unités 
[moins 27 arithmes] (2). Cette expression, augmentée de 3 unités, 
devient 9 carrés d’arithme plus 31 unités moins 27 arithmes. [Éga- 
lons] (?) au carré ayant comme racine 3 arithmes moins 7 unités, et 
l’arithme devient £ d'unités. [La racine du premier cube sera $] (4) ; 
celle de l’autre cube sera 5, et celle du cube restant 1 unité. 

Ajoutons 1 unité à chacun de ces cubes, et revenons-en à la 
question originale. Posons que les nombres (5) sont respectivement 
ces dernières quantités de cubes d’arithme, tandis que la somme des 
trois nombres est supposée être 1 arithme. Reste à avoir la somme des 


trois nombres égale à 1 arithme. La somme des trois nombres 
devient % cubes d’arithme, que nous égalons à 1 arithme, et l’arith- 


me devient #. Revenons à ce que nous avons posé ($). 

Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 

Lacune comblée par Bachet, (ibidem). 

Lacune comblée par Bachet, (ibidem). 

Lacune comblée par Bachet, (ibidem). 

C'est-à-dire les nombres cherchés. 

Les conditions du problème sont : X—(X+V-+7Z)3— 08 ; V—(X+Y+Z)—65, 
Z—(X+Y +2) = 78, 

Posons X+Y+Z=x, et adoptons en manière de fausse position : X=—2%x° ; 
Y—9x%, Z—28x3 ; expressions qui satisfont donc aussitôt aux conditions imposées. 
Dès lors, 2434 9x3+28x3—39x3%—x, d’où, comme le texte : 39x2—1. Cette équation 
amenant une valeur irrationnelle non admise par Diophante, il faut donc remplacer 
39 par un nombre carré. Si l’on considère que l’on à : 39—2+9+28—(1%+1)+ 
(25+1)+(3%+1), ou, comme le texte : 39—(13%+-23-+ 33) +3, il faut trouver trois cubes 
dont la somme, augmentée de 3, forme un nombre carré. Posons que ces trois cubes 
auxiliaires sont : y%; (3—#)3, et 1. Leur somme est, comme dans le texte : 9y?+28— 
27y. Cette somme, augmentée de 3, et égalée au carré (3y—7)?, donne : 9y?+31—27y 


Ps RE 


—(3y—7)?, d’où, comme le texte : y=S. En conséquence, les trois cubes auxiliaires 


AE PANNE 
sont : (3) : (3) HUE 

Revenons donc sur les fausses positions du début, et remplaçons-y les coefficients 

par les nombres cubes que l’on vient de trouver, respectivement augmentés de 1. 


C'est-à-dire, posons : x=| 140) hr: v=[ 146) rie et 2— 


125 
(14 10)a0= 228750 Soit encore, comme en premier lieu : X+V+Z=x. Dès 


125 
lors, par substitution dans cette dernière expression, on a : ex, ou, comme 
RAS a RATS À HAT NM BAM". 250 
le texte : 75 * =] d'où: 4. En conséquence : X = 2613 » Y=20j> 21013 
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Trouver trois nombres valant (1!) [un carré] (2), et tels que le cube 
de la somme de ces trois nombres, augmenté de chacun d’eux, forme 
un Carré. 

Posons que la somme des trois nombres est 1 carré d’arithme, afin 
qu’elle soit un carré, et que ces nombres cherchés sont 3 cubocubes 
d’arithme, 8 cubocubes d’arithme, et 15 cubocubes d’arithme. Il se 
fait ainsi que le cube de la somme des trois nombres, augmenté de 
chacun d'eux, forme un carré. Reste à avoir la somme des trois 
nombres égale à 1 carré d’arithme. Mais, la somme des trois nombres 
est 26 cubocubes d’arithme ; égalons-les à 1 carré d’arithme; divisons 
tout par Î carré d’arithme, et 26 bicarrés d’arithme deviennent 
égaux à 1 unité. 

Or, 1 unité est un carré ayant comme racine un carré ; donc, il 
faudrait que 26 bicarrés d’arithme soient aussi un carré ayant comme 
racine un carré. Mais, la quantité de bicarrés d’arithme que nous 
venons de dire provient de la somme de trois nombres qui, respective- 
ment accrus de 1 unité, forment un carré ; [donc, nous sommes 
amenés à trouver trois nombres tels que, si chacun d’eux est aug- 
menté de 1 unité, ils forment des carrés] (?), et tels que la somme de 
ces trois nombres soit un carré ayant comme racine un Carré. 

Posons que l’un des nombres cherchés est 1 bicarré d’arithme (4) 
moins 2? carrés d’arithme ; que l’autre est 1 carré d’arithme plus 
2 arithmes, et que le nombre restant est 1 carré d’arithme moins 
2 arithmes. Il se fait ainsi que chacun de ces nombres, augmenté de 
1 unité, forme un carré, et que la somme de ces trois nombres forme 
un carré [ayant comme racine un carré] (5). La question est ainsi 
résolue d’une manière indéterminée en arithmes. Dès lors, supposons 
que l’arithme est 3 unités ; il s'ensuit que l’un des nombres cherchés 
sera 63 unités ; le second 15 unités, et le troisième 3 unités. 

Revenons-en à la question originale, et posons de nouveau que la 


1. C'est-à-dire trois nombres dont la somme est un nombre carré. 

2. Lacune à laquelle Bachet a suppléé. 

3. Lacune comblée par Bachet par analogie avec le passage correspondant dans 
les propositions précédentes. (Cf. loc. cit. p. 327.) 

4. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 

5. Lacune comblée par Bachet. 
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somme des trois nombres est 1 carré d’arithme, et que ces nombres 
cherchés sont 63 cubocubes d’arithme, 15 cubocubes d’arithme, et 
3 cubocubes d’arithme. Reste à égaler la somme des trois nombres 
à 1 carré d’arithme, et 81 cubocubes d’arithme deviennent égaux à 
1 carré d’arithme, d’où l’arithme devient 3. Le reste est évident (1). 


XIX 


Trouver trois nombres valant un carré, et tels que le cube de la 
somme de ces trois nombres, diminué de chacun d’eux, forme un 
carré (?). | 
Nous avons de nouveau à partager ? comme précédemment, et le 
cube du nombre ? est 8 unités. Dès lors, il faut retrancher chacun des 
nombres de 8 unités, et former ainsi un carré. Il faudra donc partager 
22 en trois carrés, tels que chacun d’eux soit plus grand que 6 unités. 
Or, si nous retranchons chacun de ces carrés de 8 unités, nous trou- 
verons les trois nombres cherchés. Or, on a montré précédemment 
comment il faut partager 22 en trois carrés tels que chacun d’eux 
soit plus grand que 6 unités (*). 


1. Les conditions du problème sont : X+Y+Z=a?; (X+Y+Z)3FX—82 ); 
(X+VY+HZ)PEVY= y, (XHV+Z) +Z— 0. FLE 

On satisfait aussitôt d’une manière indéterminée en posant : X+4+V+7Z—%2, et 
en adoptant les expressions : X—3xf ; V—8%x6, Z—15x$, Dès lors, 3x5+ 8x8+ 15x8— 
26x5—x?, ou comme le texte : 26x—1 ; d’où valeur irrationnelle de x non admise 
comme solution. 

Il faut donc revenir sur les fausses positions adoptées, de manière que le 
coefficient 26 de x{ soit remplacé par un bicarré. | 

Si l’on considère que 26—3+8+15—(2?2—1)+(3—1)+(42—1), on est amené à 
trouver trois nombres qui, respectivement augmentés de 1, donnent un carré, et 
dont la somme est un bicarré. Or, les trois nombres d’expression indéterminée : 
(y#—2y?) ; (y?+2y), et (y?—2y) satisfont à ces quatre conditions. En effet, on a : 
GÉ—29)+1= (1)? ; (+2y)+1=(y+1) ; (—2y)+1=6—1}, et 
(ÿ—2v)+(y?+2y)+(y—2y)=yt. Adoptons la détermination : y—3, et les trois 
nombres cherchés seront, comme dans le texte : (y#—272)=63 ; (y?+2y)—15, 
*—2y)=3. 

ï Revenons maintenant sur les positions du début. Soit de nouveau: X+Y+Z=x?, 
et soient : X—63x€ ; Y—15x6, et Z—3x6. Dès lors, par addition on a, comme le 
MEN PO ER TO RES COR HR GANTS ET 3e 

texte : 81x°—x , d’où : #3. En conséquence : X= 755 Y= — 30" 

2. La solution de ce problème manque dans les manuscrits. 

3. Ce fragment de solution ne répondant nullement à l'énoncé du problème XIX, 
Bachet a supposé que le texte avait perdu trois problèmes entre les problèmes 
XIX et XX,et qu'ils étaient énoncés à peu près de la manière suivante. (Cf. loc. 
cit: p.329): 
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XX 


Partager une fraction donnée en trois fractions, de manière que 





(I). — Trouver trois nombres dont la somme est un carré, et tels que chacun d'eux, 
diminué du cube de leur somme, forme un carré. 

(II). — Trouver trois nombres tels que leur somme soit un nombre donné, et tels 
que le cube de leur somme, augmenté de chacun d'eux, forme un carré. 

(III). — Trouver trois nombres tels que leur somme soit un nombre donné, et 
tels que le cube de leur somme, diminué de chacun d'eux, forme un carré. 

Le premier de ces problèmes aurait donc été en corrélation avec les problèmes 
XVIII et IX ; tandis que les deux autres auraient été en corrélation avec le pro- 
blème X. Comme l’a fait remarquer Nesselmann (loc. cit. p. 410), le fragment de 
solution que présente le texte appartiendrait en réalité à la solution de la troisième 
proposition dont Bachet a proposé la reconstitution de l'énoncé. 

On peut donc utiliser ce fragment pour reconstituer une solution complète, à la 
manière de Diophante, du troisième problème énoncé ci-dessus. 

Soit 2 le nombre donné comme étant la somme des trois nombres cherchés. Les 
conditions du problème sont donc : X+Y+Z=2(1); (X+Y+7Z)5—X—0? (IT) ; 
(X+Y+2)—Y=86? (II) ; (X+Y+2)—Z=7Y (IV). 

Dès lors, on a, comme dans le fragment du texte : (X+V+7Z)=—8, et pour satis- 
faire aux trois dernières relations, il faudra, comme dans le fragment du texte, 
retrancher chacun des nombres X, Y, Z de 8, de manière à obtenir un nombre carré. 
Or, les trois dernières conditions donnent, par addition : 3(X+Y+2)5—{(X+Y+7) 
—3X8—2—22—a2+62+%2 ; donc, il faut, comme dans le fragment du texte, 
partager 22 en trois carrés respectivement plus grands que 6 et plus petits que 8. Et 
si nous retranchons les carrés ainsi trouvés de 8, nous aurons, comme le dit le frag- 
ment, les nombres cherchés. Le reste du fragment se borne à renvoyer à la méthode 
exposée précédemment, c'est-à-dire à celle de la proposition XI, pour partager 22 
en trois carrés répondant aux conditions indiquées. 

Considérons donc que les trois carrés seront plus grands que 6 et plus petits que 8 
si on les détermine au plus près de Æ =7}. Soit donc _ la fraction à ajouter à 
_ soit égale à un carré. Égalons cette expression 


au carré ES) et il vient : 66x?+ 1—(1+8x)2, d'où : x=8, d’où : ARE 
Brun ‘ \ © 0x? 576 
65 


; 1 1 2 
7 —— —=| — ; S 1 3 s 
conséquence, nr ere ( 5 ) ; nombre carré dont doivent se rapprocher les carrés 
65 


® ’ . . 2 
æ?, 82, y?, et qui répond donc à la condition : 6<(r) <8. Or, considérant que l’on 


a : 22=—3?+32+22, la comparaison de la racine "2 





D pour que l'expression Ta 


En 


avec les trois racines 3, 3, 2, 


6H SEVEN TÈVL AE 17 
montre que —— est inféri 3 de — : = 
q 54° érieur à 3 de 54’ et supérieur à 2 de 5 

65 


7 17 “re 
51-151 2404 Des lors, adoptons les déterminations : «2=—(3-—7y)2 ; B?— 


(3—7y)?, et v?=(2+17y)?, et l'on doit avoir : 22=—(3—7y)?+(3—7y)24(24+17y)? 
-_1100401, ,, 1100401 , 1094116 


c'est-à-dire que l’on a : 


doù:y— 2% Donc ais R PNR De NA ne é 
V 387 Faro Pi tAa700" Vue japan Do de 
trois nombres qui partagent 2 seront : X—8-1100401_ 97751 4 ÿ_g 1100401 _ 
Mr 149769 149769 149769 


97751 


1094116 104036 
149769" 


LE BE ER a er 
149769 149769 
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chacune d'elles, diminuée du cube de la somme de ces trois fractions, 
forme un carré. 

Que la fraction donnée soit ; ; il faut partager { en trois fractions 
comme on le propose. En conséquence, il faut que chacune des frac- 
tions, diminuée de 4 d’unité, a un carré. Dès lors, la somme des 
trois fractions, diminuée de # d’unité, forme la somme de trois 
carrés ; et, si l’on ajoute #4 à chacun de ces carrés, on trouvera cha- 
cune des SRURRE cherchées. Or, la chose est aisée ; car elle se ramène 
à partager # en trois carrés ; ce qui est facile (?). 


XXI 


Trouver trois carrés tels que le nombre solide issu de ces trois 
carrés (?), augmenté de chacun d'eux, forme un carré. 

Posons que le nombre solide issu des trois carrés est 1 carré 
d’arithme, et cherchons trois carrés tels que, chacun d’eux forme un 
carré s’il est augmenté de 1 unité. Or, cela s'obtient au moyen d’un 
triangle rectangle quelconque. Choisissons trois triangles rectangles, 
et, prenant le carré de l’une des perpendiculaires, divisons-le par le 
carré de la ÉRanEnn restante. Nous DA, ainsi que l’un 
des carrés est ;; de carré d’arithme, que l’autre est ;# de carré d’a- 
rithme, et que le troisième est de carré d’arithme. Il se fait ainsi que 
chacun de ces carrés, augmenté de 1 carré d’arithme, forme un carré. 

Reste à égaler le nombre solide issu des trois carrés à 1 carré 
d’arithme. Or, le nombre solide issu des trois carrés devient $ de 
cubocube d’arithme. Égalons-les à 1 carré d’arithme ; divisons tout 


t. Le problème pose les conditions : PRIE 5 X—(X4+V+Z) = ; 
V—(X+VY+Z)=R; Z—(X+Y+2)}—- | 
La première condition donne : Las un . Dès lors, les trois autres conditions 


donnent, par addition : EU LS a Il faut donc 
13 RER A 
partager sa" trois carrés. Or, Sir e te ST Lt : et à : à Adoptons donc les déter- 


1 


minations : SAR boy RS et les trois dernières conditions donnent : 


64 25 400’ 
DAMES TO GED GO NE 0e D Ve 0768061 
X= 64 64 64 1600’ 3564 1600” LE 400 * 64 238600 1600 


2. 6 x Twy TPUOV GTepeû, le (nombre) solide issu des trois (carrés) ; c’est-à-dire 
le produit continu des trois nombres carrés cherchés. 
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par 1 carré d’arithme, et ww de bicarré d’arithme deviennent 


égaux à 1 unité. Égalons racine à racine, et # de carré d’arithme 
deviennent égaux à 1 unité. 

L'unité étant un carré, si la quantité % de carré d’arithme était 
un carré, la question serait résolue. Or, il n’en est pas ainsi, et nous 
sommes donc amenés à trouver trois triangles rectangles tels que le 
nombre solide issu de leurs trois perpendiculaires, multiplié par le 
nombre solide issu de leurs bases, forme un carré. 

Que ce carré ait comme racine le produit des côtés situés autour de 
l’angle droit de l’un des triangles rectangles. Dès lors, si nous divi- 
sons tout par le produit des côtés situés autour de l’angle droit du 
triangle rectangle que nous venons de dire, on obtiendra le produit 
des côtés situés autour de l’angle droit de l’un des triangles multiplié 
par le produit des côtés situés autour de l’angle droit de l’autre 
triangle. Dès lors, si nous posons que l’un des triangles est 3, 4, 5 (1), 
nous sommes amenés à trouver deux triangles rectangles tels que le 
produit des côtés situés autour de l'angle droit, chez l’un, soit 
douze fois le produit des côtés situés autour de l’angle droit chez. 
l’autre ; en sorte que l'aire de l’un soit aussi douze fois l’aire de: 
l’autre, et si elle l’est douze fois, elle l’est aussi trois fois. Or, cela 
est facile ; et ces triangles sont, l’un semblable au triangle 9, 40, 41, 
et l’autre, semblable au triangle 8, 15, 17. Ayant donc trois triangles. 
rectangles, revenons à la question originale, et posons que les trois, 
carrés cherchés sont À de carré d’arithme, carrés d’arithme, et 
5 de carré d’arithme. Dès lors, si nous égalons leur nombre solide: 
à 1 carré d’arithme, l’arithme deviendra rationnel, et revenons à ce: 
que nous avons posé (?). 


1. C'est-à-dire si nous adoptons le triangle rectangle dont les nombres 5, 4, 3 
mesurent respectivement l’hypoténuse, la base et la hauteur. 

2. Le problème pose les conditions : X2V2724K2—02 ; X2YV?27241V2—p62 et 
X2V2224 72%. 

Dans un triangle rectangle, on a l'équation pythagoricienne : H 2h24 2 d’où : 
Fire Dès lors, considérant les trois triangles H—5, b—4, h=—3 ; H'—13, 


G\2 RSA Ne) 17\ 2: 
b'—12, h'—5,et H''—17, b''—15, h'/—8, on a : :) _] 5) = ) 
e b 2 AT Ë Si 14+ 2, e (rs 
64 
pas | | ne 
Si l’on pose maintenant : X?V?2Z*=—x%?, on satisfait évidemment aux trois condi- 


tions du problème, en posant déjà, en manière de fausse position : Ru den QE 


LIVRE V 221 





XXII 


Trouver trois carrés tels que le nombre solide qui en résulte, 
diminué de chacun d’eux, forme un carré. 


Posons que le nombre solide issu de ces carrés est 1 carré d’arithme, 
et que les trois carrés, dérivant de nouveau de triangles rectangles (1) 


25, 


2 
ét 7 NS : car on obtient comme nombres carrés : st=(?) 42, P— 
PTE 225 4 


15 2 de 17\° 2 
(ÿ. sou“ (5): ‘ 
Substituons les expressions de X2,Y?,Z? dans la relation de position X?Y?Z?=x?, 
MT 202 064 14400 14400 
il 6 2 ] Su 0 AR a - 
il vient : 16 * 144 144 X 358% —X", Ou, comme le texte : 51584007 x?, d’où 5158100 
OU + = 1, d’où une valeur irrationnelle non admise par Diophante. 


120 1208400 M 4 mu. 
Il faut donc remplacer RQ Par un nombre CATEC OT 720 =3X 15 X 15% X Fi X ni > 


17 
donc, il faut trouver trois triangles rectangles tels que l’on ait : ne —nombre 


4 bb'b'! 
carré à?, ou bien : ide . X b°b'2b''2=0b?b'2b'"?X 6%, ou, comme le texte : hh'h'' x bb'b''— 


nombre carré 6. 

Adoptons la détermination —(b’k)? ; on aura : bb'b''Xhh'h""—{(b'h"}?, d'où, 
comme le texte : bhXb''h''—b h. Or, si l’on considère arbitrairement le triangle : 
H=—5, b—4, h—3, il vient comme le texte : 12b''h''—b'h! ; ou bien, si l’on avait 

adopté la détermination &—(2b'h')?, on aurait, comme le texte, la relation plus. 
simple : 3b''h''—=b'h'. 

On est donc amené à trouver deux triangles rectangles dont les aires sont dans le 
rapport de 3 à 1. Le texte n’expose pas la manière dont Diophante trouve ces deux 
triangles. Pour trouver deux triangles dont les aires sont dans le rapport de "# à #, 
avec m>n, composons ces deux triangles, l’un au moyen des nombres 2m—n et 
m+n, et l’autre, au moyen des nombres m—2n et mn. Les côtés de ces triangles 
seront donc, chez l’un : H'=—{(2m—n)"+{(m+n), b'—2(2m—n) (m+n), h'= 
(2m—n)—(m+n), et chez l’autre : H''— (mn)? +{(m—2n)? ; b''=2{(m+n) 
(m—2n), h'=(m+n)—{(m—2n)". Dès lors, dans l’hypothèse : m—3, n—=1, on aura, 
comme dans le texte, les deux triangles : H'—41, b'—40, h'—9, et H''=—17, b''=8, 
h''—15; lesquels répondent à la condition d’avoir les aires dans le rapport de 3 à 1. 

On a donc trois triangles rectangles: (5, 4, 3); (17, 8, 15) et (41, 40, 9) dans lesquels. 
le produit continu des trois rapports des hauteurs aux bases est un nombre carré ; 


2 
NRA MUUE (5). 








de sur les positions adoptées au SR et posons : X?2— 
(+ vi (D + x2, Z2— (a) ou, comme le texte : Xe 9 Phéet 2 72 

À 8 40 
SG Substituons comme précédemment dans la relation de position : X?Y7?— 
x?, il vient : Ex EX ren =" d’où : SES — 1, d’où : ee ere En con- 
de. x2— 2 ce _16, wy2_ 225, 256__100 #72 81 256 4 


16 9 ? 6481 9°° 1600 81 25: 
. Voir HART XXI. | 
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sont : l’un $, l’autre %,, et l’autre $. Exprimons-les en carrés 
d’arithme, et il s'établit que 1 carré d’arithme, diminué de chacun 
de ces carrés, forme un carré. 

Reste à égaler le nombre solide issu de ces trois carrés à 1 carré 
d’arithme. Or, le nombre solide issu des trois carrés est 25600 cu- 
bocubes d’arithme fractionnés par 1221025. Égalons-les à 1 carré 
d’arithme, divisons le tout par 1 carré d’arithme, et 25600 bicarrés 
d’arithme, fractionnés par 1221025, deviennent égaux à 1 unité. 

Or, l'unité est un carré ayant comme racine un carré ; done, 1l 
faut que 25600 bicarrés d’arithme, fractionnés par 1221025, soient 
aussi un carré [ayant comme racine un carré] (1). Nous sommes dere- 
chef (?) amenés à trouver trois triangles rectangles dont le nombre 
solide issu de leurs perpendiculaires (%), multiplié par le nombre 
solide issu de leurs hypoténuses (#), forme un carré. Dès lors, si nous 
divisons le tout par le produit de l’hypoténuse et de la perpendi- 
culaire de l’un des triangles rectangles, 1l faudra que ce produit 
d'hypoténuse et de perpendiculaire soit un multiple de produit 
d’'hypoténuse et de perpendiculaire en raison d’un produit d’hypo- 
ténuse et de perpendiculaire. Que l’un des triangles soit 3, 4, 5. En 
conséquence, nous sommes amenés à trouver deux triangles rectan- 
gles tels que le produit de l’hypoténuse et de la perpendiculaire 
soit le vingtuple du produit de l’hypoténuse et de la perpendicu- 
laire ; et, si vingtuple, quintuple aussi. Or, la chose est facile (5), et 
le grand triangle est 5, 12, 13, tandis que le petit est 3, 4, 5. Il faut 
donc, au moyen de ces derniers triangles, en chercher deux autres 
tels que le produit de l'hypoténuse et de la perpendiculaire soit 
6 unités (5). Ray DO RRUEe du grand triangle est donc 6; unités, et 
sa perpendiculaire $ ; tandis que l’hypoténuse du petit triangle est 


Lacune à laquelle Bachet supplée par les mots : mAeUpay ÉLOYTA TETPAYWVOY. 
(Loc cit n 390 

2. Voir proposition XXI. 

3. C'est-à-dire le produit continu des nombres qui mesurent les hauteurs de ces 
trois triangles. 

4. C'est-à-dire le produit continu des nombres qui mesurent les hypoténuses de 
ces trois triangles. 

5. Tannery a proposé de compléter ici le texte par les mots : ért twy éuxfBadov, 
c'est-à-dire : « pour ce qui concerne les aires (de ces triangles rectangles) ». (Cf. loc. 
cit. Vol. I, p. 372, 1. 11.) 

6. Le ne a paru ici tronqué à Tannery qui a proposé de le compléter par les 
mots : tou uëv.. voù à MX, c'est-à-dire : « pour l’un (6 unités), et pour l’autre, 
30 unités ». (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 372, 11. 14-15.) 
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2 $ unités, et son côté situé autour de l’angle droit 2. Adoptant donc 
ces plus petits triangles d’entre leurs semblables, revenons à la 
question originale, et posons que le nombre solide issu des trois 


carrés est un carré d’arithme, et que les carrés mêmes sont À de carré 
d’arithme, de carré d’arithme, et 14400 carrés d’arithme fraction- 
nés par 28561. Reste à égaler le nombre solide issu des trois carrés à 
1 carré d’arithme. Divisons tout par 1 carré d’arithme ; égalons 
racine à racine, et l’on trouvera comme arithme %. Dès lors, revenons 


à ce que nous avons posé (1). 


1. Le. problème pose les”conditions : X2Y?2727-X2=092 ;: X2V272V?2—8p?, 
X2V?27—72— 7%. 

Le texte de la solution se borne à indiquer une marche analogue à celle de la 
proposition précédente . 

Considérons trois triangles rectangles ayant respectivement comme hypoténuse, 
hauteur et base : 5, 4, 3; 13, 5, 12, et 17, 8, 15. Or, l'équation pythagoricienne 

2 2 

H?=—h?+b? donnant : ue 7 ces trois triangles donneront respectivement : 


3\2 4\2 16 /12\? 5 25 15\2 8 64 
() =1—(à) TT (5) 7 à) - 0160) te =1-(À) = 535 pe 


lors, on satisfait évidemment aux trois conditions du problème en posant : X?V?27?— 
16 2 64 
D fn = L 4 


ch È tion X2— 16,2. va 
x?, et en posant, en manière de fausse position : X 35* NE 16" °° 250 
16725 


En conséquence, on doit avoir : = XX Et ee x?, ou, comme le texte : 


25°" 169 =: 
25600 2 d'où : -25600 Re f EU 
1 — | l ue, u leur irrationnelle 
FE Rp ce —=%?, d'o 1005 , d’où, pour l’inconnue, une vale 


non admise par Diophante. 
Il faut donc revenir sur les expressions de X?, Y?, Z?, de manière à remplacer le 
25600 : 25600 ANCOBC Er SN | 
4 Aer RCA LS : donc, 
1221025 Par un nombre bicarré. Or, 1221025 (x 5* ñ) 


on est amené à trouver trois triangles rectangles tels que le produit continu des trois 
rapports de hauteur à hypoténuse soit un nombre carré, c’est-à-dire tels que l’on 


.. koh h" se hh'h" 2H'2H!12-_ H2H'2/ 1/2 2 h'! tH!'— 
ait: HXTX mr OÙ Errpr X H°H H'2=H'H"°H'?X%x 6, ou hh'h'"x HH'H''— 
8. 

Adoptons la détermination : $—{(h#H)? ; il vient : k'H'h''H''=—hH. Que l'un des 
triangles, pris arbitrairement soit : H''—5, h''—4, et b''=3 ; il sou . HR; 
3 
12 


coefficient 


ou bien, prenant, pour répondre à une alternative du texte : H''— TES CAUAE 


il vient : 54'H'=—hH. 

En conséquence, on est amené à trouver deux triangles rectangles tels que le 
produit hauteur-hypoténuse de l’un soit le quintuple du produit hauteur-hypoté- 
anuse de l’autre. Le texte se bornant à dire que la recherche de ces deux triangles est 
aisée, considérons deux triangles rectangles auxiliaires, dont les hypoténuses sont : 
H,, H, ; les hauteurs #,, h,, et les bases b,, b,, et tels que l’aire de l’un soit le quin- 
tuple de l’autre, c’est-à-dire tels que l’on ait : 5%,b,—h:b.. 

Construisons dès lors . triangles A, h, b, et H', h', b' tels qe l'on’ait : HA— 


1 1H;h,0,, ra 1 H,h30 ‘ 1 hd, 
5h; A, et H'h'— ha Ne Free Dès lors, posant : A=, 5 Ai et LE 
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XXIII 


Trouver trois carrés tels que le nombre (1) qui en est issu, retranché 
de chacun d’eux, forme un carré. 

Posons derechef que le nombre solide issu des carrés est 1 carré 
d’arithme, et que les carrés mêmes sont exprimés au moyen de trois 
triangles rectangles quelconques. Nous sommes ici de nouveau 
amenés aux recherches faites dans la proposition précédente. 

S1, dans la présente proposition, nous faisons usage des mêmes 
triangles rectangles, ce si nous posons que les carrés cherchés sont 
5 carrés d’arithme ; carrés d’arithme, et #%l carrés d’arithme, on 
établit de nouveau que le nombre solide issu ee trois carrés, retran- 
ché de chacun d’eux, forme un carré. 

Keste encore à égaler le nombre solide des carrés à 1 carré d’arith- 





ENT DIE Te LUN LES (5 id 1) = Hi— ARE (hi +07) —2h5 0 _ (hi — bi)? 


LE VA PAR CÉPAEN] MR TENNIS 
4 H, é 


4H° 4H 4H? 
hi — bi h,0 
——. De même, en posant : HESHe. et »'—-2% on aura : b'— 


HS. À, : 2H, 
Si l’on pose, comme dans le texte, que le plus petit des deux triangles auxiliaires 
est H;=5 VA Net b=3 "ils ’ensuit que le plus grand, d’aire quintuple, sera : 
HIT h=12, b,—5. Dès lors, les deux triangles cherchés, satisfaisant à la condi- 
tion Ë 5h' en \ me seront, par substitution RE So Murs RTC à " 
12252 119. 

fe . —6; ; h= sons a DE et H'=5= 2, ; h'=—, b'— j Or, ces deux 
triangles Fos comme le texte : 'H'—6, et kAH—30 ; pa ils Mie à la 
condition 54'H'—hH. 

Nous avons maintenant les trois triangles rectangles ayant respectivement comme 

1 60 119 Luz 





b— j 


£ 
hypoténuse, hauteur, et base : 5, 4, 3: 65; 13° 26° et 25 10" Les trois rapports 
de hauteur à hypoténuse sont donc : £ e et le produit continu de ces trois. 
rapports est un carré, c’est-à- ire ie 182 =(S) 

PP 21125 (65): 


. Revenons maintenant sur les expressions posées au début. On satisfera évidem- 


: L+e ABC 
ment aux trois conditions du problème en posant, comme le texte : x?=(=) A? 





16,2 Dre (&) = T0 et 72 (5): he Ceres et en posant encore, comme 


25 25 625” 169 28561 

précédemment : KV IZEE nf, 
& 16, 576, 14400 , à 4 24 120, , | ke 

ds Éliiat 1e SAN ER texte : 

Dès lors, ,35 X 608 X38E61" —x2, d’o d'EXSEX 150 1, d’où, comme le texte 
65 16 /65\2 169 576 /65\2 169 . 

=, E 5 “ 2 — 7 — =— 2 — —_— =— , Z?2— 
ER NON RS 8 (5) 144 * Ÿ°= 628 ) 100 ©! 

re 

28561 \48/ 676 


1. Sous-entendu otepeôs, solide, c’est-à-dire le produit continu des trois carrés. 
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me, d’où l’on trouvera que l’arithme est #, et la proposition est 
établie (1). | 
| XXIV 


Trouver trois carrés tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, augmenté d’une unité, forme un carré. 

Puisque nous cherchons à ce que le produit des premier et second 
carrés, augmenté de 1 unité, forme un carré, multiplions tout par le 
troisième carré, en raison de ce qu'il est un carré ; en sorte qu'il fau- 
dra que le produit des premier et second carrés [multiplié par le troi- 
sième] (?), c’est-à-dire le nombre solide issu des trois carrés, aug- 
menté du troisième carré, forme [un carré] (*), et qu’il en soit de 
même s'il est augmenté du premier carré, et s’il l’est du second 
carré. Or, la chose a été exposée précédemment ; en sorte que les 
mêmes nombres satisfont aussi à la présente question (À). 


XXV 


Trouver trois carrés tels. que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, diminué d’une unité, forme un carré. 
Multiplions tout par le troisième carré, de manière que le produit 


1. Les conditions du problème sont : X?2—X?2V?7?=a? ; VA XVe 72—=62 
Z2—X2V272— 92, 

La solution devant suivre la même marche que celle de la proposition précédente, 
on satisfait évidemment aux trois conditions en posant, d’une part : X?Y?272—x?, et, 


25 625 28561 : : 
1 NET rre V2 x2 72 52 c'est-à-dire en utilisant les trois 
d'autre part : X TL 4 576 > Z ana EC 
ke Le , RAIN 0e AO 
triangles rectangles de la proposition précédente : (5, 4, 3) ; (6 3 26 
LMI2217 


D &? 56) pour lesquels le produit continu des trois rapports d’hypoténuse à 


hauteur forme un nombre carré, en exprimant chacun des trois carrés cherchés 
au moyen du carré de l’inconnue affecté du carré du rapport d'hypoténuse à 
hauteur de l’un des trois triangles comme coefficient. 


S ; 25 625 28561 re 48 
É roir : XX Lx —x2, d’où comme le texte : x=-. En 
Dès lors, on doit avoir 16* 576 * 14400 : 68 
; : : 144 100 6 
conséquence, les trois carrés cherchés seront : X= APS 165 ÉnEUTe 
2. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par les mots : mt Toy tpirov. (Loc. cit. 


1338. 
É a: JE remplie par Bachet au moyen de reroäywvoy, (Loc. cit. p. 338.) 
4. Les conditions du problème sont : X2V2+1—0?; Y?22241—(6?, Z?X°+1 —Yy?, 
Ces conditions peuvent s’écrire : X2V2Z2472—0272=of ; V2Z2X24 X2—GPX?2=R;; 
Z?X?2Y21 V?2—y2Y2—2, et le problème se ramène donc au XXIME de ce livre. 
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des premier et second nombres, multiplié par le troisième carré, c’est- 
à-dire le nombre solide issu des trois carrés, diminué du troisième 
carré, forme ainsi un carré, et de manière que le nombre solide issu 
des trois carrés, diminué respectivement du premier et du second 
nombre, forme aussi un carré. Or, la chose a été exposée précédem- 
ment ; donc les mêmes nombres satisfont aussi à la présente propo- 
sition (1). 


XXVI 


Trouver trois carrés tels que le produit de deux quelconques 
d’entre eux, retranché d’une unité, forme un carré. 

Derechef, puisque nous cherchons à ce que le produit de deux 
quelconques des carrés, retranché de 1 unité, forme un carré, si nous 
multiplions tout par le troisième carré, nous sommes de nouveau 
amenés à trouver trois nombres (2?) tels que leur nombre solide, 
retranché de chacun d’eux, forme un carré. Or, cela a été exposé 
précédemment (). né 


XX VII 


Trouver, par rapport à un nombre donné, trois carrés tels que, pris 
ensemble deux à deux et augmentés du nombre donné, ces carrés 
forment un carré. 

Que le nombre donné soit 15 unités, et que l’un des carrés cher- 
chés soit 9 unités. Il faut donc chercher deux autres carrés tels que 
chacun d'eux, augmenté de 24 unités, forme un carré, et que leur 
somme, augmentée de 15 unités, forme un carré. 

Il faut donc chercher deux carrés tels que chacun d’eux, augmenté 
de 24 unités, forme un carré. Prenons les diviseurs de 24 unités, et 
les côtés situés autour de l’angle droit d’un triangle rectangle (4). 


1. Les conditions du problème sont : X2V2—1—42: W272-1—p2, 72X2-1—72. 
Or, ces conditions peuvent s’écrire : X2V272-72=0272= 02; V2Z2X2- X?2—p?X?2— 
1; Z'X2V2 V?—,2V2— 3: ce qui ramène au problème XXII du présent livre. 

2. Sous-entendu tetpaywvous, c’est-à-dire (nombres) carrés. 

3. Les conditions du problème sont : 1—X2V?2=—4?; 1—Y272—@2, 1=_7Z2X?2— 72, 
Or, ces conditions peuvent s’écrire : Z2—X2V272— 272%: X2- V272X2—p2X?2— 
Bi, et Vi—Z2X2Y2—+%2V2— 2 "ice qui ramenetau problème XXIII de ce livre. 

4. Cette dernière phrase, invoquant inutilement les côtés d’un triangle rectangle 
qui n'interviennent pas dans la suite, paraît donc avoir été interpolée. 
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[Que 6 arithmes soient mis en présence de 4 inverses d’arithme ; la 
demi-somme de ces deux expressions devient ?2 inverses d’arithme 
plus 3 arithmes. D'autre part] (1), que 8 arithmes soient mis en pré- 
sence de 3 inverses d’arithme ; la demi-somme de ces deux expres- 
sions devient 1 ; inverses d’arithme plus 4 arithmes. Que la racine de 
l’un des carrés soit la différence de 2 inverses d’arithme et de 
3 arithmes, [et que la racine de l’autre carré soit la différence de 
1 ; inverses d’arithme et de 4 arithmes] (?) ; il s'établit ainsi que 
chacun des carrés, augmenté de 24 unités, forme un carré. 

Reste à avoir que la somme de ces deux carrés, augmentée de 
15 unités, forme aussi un carré. On obtient donc 6; inverses de carré 
d’arithme plus 25 carrés d’arithme moins 9 unités à égaler à un 
carré. Égalons à 25 carrés d’arithme, et l’arithme devient à d'unité. 
Dès lors, revenons à ce que nous avons posé (5). 


1. Lacune comblée par Bachet par analogie avec la phrase qui suit immédiatement 
dans le texte. 

2. Lacune comblée d’abord par Bachet, puis de manière un peu différente par 
Tannery. (Cf. éd. Tannery. Vol. I, p. 389.) 

3. Les conditions du problème sont : X24W2+115—0? ; V?+724+115=—f?, 
ZL2+X?2+15— 72, 
_ La solution adoptant aussitôt la détermination Z?—9, les conditions deviennent : 
X24+ V2+15—02 (I); V2+24--62 (II), X2+24— y? (IIT). 


Décomposons 24 en facteurs tels que l’on ait : A X 6x=° x 8x, et prenons les 
2 D 

demi-différences de ces facteurs : c — 3x, et re —4x. 
1 


bad 
2 2 À y ; 

Dès lors, posons : x (© —3x) ,et vr=(2 4x) : expressions qui satisfont aux 

x 


2 2 
conditions (II) et (III) en donnant des nombres carrés ; car, (£ —3x) + 24=(© + 3x) ; 


1 
122 1= 
2 2 DE Tee 
et (2) +a=(2 +4x) . Ces expressions devant encore satisfaire à la condi- 
1 
2 OP EL 2 
tion (1), Diophante adopte la détermination «?—25x?; donc, (—3) A CUT 
1 


6- 
2080 5 : 
15—25x2, ou, comme le texte : a+ 25x2—9—25x?, ou : OP, d'où : AE à Dès 
Ï 529 : 
MN NE VA Ve ’ 72 0) 
lors : X L 00 Jr 525 et l’on a pris Z 


C'est sur cette proposition, et sur la méthode que Diophante emploie pour la 
résoudre, que Fermat s’est basé pour énoncer et résoudre le problème suivant : 
« Étant donné un nombre, trouver quatre autres nombres tels que la somme de deux 
d’entre eux, augmentée du nombre donné, forme un carré ». 
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XX VIII 


Trouver, par rapport à un nombre donné, trois carrés qui, pris 
ensemble deux à deux, et diminués du nombre donné, forment un 
Carré. 

Que le nombre donné soit 13 unités. Posons de nouveau que l’un 
des carrés cherchés est 25 unités. [Dès lors, il faut chercher deux 
autres carrés tels que] (!) chacun d’eux, augmenté de 12 unités, forme 
un carré, et tels que leur somme, diminuée de 13 unités, forme un 
carré. 

Adoptons de nouveau la division suivant 3 arithmes et 4 inverses 
d'arithme ; on obtient la racine du premier carré au moyen de la 
différence de 1 À arithmes et de ? inverses d’arithme, et la racine 
de l’autre carré au moyen de la différence de 2 arithmes et de 
1 ; inverses d’arithme ; ce qui établit que le carré de chacune de ces 
expressions, augmenté de 12 unités, forme un carré. 

Il faut encore que la somme de ces deux carrés, diminuée de 
13 unités, forme un carré. On obtient donc 6; inverses de carré 
d’arithme plus 6; carrés d’arithme moins 25 unités à égaler à un 
carré. Égalons à 6 { inverses de carré d’arithme, et l’arithme devient 
2 unités. Dès lors, revenons à ce que nous avons posé (?). 


_ 


1. Lacune que Bachet a comblée par analogie avec le passage correspondant de 
la proposition précédente. (Loc. cit. p. 342.) 
2. Conditions du problème : X24V2—13—a2; V247-—13—R2, 7Z2LX2—13— 77. 
La solution adoptant aussitôt la détermination Z2—25, les conditions deviennent : 
X24V2—13—02 ([) ; V2+12—6R? (II), X?2+12=—7y? (III). 
Décomposons 12 en facteurs tels que l’on ait : 12=—3x x = 4r x£, et prenons les 


1. 


demi-différences de ces facteurs : L—£ et 24— 5 Dès lors, posons : X?2— 
Î 
lére 15\2 HAE 
(1545) IN mere : expressions qui satisfont aux conditions (IT) et (II), 
X 
1 


es 


2 2 2 2 
en donnant des nombres carrés ; car, (13x—<) + 12= (15x45) , @t (2 à) + 12— 
1 


de 
(a+ 2 
x 


Ces expressions devant encore satisfaire à la condition (F), Diophante adopte la 
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XXIX 


Trouver trois carrés tels que la somme de leurs carrés forme un 
carré. 

Posons que les carrés cherchés sont 1 carré d’arithme, 4 unités, et 
9 unités. Dès lors, la somme de leurs carrés devient 1 bicarré d’arith- 
me plus 97 unités à égaler à un carré. Égalons au carré ayant comme 
racine 1 carré d’arithme moins 10 unités, et les 20 carrés d’arithme 
deviennent égaux à 3 unités. 

Or, si l’on avait de part et d'autre un carré, la question serait ré- 
solue. Nous sommes ainsi amenés à trouver deux carrés et un nombre 
ftel] (!) que son carré, diminué de la somme des carrés des carrés 
cherchés, forme un certain [nombre] (?) qui soit au double du nom- 
bre précédent dans le rapport d’un nombre carré à un nombre carré. 

Posons que ces carrés cherchés sont 1 carré d’arithme, et 4 unités, 
[et que le nombre est arbitrairement 1 carré d’arithme plus 4 uni- 
tés] (3). Dès lors, si le carré de ce nombre est diminué de la somme 
des carrés des carrés cherchés, il reste 8 carrés d’arithme. Nous vou 
lons que cette dernière expression soit à 1 carré d’arithme plus 
4 unités, pris deux fois, c’est-à-dire à ? carrés d’arithme plus 8 unités, 
dans le rapport d’un carré à un carré. Prenons la moitié de tout ; en 
sorte que nous voulons aussi que 4 carrés d’arithme soient à 1 arith- 
me plus 4 unités dans le rapport d'un nombre carré à un nombre 
carré. Or, 4 carrés d’arithme sont un carré ; donc 1 carré d’arithme 
plus 4 unités doivent aussi être égaux à un carré. Égalons-les au 


‘; 
détermination : «?— e qui amènera l’évanouissement des termes bicarrés, et l’on 
| RER ET PU L 2 6; | 6; 1 6 
: È PE DEN ROME Pre se 125 # LAS ER POS . 
aura : (x © +(2 x | 13 2x0 COMME le texte PE + 63% 25 mL d'où 


x=2. Dès lors, X?—4, Vire et l’on a pris Z2—25. 
.  Fermat s’est inspiré de cette proposition pour énoncer et résoudre, à la manière de 
Diophante, la proposition suivante : « Trouver quatre nombres tels que la somme 
de deux quelconques d’entre eux, diminuée d’un nombre donné, forme un carré ». 
1. Bachet restitue ici le mot 6nws, c'est-à-dire : «de manière que ». (Loc. cit. 
p. 343.) 
2. Lacune à laquelle Bachet supplée par le mot dptôuv, c'est-à-dire : « nombre». 
3. Lacune comblée par Bachet au moyen de la phrase : 6 de ruywy dotiuos AT:Mô. 


e1 
DAS 


Diophante d'Alexandrie. 
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carré ayant comme racine 1 arithme plus 1 unité, d’où l’arithme est 
1 { unités. Les carrés cherchés seront l’un ?2 ; unités; l’autre 4 unités, 
et le nombre arbitraire 6 ; unités. Prenons tous ces nombres quatre 
fois, et l’un devient 9 unités, l’autre 16 unités, et le nombre arbitraire 
25 unités. 

Revenons à la question originale, et posons que les trois carrés 
sont 1 carré d’arithme, 9 unités, et 16 unités. Dès lors, la somme de 
leurs carrés devient 1 bicarré d’arithme plus 337 unités. Égalons 
cette expression au carré ayant comme racine 1 carré d’arithme 
moins 25 unités, d’où l’arithme devient Ÿ unités. Le reste est clair (1). 


1. Le problème propose de trouver trois carrés X?, V2, Z? satisfaisant à la condi- 
tion : X4+ V4174— 02, 

Posons : X?—%?, et adoptons, en manière de fausse position, les déterminations : 
Y?2=4,et Z?=9. Dès lors, on doit avoir, comme le texte : x4+97—4«?. Adoptons pour 
«une expression de la forme (x?—k)?, dans laquelle nous supposons provisoirement 
k—10. En conséquence, x4+97—{(x2—10)?, d’où, comme le texte : 20x?—3, d’où : 

3 
= 5 
I1 faut donc revenir sur les positions adoptées pour X?, Y2, Z2, et pour k, de 


x? d'où, pour l’inconnue une valeur irrationnelle non admise par Diophante. 


manière que le rapport e soit remplacé par le rapport d’un carré à un carré. Or, si 


“ a. 8 _(10)—(4+9?) 
l’on considère que l’on a : 50 10 
dit le texte, un nombre À dont le carré, diminué de la somme des carrés de deux 
carrés #?, n?, soit au double du nombre k dans le rapport d’un carré indéterminé a? 


R2—(mi+ ni) _ a 


, on doit trouver par analogie, comme 


à un carré indéterminé b? ; c’est-à-dire que l’on doit avoir 


2k _ bd? 
Posons donc, comme le texte : m?=—7y°, n?—4,et k—y2+4, Dès lors, on doit avoir ; 
(ALP E18) 2e IR MBVr RE BYE UE 
2(ÿ2+-4) => ou, comme le texte : ZT De el ou D SD? ou comme 
2 2 
IPrtextee Sr mr ce qui revient à avoir : y?+4=—nombre carré b?. Adoptons la 


dé termination b=(y+1)?; il vient : y+4=(y+1)?, d’où, comme le texte : y— 13e 


En conséquence, par substitution, on a : k=6!, m2, et l’on a pris n?—4, 


Le quadruple de ces nombres donne, comme le texte: k—25; m?2—9, n?—16. 

Revenons maintenant sur les positions adoptées au début, et posons : X2=—%2 ; 
Y?=9, et Z?=—16. La condition du problème donne : 444924 (16)2—?, Or, À—25 ; 
donc «?=—(x?—25})?, En conséquence, il vient, comme le texte : x4+4+337—(x2—25)}2, 
d'où : =, On aura donc : XIE 5: V2=—9, et Z?—16. 

Cette proposition a fait l'objet de la remarque suivante de la part de Fermat : 
« Pourquoi Diophante ne cherche-t-il pas deux nombres bicarrés tels que leur somme 
soit un carré ? Ce problème est en réalité impossible, comme je puis le démontrer 
en toute rigueur au moyen de ma méthode ». 

L'impossibilité d’avoir un nombre carré comme somme ou comme différence de 
deux nombres bicarrés a été démontrée par Euler. (Cf. Commentationes arithmeticae, 
I, pp. 24et suivantes.) 
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XXX 


» Obligé de faire une chose utile à ses compagnons de navigation, 
» quelqu'un a mélangé des conges (1!) à huit drachmes (?) et à 
» cinq drachmes, et, pour le prix de tous, 1l a payé un nombre carré 
» qui, augmenté d'unités proposées (#), te donne à nouveau un autre 
» carré ayant pour racine la somme des conges. Distingue, dès 
» lors, combien il y en avait à huit drachmes, et dis aussi, mon 
» enfant, combien il y en avait d’autres à cinq drachmes ». 

La signification de cette épigramme est la suivante : 

Quelqu'un achète deux sortes de vins ; le conge de l’une est à 
8 drachmes, et le conge de l’autre à 5 drachmes. Il paie, pour le prix 
de tous, un nombre carré qui, augmenté de 60 unités, forme un 
carré ayant pour racine la quantité de conges. Déterminez les conges 
à 8 drachmes et ceux à 5 drachmes ({). 

Que la quantité de conges soit 1 arithme ; en sorte que leur prix 
deviendra 1 carré d’arithme moins 60 unités. Il reste à rendre 1 carré 
d’arithme moins 60 unités égaux à un carré, et il faut établir la 
racine de ce carré au moyen de 1 arithme diminué d'autant d’unités 
qu'on voudra. Mais, puisque 1 carré d’arithme moins 60 unités se 
composent de deux nombres : celui du prix des conges à 8 drachmes, 
et celui du prix des conges à 5 drachmes ; [que le cinquième du prix 


, . ° e 1 e e 
1. ‘ooç, le conge, mesure de vin, ou d’autres liquides, valant 3; litres environ. 


2. Ôpayun, la drachme, pièce de monnaie grecque valant 6 oboles, soit environ 
72 centimes. 

3. L'énoncé versifié du problème est donc en défaut d’une donnée. Il est possible 
que Diophante, en donnant à l’énoncé une forme générale, se soit réservé de rendre 
le problème plus difficile en choisissant, peu après, le nombre 60 qui ne le laisse 
résoudre qu'en nombres fractionnaires, tandis que d’autres nombres, dont les plus 
petits sont 15, 57 et 63 auraient pu donner des solutions en nombres entiers. 

4. L'édition critique de Tannery (voir vol. I, p. 384), donne un texte de cette 
épigramme qui, adoptant les leçons des manuscrits de Madrid et de Venise, est plus 
correct que celui qui a été admis par Bachet, d’accord avec Saumaise, dans son 
édition de 1621. Le texte de Tannery modifie d’ailleurs aussi celui que l’on trouve 
dans l'édition Firmin-Didot de l’Anthologie grecque (voir vol. IIT, Appendix 
nova, chap. VIT, 3), où cette épigramme est reproduite avec une correction qui avait 
déjà été proposée par Viète (Zététiques, V, 14). Tannery a émis des considérations 
assez étendues au sujet de ses corrections apportées au texte de cette épigramme 
dans une étude intitulée : Sur une épigramme attribuée à Diophante. (Voir 
Revue des Études grecques, T. IV, 1891, pp. 377-382, ou Mémoires scientifiques de 
Paul Tannery, publiés par J. L. Heïberg et H. G. Zeuthen, Paris, 1912-1923, 5 vol. 
parus, vol. II, pp. 433-439.) 
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des conges à 5 drachmes] (1) constitue la quantité des conges à 
5 drachmes, tandis que le huitième du prix des conges à 8 drachmes 
constitue la quantité des conges à 8 drachmes ; et puisque la quantité 
des conges pris ensemble forme 1 arithme, nous sommes donc amenés 
à partager un certain nombre, notamment 1 carré d’arithme moins 
60 unités, en deux nombres tels que le cinquième de l’un, augmenté 
du huitième de l’autre, forme 1 arithme. Or, la chose n'est pas tou- 
jours possible, à moins que l’arithme ne soit établi plus grand que 
le huitième de 1 carré d’arithme moins 60 unités, et plus petit que 
le cinquième de 1 carré d’arithme moins 60 unités. 

Que 1 carré d’arithme, diminué de 60 unités, soit plus grand que 
5 arithmes et plus petit que 8 arithmes. Dès lors, puisque 1 carré 
d’arithme, diminué de 60 unités, est plus grand que 5 arithmes, 
ajoutons de part et d'autre 60 unités ; 1l s'ensuit que 1 carré d’arith- 
me est aussi plus grand que 5 arithmes augmentés de 60 unités ; 
que 1 carré d’arithme est aussi égal à 5 arithmes augmentés d’un 
nombre plus grand que 60 unités, et su l’arithme ne devra pas être 
plus petit que 11 unités. 

Derechef, puisque 1 carré d’arithme, diminué de 60 unités est plus 
petit que 8 arithmes, ajoutons de part et d'autre 60 unités ; 1l S’en- 
suit que ! carré d’arithme est égal à 8 arithmes augmentés d’un 
nombre plus petit que 60 unités, d’où l’arithme ne devra pas être 
trouvé plus grand que 12 unités (?). Or, on a montré qu'il doit aussi 
ne pas être plus petit que 11 unités ; donc, l’arithme doit être trouvé 
plus grand que 11 unités, et plus petit que 12 unités. 

Dès lors, si nous cherchons à égaler 1 carré d’arithme moins 60 uni- 
tés [à un carré] (*), établissons la racine de ce carré au moyen de 
1 arithme diminué d’une certaine quantité d'unités, et l’arithme 
proviendra d'un nombre qui, multiplié par lui-même, et augmenté 
de 60 unités, est divisé par son double. Nous sommes ainsi amenés 
à trouver un nombre, dont le carré, augmenté de 60 unités, et divisé 
par le double de ce nombre, donne un quotient plus grand que 
11 unités, et plus petit que 12 unités. 





1. Lacune comblée par Bachet au moyen de : xai To e0v +nç vuñe - TOY TEYTAÔPAY - 
dwv. (Cf. loc. cit. p. 346.) 


2. Les manuscrits portent par erreur y, 13, au lieu de B, 12, comme l’a COTRIEE 
Bachet. 
3. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par le mot reroaywvw, (C£. loc. cit. p. 347.) 
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[Dès lors, si nous posons que le nombre cherché est 1 arithme, il 
faut que 1 carré d’arithme, augmenté de 60 unités, et divisé par 
2 arithmes, donne un quotient plus grand que 11 unités, et plus petit 
que 12 unités] (1). Dès lors, si nous posons que le nombre cherché 
est 1 arithme (2), il faut donc que 1 carré d’arithme, augmenté de 
60 unités, et divisé par 2 arithmes, donne un quotient plus grand que 
11 unités ; en sorte que 1 carré d’arithme, augmenté de 60 unités, 
doit être plus grand que 22 arithmes ; en sorte que 22? arithmes sont 
égaux à 1 carré d’arithme augmenté d’un nombre plus petit que 
60 unités, et en sorte que l’arithme ne doit pas être plus petit que 
19 unités. 

Derechef, il faut que 1 carré d’arithme, augmenté de 60 unités, et 
divisé par ? arithmes, donne un quotient plus petit que 12 unités ; 
en sorte que 1 carré d’arithme, augmenté de 60 unités, est plus petit 
que 24 arithmes. En conséquence, 24 arithmes sont aussi égaux à 
1 carré d’arithme augmenté d’un nombre plus grand que 60 unités ; 
d'où il faut que l’arithme soit plus petit que 21 unités (%). Mais, 
l’arithme est aussi plus grand que 19 unités ; qu'’ilsoit donc 20 unités. 

Dès lors, si nous égalons 1 carré d’arithme moins 60 unités à un 
carré, il faut constituer la racine de ce carré au moyen de 1 arithme 
moins 20 unités, d’où l’on trouvera pour l’arithme 11 5 unités, et, 
pour son carré, 132; unités. Retranchons 60 unités de ce carré ; il 
reste 72; unités. En conséquence, il faut partager les 723% unités en 
deux nombres tels que le cinquième du Dunes nombre, UOTSNTE 
[du huitième] (4) du second nombre, forme 11 3 unités. | 

Que la cinquième partie du premier re soit 1 arithme (5) ; 
donc la huitième partie du second nombre sera 113 unités moins 
1 arithme. Dès lors, ces nombres seront, l’un, 5 arithmes, et l’autre, 
92 unités moins 8 arithmes. Égalons-les à 72 ; unités (f), et l’arithme 
sera donc % unités. 


1. La phrase placée entre crochets est une répétition inutile qui doit avoir été 
interpolée. 

2. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire, que le texte introduit sans autre 
avertissement. A 

3. Les manuscrits portent par erreur xc, 26, au lieu de x«, 21, comme l’a corrigé 
Bachet. 

4. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par dydoov. (Cf. loc. cit. p. 348.) 

5. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 


6. C'est-à-dire égalons la somme des nombres à 2: unités. 
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En conséquence, la quantité de conges à 5 drachmes sera 6 conges 
et 7 cotyles (1), et celle de conges à 8 drachmes sera 4 conges et 
11 cotyles. Le reste est évident (?). 


_— 


1. xotukn, cotyle, mesure divisionnaire pour les liquides, valant la douzième 
partie du conge, soit environ 4, 66 décilitres. 

2. Soit C; le nombre de conges coûtant 5 drachmes, et C, le nombre de conges 
coûtant 8 drachmes. Posons : C,+C;=—x. Le prix de cette somme de conges doit 
être x?—60, et doit être un nombre carré. Soit le carré de la forme (x—k})? ; donc, 
x2—60—(x—k)2 (1). Le prix des conges, x2—60, se compose de celui des conges de 
5 drachmes, soit a—5 C,, et de celui des conges de 8 drachmes, soit b=8 C,. Donc, 


Cs=£, et C=è et l’on a : x?—60—a+b (IT), et bmx (III). Une valeur réelle de 


x sera subordonnée à deux conditions. En effet, la relation (III) donne : PRE à 


8 
donc, d’après (II) : x—60=5r+ À, d’où : ae (2—60—©), d'où, comme le 
téxte: Lee (x?—60). D'autre part, (III) donne : b=8x € ; donc, d’après (II): 


x —60—8x—%, d'où : . (x—60+%), d’où, comme le texte : x > ar —60). 
Dès lors, comme le texte : 5x<x2—60 <8x. 

La 1'e inéquation, reprise sous la forme : 3254460, et résolue à la manière de 

à 2 
Diophante, donne : 514 >60+, ou (x—;) >66:, d’où : x>3 41/66 ou : 
x 10,6394, d'où Diophante admet, d’une manière non rigoureuse, que x ne doit 
pas être plus petit que 11. 

La 24e inéquation x?—60 <8x donne : x2—8x+16<60+16, ou (x—4)?<76, d'où 
x <12, 7177, d'où Diophante admet que x ne doit pas être plus grand que 12. 

. e 0 £ ? 

On doit donc avoir : 11<x<12. Mais (I) donne : gb ET : donc : re LT 
<12. 

La 1re de ces inégalités, reprise sous la forme #?+60>22%, donne, à la manière 
de Diophante : k?—22k+121>121—60, ou (k—11)2>61, d'où #>=>18,8, d'où 
Diophante admet que À ne doit pas être plus petit que 19. 

La 24e inégalité, reprise sous la forme k24+60<24%, donne : k?—24k+144< 
144—60, ou (4—12)?<84, d'où : k<21,16, d’où Diophante, qui n’admet pas la 
racine négative qui eût donné k< 2,83, conclut que À doit être plus petit que 21. 

Dès lors, puisque l’on doit avoir : 19<<k<21, adoptons la détermination k—20, 








et la relation (I) devient : x2—60—(x-—20)?, d'où, comme le texte : #= is, et 


Le 1322. Substituons dans (II) et (IIT), il vient: T2—a+ b,et +2 1 LS. Posons : 


F . 0 
8 —} ; donc =. Dès lors, a—5y, et b—92—8y, et, par substitution : T2 = 
5y+92—8y=—92—3y, d'où, comme le texte : Ye. Donc. Chr = 6 ou 


comme le texte : 6 conges et 7 cotyles, et == il mdr, ou, comme le 


texte : 4 conges et 11 cotyles. 
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Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de l’hypoténuse, 
diminué de chacun des nombres des perpendiculaires, forme un 
cube. 

Que le triangle cherché soit formé au moyen de deux nombres, 
notamment 1 arithme, et 3 unités. En conséquence, l’hypoténuse 
devient 1 carré d’arithme plus 9 unités, la hauteur (1) 6 arithmes, et 
la base 1 carré d’arithme moins 9 unités (?). 

Dès lors, si l'hypoténuse est diminuée de l’une des perpendicu- 
laires, c’est-à-dire de 1 carré d’arithme moins 9 unités, elle devient 
18 unités, ce qui n’est pas un cube. Or, d’où provient le nombre 18 ? 
C'est le carré de 3 pris deux fois. Il faut donc trouver un nombre tel 
que son carré, pris deux fois, forme un cube. Que ce nombre cherché 
soit 1 arithme (3), et l’on obtient 2 carrés d’arithme à égaler à un 
cube. Égalons à 1 cube d’arithme, et l’arithme devient 2 unités. 

Formons de nouveau un triangle au moyen de 1 arithme, et au 
moyen, non plus de 3 unités, mais de ? unités. L’hypoténuse devient 
1 carré d’arithme plus 4 unités, la hauteur 4 arithmes, et la base 
1 carré d’arithme moins 4 unités ; ce qui établit que l’hypoténuse 


1. xaferos, la cathète, ou perpendiculaire, c'est-à-dire la hauteur du triangle 
rectangle. 

2. Un triangle rectangle en nombres désigne trois nombres tels que le carré du 
plus grand équivaut à la somme des carrés des deux autres. Tels sont, par exemple, 
parmi les plus simples, les nombres 3, 4, 5, et 5, 12, 13. On trouvera autant de trian- 
gles en nombres qu’on voudra par les formules suivantes : Si a est un nombre arbi- 
traire, on prend 2a+ 1 et 2a(a+1) pour les deux petits nombres, et 24?+24a+1 pour 
le plus grand, car 4a?(a+1)?+(24+1)?—(2a42+2a+1)?. Les Pythagoriciens se sont 


| ù a?—1\2 /a2+1\2 , 
servis de la formule : a?+ ——) Mona Platon détermine les triangles en nom- 


j ; ; + : a? = 
bres au moyen d’une méthode pouvant s'exprimer par l'équation : e+(—1) == 





2 2 3 
(T+ 1) . Enfin, chez Diophante, si a et b sont deux nombres arbitraires, les deux 


petits nombres sont 4?—b? et 24b, et l’hypoténuse est a2+b?. 
3. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 
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diminuée du nombre de la base, c’est-à-dire de 1 carré d’arithme 
moins 4 unités, forme un cube. 

Reste encore à considérer la perpendiculaire qui est 4 arithmes. On 
obtient 1 carré d’arithme plus 4 unités moins 4 arithmes à égaler 
à un cube. Or, cette expression est un carré dont la racine est 1 arith- 
me moins ? unités ; donc, si nous égalons 1 arithme moins ? unités 
à un cube, nous résolvons la question. Égalons à 8 unités, et l’arithme 
devient 10 unités. 

Le triangle sera ainsi formé au moyen de 10 unités et de ? unités ; 
et l’hypoténuse devient 104 unités, la hauteur 40 unités, et la base 
96 unités ; ce qui établit la proposition (1). 


IT 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de l’hypoténuse, 
augmenté de chacun des nombres des perpendiculaires, forme un 
cube. | 

Si nous formons le triangle cherché au moyen des deux nombres, 
comme dans la proposition précédente, on en arrive à chercher un 
carré tel que son double soit un cube. Or, ce carré est celui qui a 
comme racine ? unités. 

Dès lors, formons le triangle cherché au moyen de 1 arithme et de 
2 unités, et, de même, l’hypoténuse devient 1 carré d’arithme plus 


1. Le problème pose les conditions : H—h—a$ (I), et H—b—63 (II), dans les- 
quelles 7, k, b sont des nombres rationnels qui mesurent respectivement l’hypoté- 
nuse, la hauteur et la base d’un triangle rectangle, et dans lesquelles «$ et 83 sont des 
nombres cubes indéterminés. 

Composons un triangle rectangle au moyen de x et du nombre provisoire 3. Ce 
triangle sera donc, d’après la méthode de Diophante indiquée dans là note avant- 
précédente : H=x?2+9; h—6x,et b=x?—9; ce quisatisfait à l'équation pythagori- 
cienne, car (x2+0)2—{(6x)2+(x2—09)2. 

Ce triangle ne satisfait pas à la condition (II), car (x?249)—-(x2—9)—18. Or, 
18—2X3?; donc, il faut remplacer le nombre provisoire 3 par un autre y, de manière: 
à ce que 18 soit remplacé par un cube. On doit donc avoir : 2y?—$5. Adoptons la 
détermination B%—y$ ; donc 2y?—##, d’où comme le texte : y—2. 

Composons maintenant le triangle au moyen de xet 2; c’est-à-dire soit H—x?+4; 
h=—4x, et b—x?—4, Il satisfait donc à la condition (II) ; car (x2+4)—(x2—4)—28. 
D'autre part, la condition (I) devient : (x?2+4)—4x—a$, ou, comme le texte : 
(x—2)?=a$, d’où : (x—2)=J/a8—0. Adoptons la détermination «=8 ; donc : 
x—2=8, d'où, comme le texte : x—10. Dès lors, le triangle doit être composé au 
moyen des nombres 10 et 2, et ses côtés seront, d’après la formule diophantienne : 
H=—104; h—40, b—96. 
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4 unités ; l’une des perpendiculaires 4 arithmes, et la perpendicu- 
laire restante 4 unités [moins 1 carré d’arithme] (1). 

Reste à avoir que le nombre de l’hypoténuse, augmenté du nom- 
bre de l’autre perpendiculaire (?), forme un cube. Mais, en nous 
référant à ce que l’on a posé (3), il faut trouver le carré de l’arithme 
plus petit que 4 unités. En conséquence, l’arithme est plus petit que 
2 unités, et nous sommes amenés à trouver un cube plus petit que 
4 unités et plus grand que 3 unités. Or, ce cube est ?. Que 1 arithme 


plus ? unités soient donc égaux à *, et l’arithme devient #. En consé- 
quence, l’hypoténuse sera %, et les perpendiculaires seront {# et 
5; unités. Multiplions par 64 ; il s'ensuit que le triangle sera 377, 


135, et 392, et la proposition est établie (). 


III 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, aug- 
menté d’un nombre donné, forme un carré. 

Que le nombre donné soit 5 unités, et établissons le triangle de 
figure donnée : 3 arithmes, 4 arithmes et 5 arithmes. Dès lors, le 
nombre de l'aire, augmenté de 5 unités, devient 6 carrés d’arithme 
plus 5 unités ; ce qui doit être égalé à un carré. Égalons à 9 carrés 


1. Lacune à laquelle Bachet supplée par Aeibe ATa, c'est-à-dire : « moins 
1 carré d’arithme ». (Cf. loc. cit. p. 373.) 

2. C'est-à-dire la première perpendiculaire citée, ou la hauteur 4 arithmes. 

3. C'est-à-dire en observant que l’on a posé comme base 4 unités moins 1 carré 
d’arithme. 

4, Le problème pose les conditions : H+%=a (1), et H+b—2p% (IT). 

Si, comme dans la proposition précédentr, nous formons le triangle rectangle au 
moyen de x et de 3, il sera : H=—x?+9, h—6x, b—x?— 9, Or, ce triangle ne satisfait 
pas à la condition (II), car (x2+9)+(x2—9)—2x2. Il faut donc trouver un nombre 
carré y? dont le double soit un cube. On doit donc avoir : 2y?—p#. 

Adoptons la détermination B5—5 ; donc : 2y?—7#, d’où, comme le texte : y—2. 

Formons maintenant le triangle au moyen de 2 et de x, c’est-à-dire, soit : H— 
x2+ 4; h—4x, et b—4—x2. Il satisfait à la condition (II), car, (x2+4)+(4—x?)— 28, 
D'autre part, la condition (1) donne : 42+4+4x=aÿ, ou (x+2)?=af, ou x+2— 
/a3= 0. Or la détermination de «, est subordonnée à la condition : x?2<4, ou 
x-<2, laquelle résulte de l’expression b—4—x2, Donc, on doit avoir : 2<aï,<4. Or, 


On à : 2 <4. Adoptons donc la détermination ie Dès lors, x+2=7, d’où 


comme le texte : es Dès lors, le triangle doit être composé au moyen de 2 et de 


1 AC RS ATEN Le Lise TA S 
&” et ses côtés seront donc : H— An h=S, 0e Gi! 
vient, comme le texte : H—377; h—352, b—135. 


ou, multipliant par 64, il 
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d’arithme ; retranchons les semblables des semblables, et il reste 
3 carrés d’arithme égaux à 5 unités. Il faut que le rapport de terme 
à terme soit celui d’un nombre carré à un nombre carré (1), et nous 
sommes amenés à trouver un triangle rectangle, ainsi qu’un nombre 
carré, tels que ce carré, diminué du nombre de l'aire du triangle, 
forme le cinquième d’un carré, vu que le nombre donné est 5 unités. 

Formons un triangle au moyen de 1 arithme (?) et de 1 inverse 
d’arithme ; le nombre de l'aire devient 1 carré d’arithme moins 
1 inverse de carré d’arithme. Que la racine du carré soit 1 arithme 
plus une quantité d’inverses d’arithme double du nombre donné, 
c'est-à-dire 10 inverses d’arithme: ce carré devient 1 carré d’arithme 
plus 100 inverses de carré d’arithme plus 20 unités. Dès lors, si, de 
cette expression, nous retranchons l'aire, c’est-à-dire 1 carré d’arithme 
moins 1 inverse de carré d’arithme, le reste devient 101 inverses de 
carré d’arithme plus ?0 unités. Prenons le tout 5 fois, et l’on obtient 
D05 inverses de carré d’arithme plus 100 unités égaux à un carré. Mul- 
tiplions tout par 1 carré d’arithme, et l’on obtient 100 carrés d’'arith- 
me plus 505 unités égaux à un carré. Égalons au carré ayant comme 
racine 10 arithmes plus 5 unités, et l’on trouvera comme arithme *#. 

Revenons à ce que nous avons posé. Le triangle sera donc formé 
au moyen de # et de , et la racine du carré sera #. Dès lors, si nous 
exprimons le triangle rectangle en arithme, et si nous égalons son 
aire, augmentée de 5 unités, à %® carrés d’arithme, le reste nous 
deviendra évident (ÿ). 


1. Le texte présente ici la phrase suivante qui constitue une mauvaise interpola- 
tion : doter xai T0 nAN0oç rods T0 rANos, c'est-à-dire «il faut aussi que la quan- 
tité soit à la quantité. » 

2. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 

3. Soient À, h, b les côtés du triangle rectangle devant satisfaire à la condition du 


problème : Sbh+ 5 a (1). Construisons d’abord, en manière de fausse position, le 


triangle H=—5x ; h—4x, b—3x, et adoptons la détermination : «2—9x?. Dès lors, on 
a, comme le texte : 6x245—94?, ou 3x2—5; équation amenant une valeur irration- 
nelle non admise. Il faut donc revenir sur les positions adoptées, de manière à 
avoir les deux membres de l'équation précédente en rapport de carré à carré. 


Dès lors, considérant la condition (I) sous la forme Dh =5, il faut trouver un 

x b'h' 
. e 5 

soit celui d’un carré à un carré, ou, ce qui revient au même, tels que l’on ait : 


carré auxiliaire «, et un triangle auxiliaire H", k', b', tels que le rapport 


re l AU SIN P a: 
oi —5Ù h Ee 6? (II) ; condition dans laquelle B? est un nombre carré indéterminé. 
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IV 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, dimi- 
nué d’un nombre donné, forme un carré. 

Que le nombre donné soit 6 unités, et établissons le triangle de 
figure donnée (1). Dès lors, d’après l'hypothèse, 6 carrés d’arithme 
moins 6 unités sont égaux à un carré. Qu'ils soient égaux à 4 carrés 
d’arithme, et nous sommes de nouveau amenés à trouver un triangle 
rectangle, ainsi qu’un nombre carré, tels que, si l’on retranche ce 
carré de l’aire, le reste, pris 6 fois, forme un carré. Formons de nou- 
veau un triangle au moyen de 1 arithme et de 1 inverse d’arithme, 
et que la racine du carré soit 1 arithme [moins une certaine quantité 
d'inverses d’arithme] (?), notamment la moitié de la quantité con- 
stituant le nombre donné, c’est-à-dire 3 inverses d’arithme (#). Donc 


e °° e { 
Formons ce triangle rectangle auxiliaire au moyen des deux nombres y? et —. 
y 


Il sera donc, d’après la formule de Diophante : H =; h'= ae =? 
L'’aire de ce triangle sera SUR 

D'autre part, posons, comme le texte : ä=|y nl Jr +20. 

Dès lors, la condition (II) devient : y°+ Dr + 20— (y %)=5 B?, ou, comme le 


texte : +20 8°, ou 3 + 100—p?, ou, comme le texte : 100y2+505—y282— 15, 
Adoptons la détermination 8?—(10y+5)? ; il vient : 100y?+505—(10y+5)?, d'où, 
ci a 332401 . 


. __24 ; LR sf à dal RÉ, | PRE ete” PT AE 
comme le texte : Y=—- Le triangle auxiliaire sera donc: H =( 5 24) 14400 








h' (À 7) ro D'—=2 Hit de ce triangle sera : So ÈS, et le carré 
auxiliaire sera oi — = +5] = (60 k Revenons donc sur les positions du 
début, et posons : HE : + Morel ET nr Dès 
lors, la condition (1) donne : nn d’où Dr En conséquence, 
le triangle cherché sera : He F ne et es 


1. C'est-à-dire le triangle posé, en manière de fausse position dans la solution de la 
proposition précédente : H—5x, h—4x, b—3x. 

2. Lacune comblée par Bachet, p. 279. 

3. Bachet a supposé que le texte avait perdu ici un passage qu'il reconstitue en 
grec, et dont nous donnons la traduction pour mémoire : «et ce carré devient 1 carré 
d’arithme plus 9 inverses de carré d’arithme moins 6 unités. Et si nous retranchons 
ce carré de l'aire, c’est-à-dire de 1 carré d’arithme moins 1 inverse de carré d’arithme, 
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6 unités moins 10 inverses d’arithme [sont égaux au sixième d’un 
carré] (!). Prenons le sextuple (2), et 36 carrés d’arithme moins 60 
unités sont égaux à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 
6 arithmes moins ? unités, d’où l’on trouvera comme arithme ÿ. 

Le triangle (#) sera donc formé au moyen de 5 et de £, et la racine 
du carré est %. Dès lors, ayant trouvé ce triangle, exprimons-le en 
arithmes (), et conformément à la proposition, nous trouverons un 
arithme rationnel ; ce qui établit la proposition (°). 


le reste devient... » L'existence de cette lacune est cependant fort douteuse ; car, 
si le texte proposé par Bachet est utilement explétif, il pouvait facilement être sous- 
entendu par Diophante en présence des développements de la proposition précé- 
dente, dont celle-ci constitue pour ainsi dire le pendant. (Cf. loc. cit. p. 279.) 

1. Les manuscrits portent ts. rerpxywyw, « égaux à un carré », probablement par 
erreur de copie, au lieu de fs. cw reropxywvou, c'est-à-dire « égaux au sixième d’un 
carré », comme l’a fait remarquer Tannery. (Cf. loc. cit. p. 400 ; en note.) 

2. Bachet ajoute ici: xat rapà Ouvauy, littéralement : « et (multiplions) par SE 
puissance », c’est-à-dire multiplions tous les termes de l'équation par le carré de 
l’arithme. Il est douteux qu’il s’agisse ici d’une lacune du texte ; car cette opé- 
ration intermédiaire se sous-entend aisément. 

3. C'est-à-dire le triangle auxiliaire. 

4. C'est-à-dire exprimons les côtés du triangle cherché au moyen de l’inconnue 
affectée, comme coefficient, des nombres qui expriment les côtés du triangle auxi- 


liaire trouvé. 
5. Reprenons explicitement cette solution dont le texte se borne à indiquer la 


marche analogue à celle de la proposition précédente. 

Soient H, h, b les côtés du triangle rectangle devant satisfaire à la condition 
5 bh—6= 0? (1). 

Construisons provisoirement le triangle H=—5x, h=—4x, b—3x, et adoptons la 
détermination : a«?—4x2. Dès lors, on a, comme le texte : 626 4x? ; ; équation ne 
donnant pas une valeur rationnelle. 

Revenons donc sur les positions provisoires en considérant la condition (I) sous la 


forme 50h06. On doit donc trouver un triangle rectangle auxiliaire AH", h', b', 
lop_e 


=: —nombre carré 62, ou 6] 50" —at | 


et un nombre carré af, tels que l’on ait : F 


—= 3682—R1 (IT). 
Formons ce triangle auxiliaire au moyen de y* et de : Il sera donc : H ets 


h'=y as ihi b'—2, et son aire sera SV’ h'= y? De D'autre part, posons, comme é 


2 
“ =p+ 6. Dès lors, la condition (IT) devient : y eee 


+6 | B?, ou, comme le texte: one 8?, ou 36y2—60—285—f65. Adop- 


tons la détermination 83—(6y—2)? ; il vient : 36y2—60—(6y—2)?, d’où, comme le 


texte : =] y 5x 


texte : y—=- 
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V 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, retran- 
ché d’un nombre donné, forme un carré. 

Que le nombre donné soit 10 unités, et établissons de nouveau le 
triangle 3 arithmes, 4 arithmes, 5 arithmes (1). Dès lors, 10 unités 
moins 6 carrés d’arithme deviennent égaux à un carré ; et, si nous 
rendons cette expression égale à une quantité quadratique de carrés 
d’arithme, nous sommes de nouveau amenés à trouver un triangle 
rectangle, ainsi qu'un nombre carré, tels que ce carré, augmenté du 
nombre de l’aire, forme le dixième d’un carré. 

Formons un triangle au moyen de 1 arithme (?) et de 1 inverse 
d'arithme, et que la racine du carré soit 1 inverse d’arithme plus 
5 arithmes. Dès lors, la somme de l’aire et du carré devient 26 carrés 
d'arithme plus 10 unités. Prenons dix fois cette expression ; on 
obtient 260 carrés d’arithme plus 100 unités à égaler à un carré, et, 
prenant le quart, on obtient 65 carrés d’arithme plus 25 unités à 
égaler à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 5 unités plus 
8 arithmes, et l’on trouvera comme arithme 80 unités. 

Revenons à ce que nous avons posé, et nous trouverons les choses 
de la même manière que dans les propositions précédentes ($). 


Fe MEAROENAL FAN CAITTES, | 4015 
Le triangle auxiliaire sera donc : H =(:) +() TE = =) - (à) = 576’ 
4015 


b'=—72. L'aire de ce triangle sera : Sb'h = LT ,£t le carré auxiliaire sera, comme le 


2 
texte : a=(>;) à 


24 
Revenons maintenant sur les positions du début, et posons : H SAUT : k— 


576 
4015, A .4115 
16 * DEHANOET = xx =(7) x2. Dès lors, la condition (I) donne : ES 


À 8 : ñ 
5) x?, d'où : kr En conséquence, le triangle rectangle cherché sera : H— 


p=4015 ÿ_16_1152 
504 7 504 

1. C'est-à-dire le triangle ayant, comme dans les propositions IIT et IV, les côtés 
mesurés respectivement par 3, 4, et 5 arithmes. 

2. Nouvel arithme auxiliaire. 

3. Reprenons explicitement cette solution dont le texte se borne à indiquer la 
marche à suivre. 

Soient H, k, b les côtés du triangle cherché devant satisfaire à la condition : 


10— 5h= a? (D. 


x?2—6— 


4177 
504 
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VI 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, aug- 
menté du nombre de l’une des perpendiculaires, forme un nombre 
donné. 

Que le nombre donné soit 7 unités. Établissons de nouveau le 
triangle ayant comme figure donnée 3 arithmes, 4 arithmes, et 
D arithmes (1). Dès lors, 6 carrés d’arithme plus 3 arithmes devien- 
nent égaux à 7 unités. Il faut que la moitié de la quantité d’arithmes, 


Construisons provisoirement le triangle H—5x, dre b=—3x; on doit donc avoir, 
comme le texte : 10—6x?= 42. Or, si nous déterminons a? au moyen de x? affecté d’un 
coefficient carré, la résolution de l’équation Gonners pour l’inconnue une valeur 
irrationnelle non admise. 


Il faut modifier les positions du début en case la condition (I) sous la forme 


a? += 10, On doit donc trouver un triangle rectangle auxiliaire H", h', b', et un 
a+ 50 x 
10 


ou comme le texte : a+ 13: pe Bi (II). 


carré aï, tels que l’on ait : —nombre carré B?, ou 10 (+5 b'h')=1008?= f?, 


Formons ce triangle auxiliaire au moyen de y et de ; Il sera donc : H'— y2+ 
h'=y2— À b'—2, et son aire sera : Sb'h'= ya _ D'autre part, posons, comme le 
y? 


2 
texte : = (5+5y) . Dès lors, la condition (II) devient : (+5) = 5 re 


ou, comme le texte : 26ÿ2+ 10= 2 8?, ou 260y?+100—$f, ou prenant, comme le 


texte, le quart de cette expression : 65p-+25— 26463. Adoptons la déter- 


mination 82—(5+-8y)? ; il vient : 65y2+25—(5+8y)?, d’où, comme le texte : y—80,. 
; ATHLE 1\2 40.960.001 1 \2 

© ‘ ! 2 us ce Leds 2 
Le triangle auxiliaire sera donc: H'—(80) +( x) Canoe h'=(80) ( 5 5) 


fi 1 224 02007) 
RES ERPES b'=—2. Le carré auxiliaire sera : = (55 +5X 80) =( 


6400 80 SAT 
1e , 40.960. | 
Revenons maintenant sur les positions du début, et posons : H 500 7 
40.959. 999. SAS AUOT ESRES l l E : 
= == —{"") x2, Dès , la condition (I) donne : 
h=— Sid , b=:2%x, et «= 0 x 50. ) # Dès lors (1) 
40/9509 0007 SPF IO MERE les côtés du triangle 
10 5400 =) x2/4°0 = En conséquence, les 8 
Étie : 40.960.001 40.959.999 2 12.800 
CRETORE SONT EE 00 0 829 600 2 129 1825.60 


. C'est-à-dire, soit de nouveau, en manière de fausse position, comme dans les 
Joe précédentes, le triangle rectangle dont les côtés sont exprimés au. 
moyen de l’inconnue affectée des nombres 3, 4 et 5. 
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multipliée par elle-même, et à laquelle on ajoute la quantité de 
carrés d’arithme, [multipliée par la quantité d'unités] (1), forme un 
carré. Or, elle ne forme pas un carré ; donc, il faudra trouver un 
triangle rectangle tel que le carré de la moitié de l’une des perpen- 
diculaires, augmenté de sept fois le nombre de l'aire, forme un carré. 

Que le nombre de l’une des perpendiculaires soit 1 arithme (2), et 
que le nombre de l’autre perpendiculaire soit 1 unité. Dès lors, on 
obtient 33 arithmes plus ; d'unité. Prenons le tout quatre fois: on 
obtient 14 arithmes [plus 1 unité] (*) à égaler à un carré. Or, pour 
construire le triangle rationnel (f), 1l faut aussi que 1 carré d’arithme, 
augmenté de 1 unité, soit un carré. La différence devient 1 carré 
d’arithme moins 14 arithmes () ; la division donne 1 arithme suivant . 
1 arithme moins 14 unités ($) ; expressions dont la moitié de la diffé- 
rence, multipliée par elle-même, devient 49 unités, que nous égalons. 
au plus petit carré, d’où l’arithme devient %. 

Revenant aux choses posées, posons que l’une des perpendicu- 
laires du triangle est *, et que l’autre est 1 unité. Prenons le tout 
7 fois ; l’une des perpendiculaires devient 24, l’autre 7, et l’hypoté- 
nuse 25. Dès lors, le nombre de l’aire, augmenté de la seconde perpen- 
diculaire, devient 84 carrés d’arithme plus 7 arithmes ; expression 
que nous égalons à 7 unités, d’où l’arithme sera trouvé [ÿ. En consé- 
quence, le triangle sera ](?) 6 unités, ;,? ; et la proposition est établie($). 


ee 


1. Lacune comblée d’abord par Bachet par Entaxts Vevouévas, c'est-à-dire : 
« (la quantité de carrés d’arithme) devenue septuple »: ce qui est exact par rapport 
à l'équation numérique considérée, mais que Tannery a proposé de combler d’une 
manière plus conforme au sens généralisé de la phrase, au moyen de éni ras M, 
c’est-à-dire : « (la quantité de carrés d’arithme) multipliée par la quantité d'unités ». 
{Cf. loc. cit. Vol. I, p. 402.) 

2. C'est-à-dire exprimons l’un des côtés perpendiculaires du triangle rectangle. 
auxiliaire cherché au moyen d’une nouvelle inconnue. 


3. Lacune à laquelle Bachet a suppléé comme nous traduisons. (Cf. loc. cit. 
. 582.) 
É 4. C'est-à-dire le triangle dont les côtés sont exprimés en nombres rationnels. 

5. C'est-à-dire la différence des deux équations qui précèdent. 

6. La différence des deux équations qui précédent se divise en deux facteurs. 

7. Lacune comblée dans l’édition de Bachet par les mots a, af Ô roù rptywvou: 
mheupat, mais que l'édition critique de Tannery a préféré combler par les mots que 
nous traduisons : éotar apa to tpiywyoy. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 404.) 

8. Soit H, h, b le triangle rectangle cherché devant répondre à la condition : 


1 
30h 0=T. 


Posons, en manière de fausse position : H—5x, h—4x, b=3x. La condition im- 
posée devient, comme le texte : 6x2+3x—7. Cette équation, résolue à la manière de: 
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VII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
diminué du nombre de l’une des perpendiculaires, forme un nombre 
donné. 

Que le nombre donné soit 7 unités. Dès lors, si nous Re de 
nouveau le même triangle donné de figure (1), nous sommes amenés à 
trouver un triangle rectangle tel que la moitié d’une perpendiculaire, 


| 2 312 
Diophante, donne : (6x)?4-3(6x)—6x 7, ou (6x+5) =(i) +6X7, d'où : .6%= 


3 2 : | k 
—#a/ () +6 x 7, d’où valeur irrationnelle de l’inconnue. 


Il faut donc modifier les positions du début de manière à obtenir que l'expression 
sous le signe radical soit un nombre carré. Il faut RE un triangle rectangle auxi- 


liaire H!, h', b' satisfaisant à la condition : G o') K5 lp h'X 71—= 02. 
Posons : k'—y et b'—1. On doit donc avoir : CG) + X 7=4? ou, comme le texte : 


csRuer où : 14y+-1—4x2=af, Or, le triangle étant rectangle, on doit avoir 


aussi y2+1—8R?, Ce système de double équation donne par différence, comme le 
texte : y2—14y—=$?—0i, où : y(y—14)=(B+«)(B—«), d'où, par identification : 


is | Lan Ve 2 
B+a—=y,et B—x,—y—14, d’où comme le texte : a=| 10%) —49. Donc : 


4 
14y+1—49, d'où comme le texte : = En conséquence, PT, et b'—1, ou, 
adoptant des valeurs 7 fois plus grandes, on a, comme le texte : »'—24, et b'—T, 
d’où : H'=25. 

Revenons maintenant sur les fausses positions du début, et posons : H—25x, 
h—24x, = 7x. Dès lors, la condition du problème devient, comme le texte : BAx2 


‘7x=1;, d'où résolvant à la manière de Diophante : 4= =" "2 __ —- 


triangle cherché sera donc : He h=6;, be 

Une note de Fermat, relative à cette proposition de Diophante, a fait remarquer 
qu'elle peut aussi être résolue de la manière suivante : On forme un triangle rectangle 
au moyen du nombre donné et de 1 ; le triangle cherché s’obtient en divisant res- 
pectivement les côtés du premier triangle par la somme du nombre donné et de 
l'unité. Fa eftet, soit 4 le nombre donné, et posons que les côtés du triangle cherché 


sont : —(42+1)x ; b—2ax, h— (a?—1)x. La condition imposée par le problème 

devient : (a2—1)ax?+2ux—a, d'où : x — , Dor H=——, 
de een Comes ati 

30? Da a?—1] J ; DRE 

dorer or ; expressions qui, pat substitution de 4a=7, donnent la solution 


même de Diophante. 
1. C'est-à-dire le triangle rectangle, utilisé déjà dans les propositions précédentes, 
dont les côtés sont exprimés respectivement par 3, 4et 5 arithmes, 
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multipliée par elle-même, et augmentée de sept fois le nombre de 
l'aire de ce triangle, forme un carré. Or, on a trouvé que ce triangle 
est 7, 24, 25. En conséquence, exprimons le triangle (1) en arithmes, 
et l’aire, diminuée du nombre de l’une des perpendiculaires, devient 
84 carrés d’arithme moins 7 arithmes. Égalons cette expression à 
7 unités, et l’arithme devient ; d'unité. Revenons à ce que nous 
avons posé (2). | À 


1. C'est-à-dire le triangle cherché. 
2. Soit H, h, b, le triangle rectangle devant satisfaire à la condition : Sbh— DE ITS 


Posons, en manière de fausse position : H—5x, h—4x, b—3x. La rte imposée 
donne : 6x2—3x—7, d’où, résolvant à la manière de Diophante, exposée dans des 


ET : s: 2 $ 1 
notes qui précèdent,on tire : 6x = (5) +6 x 7. La valeur de xétantirrationnelle, 


non plus admise que les valeurs négatives, il faut donc modifier les positions du 
début, de manière à amener un nombre carré comme expression sous le signe radical ; 
c'est-à-dire qu'il faut, comme le dit le texte, trouver un triangle auxiliaire H', h', b' 


HE A ; a EE ae | L ZA ; 
satisfaisant à la condition : (55) +50h x7=nombre carré «?. Or, on a déjà trouvé 


au cours de la solution de la ROSE précédente (voir note) que ce triangle est : 
H'=—25, h'—24, b'—7. Revenons donc sur les positions initiales en posant : H—25x, 
h—24x, b=17x. 

DES lors, la EQRÈTOn imposée Dre comme le texte : 84x2=—-7x—7, d'où : 


=; Donc, H 8, A8, b—2:, nombres satisfaisant à la condition ; car : 


3 1 

2 Perle 

Une note de Fermat, relative à cette proposition, indique comme suit sa manière 
de la résoudre : « Etablissons un triangle rectangle au moyen du nombre donné a et. 
de 1. Dès lors, si l’on divise chacun des côtés de ce triangle par la différence entre 
4e nombre donné et l’unité, on trouve les côtés du triangle cherché». En effet, si 4 
est le nombre donné, les côtés d’un triangle formé au moyen de a et 1 seront : 
a?+1; a?—1,et 24. Posons que les côtés du triangle rectangle cherché sont : 

—(a?+1}x, b=(a—1)x, h=2ax. La condition imposée par le problème donne : 
a?+1 el a?—1 ve 2a 

a—1” a—1" a—-1 
ces expressions, on pose : 4a—7 on obtient la solution de Diophante. 

Fermat termine sa note relative aux deux dernières propositions par cette obser- 
vation : « Pourquoi Diophante ni Bachet n'ont ils pas ajouté ici la proposition sui- 
vante : trouver un triangle rectangle tel que, si de l’une des perpendiculaires on 
retranche l’aire, on obtienne un carré. Ils paraissent ne pas avoir connu cette propo- 
sition, vu qu'elle ne se prête pas de même à la résolution d’une double équation. La 
solution peut cependant être facilement trouvée par ma méthode... ». La note de 
Fermat ne fournit cependant pas la solution du problème ainsi proposé, et qui 





> al 
{a?—1)ax—2ax=a, d'où : %*=-—; Donc: H— 


s’exprimerait par la condition : h—5bh=a. 


Diophante d'Alexandrie. 23 


246 DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


VIII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
augmenté du nombre constituant la somme de ses perpendiculaires, 
forme un nombre donné. 

Que le nombre donné soit 6 unités. Dès lors, établissons de nou- 
veau le triangle de figure donnée (1), et nous sommes de nouveau 
amenés à trouver un triangle rectangle tel que la moitié de la somme 
des perpendiculaires, multipliée par elle-même, et augmentée du 
sextuple du nombre de l’aire, forme un carré. 

Supposons de nouveau que [l’une] (?) des perpendiculaires est 
1 arithme, et que l’autre est 1 unité, et l’on en arrive à chercher à ce 
que À de carré d’arithme plus 8 3 arithmes plus ; d’unité soient égaux 
à un carré. Prenons le tout 4 fois et l’on obtient 1 carré d’arithme plus 
14 arithmes plus 1 unité à égaler à un carré, ainsi que 1 carré d’arith- 
me plus 1 unité à égaler [à un carré] (*). La différence est 14 arith- 
mes (4) ; la division est de ? arithmes suivant 7 unités ($) ; la moitié 
de la différence de ces diviseurs, multiphée par elle-même, devient 
1 carré d’arithme plus 12 ; unités moins 7 arithmes, que nue égalons 
à 1 carré d’arithme plus 1 de et l’arithme Mans à unités. En 
conséquence, le triangle sera à unités, 1 unité, et # AE Prenons 
le tout 28 fois, et le triangle ($ devient 45 arithmes, 28 arithmes et 
53 arithmes. Dès lors, l’aire, augmentée de la somme des perpendi- 
culaires, devient 630 carrés d’arithme plus 73 arithmes, que nous 
égalons à 6 unités, et l’arithme devient rationnel. Revenons à ce que 
nous avons posé (?). 


1. C'est-à-dire le triangle dont les côtés sont exprimés respectivement par 5, 4 et 
arithmes. 

ee Le mot uia a été suppléé par Bachet. (Loc. cit. p. 384.) 

3. Bachet supplée ici par le mot TETPAY OV. (Loc. cit., p. 384.) 

4. C'est-à-dire la différence des deux équations qui précèdent. 

5. C'est-à-dire la division en deux facteurs de la différence qui précède. 

6. C'est-à-dire le triangle cherché. 

7 

= 0: 


. Soit À, h, b le triangle rectangle devant satisfaire à la condition: 50h +(b+Rh} 


Posons, en manière de fausse position : H—5%x, h—4x, b—3x. La condition impo- 
sée devient : 6x?+7x—6, ù où, résolvant cette équation à à la manière de Diophante, 


on tire : Gx=—}41/(7) AC 6, d’où valeur irrationnelle de l’inconnue. Il faut 
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IX 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, dimi- 
nué du nombre constituant la somme de ses perpendiculaires, forme 
un nombre donné. 

Que le nombre donné soit 6 unités. Dès lors, si nous posons de 
nouveau que le triangle cherché est de figure donnée (1), on en 
arrive à chercher un triangle rectangle tel que la moitié de la somme 
des perpendiculaires, multipliée par elle-même, et augmentée du 
sextuple du nombre de l’aire, forme un carré. Or, cela a été montré 
précédemment, et ce triangle est 28, 45, 53 (2). Exprimons ces quan- 
tités en arithmes, et l’on obtient de nouveau 630 carrés d’arithme 
moins 73 arithmes à égaler à 6 unités, d’où l’on trouvera que l’arith- 
me est 3 d'unité. Revenons à ce que nous avons posé (5). 


donc modifier les positions adoptées, de manière à obtenir que l’expression sous le 
signe radical soit un carré, et, si l’on considère la genèse de cette expression, l’on 
voit qu'il faut trouver, comme le dit le texte, un triangle auxiliaire H’, h', b' satis- 


PRE TAN TN CET TO PS ; 
faisant à la condition : (=) F0 h’ x 6—nombre carré «2. 


A 2 
Posons : k'=, et b'=—1. Dès lors, la condition devient : (+) +6X5= 0, ou, 
1 
2 
est rectangle on a, en outre : y?+1—p?. 
Résolvons ce système de double équation à la manière de Diophante. On a, par 
différence, comme le texte : 14y—0%—-8, ou 2y X 7=(a,+B) (,—B), d’où, par identi- 


Î ? A 
fication : &+B=—2y, —f@=7 ; d’où, comme le texte : B2=y#+125—7y ; d'où 


comme le texte : 29243 y +=, ou y?+14y+1—402— ai. Or, puisque le triangle 


KALE 1 RTS 45 
par substitution, comme le texte : dar res en nd Pr Se d’où : ET En consé- 


quence, h'= 5 ONE t HE ou comme le texte : »'—45, b'—28, H'—583. 
Revenons maintenant sur les positions du début, et posons : H—53x, h—45x, 
b=—28x. La condition du problème donne : Sr + (454 28)x—6, ou, comme le 


1 53 45 28 
6 2 A D 3 Ne Set 2 \ ° — — ce — À 
texte : 630x2+73x—6, d’où: = et d’où, enfin : H TL h 15 TR 


1. C'est-à-dire, posons que les côtés du triangle cherché sont respectivement 5, 4, 
et 3 arithmes. 
2. Voir proposition VIII. 


3. Soit A, h, b le triangle rectangle devant satisfaire à la condition: Si (b+2) 


10; 
Posons de nouveau, comme dans la proposition VIII : H—5x; h—4x, b—3x. La 


Sages | 
condition imposée donne : 6x?—7x=—6, d’où : Ge 741/ (3) L6x6, d’où valeur 
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Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, aug- 
menté du nombre constitué par la somme de l’hypoténuse et de 
l’une des perpendiculaires, forme un nombre donné. 

Que le nombre donné soit 4 unités. Établissons de nouveau le 
triangle donné de figure (!). Nous sommes de nouveau amenés à 
trouver un triangle rectangle tel que la moitié de la somme de 
l’hypothénuse et de l’une des perpendiculaires, multipliée par elle- 
même, [et augmentée du quadruple du nombre de l'aire, forme un 
carré. Formons ce triangle au moyen de 1 unité et de 1 arithme (?) 
plus 1 unité ; la moitié de la somme de l’hypoténuse et de l’une des 
perpendiculaires, multipliée par elle-même, devient] (3) 1 bicarré 
d’arithme plus 4 cubes d’arithme plus 6 carrés d’arithme plus 4 arith- 
mes plus 1 unité; tandis que le quadruple du nombre de l’aire devient 
4 cubes d’arithme plus 12 carrés d’arithme plus 8 arithmes. Il faut 
donc chercher à avoir 1 bicarré d’arithme plus 8 cubes d’arithme plus 
18 carrés d’arithme plus 12 arithmes plus 1 unité égaux à un carré. 
Égalons au carré ayant comme racine 6 arithmes plus 1 unité moins 
1 carré d’arithme, et l’arithme devient 3. En conséquence, le triangle 
sera formé au moyen [de 1 unité et] (*) des. Prenons le tout cinq fois, 


irrationnelle de l’inconnue. Modifions donc les positions du début, de manière à 
obtenir que l'expression sous le signe radical soit un carré. Il faut donc, comme dans 
la proposition VIII, trouver un triangle auxiliaire AH", h', b' satisfaisant à la con- 


4}. ( I\2 3 . dre 
dition : 2) US Or, on a vu (voir note relative à la proposition 


VIII) que ce triangle est H'—53, h'—45, b'—28. 
Dès lors, posons : H—53x, h—45x, b—28x. La condition du problème donne, 
6 


comme le texte : 630x2—73x—6, d’où l’on tire : x— 35 Le triangle sera donc: H— 
318 270 168 
BTE T 36: 


Fermat a consacré la note suivante à cette proposition : « Il y a lieu d'ajouter ici 
cette proposition à résoudre au moyen de ma méthode : Trouver un triangle rectan- 
gle tel que la somme de ses perpendiculaires, diminuée de l'aire, soit un nombre 
donné ». Fermat n'a cependant pas écrit la solution de sa proposition. 

1. C'est-à-dire le triangle dont les côtés sont exprimés respectivement par 5, 4, 
et 3 arithmes. 

2. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 

3. Passage manquant dans les manuscrits, auquel Bachet a suppléé par une phrase 
que l'édition critique de Tannery a modifiée légèrement comme nous traduisons. 
(CE. éd. Tannery. Vol. I, p. 410.) | 

4. Texte complété par Tannery au moyen de Mx xx. (C£. éd. Tannery, Vol. II, 
p. 410.) 
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et le triangle sera de nouveau (1) formé au moyen de 9 et de 5. Dès 
lors, adoptant un triangle plus petit parmi ses semblables, expri- 
mons-le au moyen de l’arithme, et il devient 28 arithmes, 45 arith- 
mes et 53 arithmes. Le nombre de son aire, augmenté de la somme 
de l’hypoténuse et de l’une des perpendiculaires devient 630 carrés 
d’arithme plus 81 arithmes, que nous égalons à 4 unités, et l’arithme 
devient 5%. Revenons aux choses que nous avons posées (2). 


XI 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, dimi- 
nué du nombre constitué par la somme de l’hypoténuse et de l’une 
des perpendiculaires, forme un nombre donné. 

Que le nombre donné soit 4 unités. Dès lors, établissons de nouveau 


1. C'est-à-dire comme dans les deux propositions précédentes. 
2. Soit le triangle A, h, b, devant satisfaire à la condition : 1544 (H + b)—4, 


Posons, en manière de fausse position, comme dans les propositions qui précèdent : 
H=5x, h—4x, b—3x. Dès lors, la condition imposée devient : 6x?+8x—4, d’où : 
6x——4+1/(4)+4X6. L’inconnue ayant une valeur irrationnelle, non admise, il 
faut modifier les positions adoptées, de manière que l’expression sous le signe radical 
soit un nombre carré. Or, la genèse de cette expression indique qu'il faut trouver un 


H'+b"\? Riu 
: )+4x oi = 





triangle rectangle auxiliaire satisfaisant à la condition : ( 


nombre carré «?. 

Formons ce triangle auxiliaire au moyen des nombres 1 et y+1. Les côtés de ce 
triangle seront donc, d’après la formule de Diophante, pour satisfaire à l’équation . 
pythagoricienne : H'=(y+1)?+1=y?+2y+2 ; k'=2{(y+1) ; db'=(y+1)}—1— 


! N 2 
y(y+2). Dès lors, on a, comme le texte, d’une part: (£ 5) =(y2+2y +12 





4y$+ 6y?+4y—+1, et, d'autre part : 4X SUR AID 8y. Or,la somme de ces 


deux expressions doit être un carré ; c’est-à-dire que l’on doit avoir, comme le 
texte : YiH Sy 18y2+ 12y + 1 = 02. 
Adoptons la détermination x«2—(6y+1—7°?)?; donc, y*+8y*%+18y?+12y+1— 


(6y+1—7%°)?, d’où, comme le texte : y=S. En conséquence, le triangle auxiliaire sera 


formé au moyen de 1 et de y+1 =>, ou bien, comme le texte, au moyen des nombres 


5 fois plus grands : 5 et 9. Ses côtés seront donc : H'—9°+5=106; }'=2%X 
9 x 5—90 ;: b'—9252—56. Adoptons, comme le texte, un triangle semblable plus 
petit : Hi= 53 245, 1h =28: 
Revenons maintenant sur les positions du début, et posons : H=—53x ; h—A45x, 
b—28x. Dès lors, la condition du problème devient, comme le texte : 630x2+81x=4, 
212, 180 L_112 


Fax, PAL 4 _ hé d = a h = — Æ — 
Four 2— HT Le triangle cherché sera donc : 105 : 105 MT 
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le même triangle de figure donnée (!). Nous sommes amenés à cher- 
cher un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, pris quatre 
fois, et augmenté de la moitié de la somme de l’hypoténuse et de 
l’une des perpendiculaires, multipliée par elle-même, forme un carré. 
Or, on a montré que ce triangle est 28, 45, 53. Exprimons donc ce 
triangle au moyen de l’arithme, et 630 carrés d’arithme moins 
81 arithmes deviennent égaux à 4 unités, d’où l'arithme devient 
4 d'unité. Revenons à ce que nous avons posé (?). 


LEMME RELATIF A LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Trouver un triangle rectangle tel que [la différence des perpendi- 
culaires soit un carré](*); tel que le nombre de la plus grande des per- 
pendiculaires soit un carré, et tel que le nombre de l'aire du triangle, 
augmenté de la plus petite perpendiculaire, forme un carré. 

Formons un triangle au moyen de deux nombres, et supposons 


1. C'est-à-dire le triangle rectangle provisoire dont les côtés sont respectivement 
5, 4, et 3 arithmes. 


2. Soit A, h, b le triangle rectangle devant satisfaire à la condition: 30h —(H+ b) 


== 4, 

Posons en manière de fausse position : H—5x,h—4x, b—3x. Dès lors, la condition 
imposée devient : 6x?—8x=—4, d'où : 6x=4+4/(4)7+4%X6. Donc, pour que les côtés 
du triangle cherché fussent exprimés en nombres rationnels, il eût fallu que l’ex- 
pression (4)?+4 X 6 fût un Don Are Il faut donc chercher un triangle rectangle 
auxiliaire tel que l'on ait: se) +4x 2% nombre carré. Or ce triangle a été 
trouvé au cours de la solution de la proposition précédente (voir note avant-précé- 
dente) ; ilest : H'—53, h'—45, b'—28. 

Revenons donc sur les positions du début, et posons : H—53x, h—45x, b—28x. 
Dès lors, la condition du problème donne, comme le texte : 630x2=—81x—4, d'où : 

| fire AO SOIR ie 
X=S. Donc : H=8 RTS, b=A.. 

Une note de Bachet, relative à cette proposition, traite la proposition suivante : 
« Trouver un triangle rectangle tel que son aire, diminuée de son hypoténuse, forme 
un nombre donné ». 

D'autre, part Fermat, à la suite des deux propositions de Diophante qui précèdent, 
a proposé et résolu la proposition dont l'énoncé se traduit algébriquement comme 


suit : (H+ D) 50h =a ; et il a énoncé le problème suivant, correspondant à celui 


de Bachet : H—5bh=a. (Voir : Œuvres de Fermat, III, p. 389.) 


3. Lacune comblée d’abord dans l'édition princeps de Bachet par les mots : 
h Ünepoyh Twv nept rhv dpfnv. (CE. loc. cit, p. 388) ; puis, dans l'édition critique de 


Tannery, d’après laquelle nous avons traduit : f Onepoyn rüy 6plwy n Terotywvos. 
(C£. éd. Tannery. Vol. I, p. 412, L. 11.) 
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que la plus grande perpendiculaire soit constituée par le double pro- 
duit de ces nombres. Dès lors, 1l faut trouver deux nombres tels que 
leur double produit soit un carré, et que l’excédent, dont le double 
produit des nombres dépasse l'excédent des carrés de ces nombres, 
forme un carré. Or, cela se présente pour deux nombres quelconques, 
lorsque le plus grand est le double du plus petit (1), 

Cherchons encore à obtenir que l’aire du triangle, augmentée de la 
plus petite des perpendiculaires, forme un carré. Or, l’aire du triangle 
devient le sextuple du bicarré du [plus petit] (?) nombre ; tandis que 
le nombre de la plus petite des perpendiculaires est le triple du carré 
du plus petit des nombres du triangle (%). Divisons tout par le carré 
du plus petit nombre ; en conséquence, cherchons un nombre tel que 
le sextuple de son carré, augmenté de 3 unités, forme un carré. Tels 
sont l unité et une infinité d’autres nombres ; en sorte que le 
triangle rectangle cherché sera formé au moyen de 1 unité et de 
2 unités ({). 


AUTRE LEMME UTILE A LA MEME PROPOSITION 


Étant donnés deux nombres dont la somme forme un carré, on 





1. Bachet a cru utile d’interpoler ici en grec la phrase explétive : rexAasûw vo 
totywvoy drd 5x xat 555 xat AUerat Oo Toy émirayuatwy, c'est-à-dire : « Formons le 
triangle au moyen de 1 arithme et de 2 arithmes, et l'on satisfait à deux des 
conditions ». 

2. Restauration de Tannery au moyen du mot &k4ssovos. 

3. C'est-à-dire du plus petit des deux nombres au moyen desquels on a formé le 
triangle conformément à la formule diophantienne. 

4. Ce lemme, préliminaire à la proposition XII, propose de trouver un triangle 
rectangle A, k, b, dans lequel on a k >6, et tel que l’on ait : k—b—nombre carré (1) ; 


h=nombre carré (II), et Soh+ b=—nombre carré (III). 


Soient x et 2x les deux nombres au moyen desquels on forme le triangle cherché. 
Ce triangle sera donc, d’après la formule de Diophante : H=41?+x2=52? ; h=— 
2X x x 2x— 4x2, b—Ax2—x2= 3x2, Ces deux nombres répondent à l'hypothèse que la 
plus grande perpendiculaire 4 est constituée par le double des deux nombres, soit 
4x2 : ils satisfont à la condition (II), ainsi qu’à la condition (I) ; car, H—b—4x?—3%° 
=nombre carré x2. Or, on a : x2—4x2?—{(4x2- x?) ; donc, les deux nombres sont tels 
que la différence de leur double produit 4x? d'avec la différence 4x°—1? de leurs 
carrés est un nombre carré x?. Les deux conditions seront donc remplies par tous les 
triangles rectangles formés au moyen de deux nombres dont l'un est le double de 
l’autre. Reste à satisfaire à la condition (III) en vertu de laquelle on doit avoir, 
comme le texte : 6x1--3x2=—nombre carré, ou bien : 6x2-+3—nombre carré. Or, cette 
relation est satisfaite pour x=—1, et pour une infinité d’autres valeurs de x. En consé- 
quence, le triangle formé au moyen de 1 et de 2, c’est-à-dire le triangle H=—5, h=4, 
b=—3 satisfait aux conditions imposées, et tous les triangles qui lui sont semblables 
satisfont donc aussi à ces mêmes conditions. 
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trouvera une infinité de carrés qui, multipliés par l’un des nombres 
donnés, [et accrus de l’autre nombre] (1), forment un carré. 

Que les deux nombres donnés soient 3 et 6, et il faut leur trouver 
un carré qui, multiplié par 3, et augmenté de 6 unités, forme un carré. 

Que le carré cherché soit 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 
1 unité. Dès lors, 3 carrés d’arithme plus 6 arithmes plus 9 unités 
deviennent égaux à un carré. Or, ce carré peut être trouvé d’une 
infinité de manières, parce que la quantité des unités est quadra- 
tique (?). Que ce carré soit donc celui qui à comme racine 3 unités 
moins 3 arithmes, et l’arithme devient 4 unités ; en sorte que la 
racine du carré (#) est 5 unités, et l’on en trouvera une infinité 
d’autres (f). 

XII 

Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, accru 
du nombre de l’une ou de l’autre des perpendiculaires, forme un 
carré. 

Établissons le triangle de figure donnée 5 arithmes, 12 arithmes, 
et 13 arithmes, et 30 carrés d’arithme plus 12 arithmes deviennent 
égaux à un carré (°). Qu'ils soient égaux à 36 carrés d’arithme, et 
l’arithme devient 2 unités. Dès lors, l’arithme étant 2? unités, il faut 
aussi que 30 carrés d’arithme plus 5 arithmes soient un carré. Or, 


il n’en est pas ainsi; par conséquent, nous sommes amenés à trouver 
un carré tel que, si on le diminue de 30 unités, et si 12 est divisé par le 





1. Lacune que l'édition de Bachet a comblée par: xai mpos\aBoy tov Ereoov. (Loc. : 
cit., p. 389.) 

2. C'est-à-dire parce que le terme indépendant de l’inconnue est un carré. 

3. C'est-à-dire du carré cherché. 

4. Le lemme pose les relations : a+ b—m?, et aX?+b—«?, dans lesquelles a et b: 
sont deux nombres donnés dont la somme est le carré m2 ; X2 le nombre carré: 
cherché, et à? un nombre carré indéterminé. 

On satisfait à la 1re relation en posant : a—3 et b=—6 ; car, 3+6—9. Reste à. 
satisfaire à la seconde relation qui devient : 3X2+6—%2. Posons : X2—(x+1)2=—. 
x°+2x+1. Dès lors, on doit avoir : 3[x?+2x4+1]+6-=4? ou, comme le texte : 
3x*+4-6%+9=—a?. Or, comme le terme indépendant de x, c’est-à-dire 9, est un carré, 
on pourra adopter pour «? une infinité de déterminations, notamment, comme le. 
texte : &«?—(3—3x)? ; donc, 3x?+6x+9—(3—3x)?, d'où : x—4. En conséquence: 
X?2=(4+1)2=52. 

5. Nous traduisons ici pour mémoire une phrase que l’édition de Bachet a rejetée. 
comme étant une interpolation, et que l'édition critique de Tannery a placée entre. 
“crochets pour marquer un doute sur son authenticité : «et 30 carrés d’arithme plus. 
5 arithmes (deviennent) égaux à un carré. » | 
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reste, le nombre obtenu, multiplié par lui-même, pris 30 fois, et 
augmenté du quintuple de ce nombre trouvé, forme un carré. 

Que ce carré cherché constitue le carré 1 carré d’arithme. Dès lors, 
[si on le diminue de 30, et si l’on divise 12 par le reste, on obtient] (1) 
le nombre (?) de 12 unités fractionnées par 1 carré d’arithme moins 
30 unités, dont le carré devient 144 [unités] (%) fractionnées par 
1 bicarré d’arithme plus 900 unités moins 60 carrés d’arithme, 
lequel pris 30 fois, et augmenté du quintuple du nombre , devient 
60 carrés d’arithme plus 2520 unités, fractionnés par 1 bicarré 
d’arithme plus 900 unités moins 66 carrés d’arithme. Or, le dénomi- 
nateur est un carré ; donc, il faut que 60 carrés d’arithme plus 
2520 unités soient aussi un carré. Mais, l’arithme provient d’un 
certain carré (?) ; [donc il faut chercher tel] (5) carré d’arithme qui, 
pris 60 fois, et augmenté de 2520 unités, forme un carré. En consé- 
quence, si, modifiant le triangle rectangle, nous le construisons de 
manière que 60, augmenté de 2520 forme un carré, nous résoudrons 
la question ($). Or, 60 provient du produit des côtés situés autour de 
l’angle droit ; tandis que 2520 provient du nombre solide issu de la 
plus grande des perpendiculaires, de la différence des perpendicu- 
laires, et de l’aire. Dès lors, nous sommes amenés à trouver un trian- 
gle rectangle tel que le produit des côtés situés autour de l’angle 
droit, augmenté du nombre solide issu de la plus grande des perpen- 
diculaires, de la différence des perpendiculaires, et de l’aire de ce 
triangle, forme un carré. Et si nous posons que la plus grande des 
perpendiculaires est un carré, et si nous divisons le tout par cette 
perpendiculaire, nous cherchons à ce que le nombre de la plus petite 
des perpendiculaires, augmenté du produit de l'aire et de la diffé- 
rence des perpendiculaires, forme un carré. 

Ayant trouvé deux nombres, [celui du produit] (*) de l’aire et de la 


1. Lacune que Bachet a comblée par la phrase : éàv Aétdn roy À xai mapà Tv houmdy 
mep.oôr d 15, yiverau. (Cf. loc. cit., p. 392.) 

2. C'est-à-dire le quotient. 

3. M, restauration de Tannery. (Cf. loc. cit., Vol. I, p. 416, 1. 13.) 
. C'est-à-dire est la racine d’un certain carré. 
. Restauration de Tannery: Gnrntéoy &pa tourov. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 416,1. 18.) 

6. En vertu du second lemme qui précède cette proposition. 

7, Ce passage, ainsi que les deux suivants placés entre crochets, sont traduits 
d’après les restaurations proposées par Tannery. (Cf. loc. cit. p. 418, 11. 11, 12, 15.) 
Heath (cf. loc cit., p. 234) a fait remarquer, à propos de toute cette phrase, fort. 


or À 
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différence des perpendiculaires, [et celui de la plus petite des perpen- 
diculaires] (1), nous sommes encore une fois amenés à trouver un 
carré qui, multiplié par l’un des nombres donnés, [et augmenté de 
l’autre nombre] (?), forme un carré. Or, les lemmes ont exposé cela 
ci-dessus, et le triangle rectangle est 3, 4, 5 (?). Exprimons ce trian- 
gle au moyen de l’arithme (£), et l’on en vient à chercher à égaler 
6 carrés d’arithme plus 4 arithmes à un carré, et à égaler 6 carrés 
d’arithme plus 3 arithmes à un carré. Dès lors, si nous résolvons de 
nouveau la plus grande équation, le nombre (5) devient 4 unités 
fractionnées par 1 carré d’arithme moins 6 unités, et son carré 
devient donc 16 unités fractionnées par 1 bicarré d’arithme plus 
36 unités moins 12 carrés d’arithme. En conséquence, 6 fois ce carré, 
augmenté de 3 fois le nombre, devient 12 carrés d’arithme plus 
24 unités, fractionnés par 1 bicarré d’arithme plus 36 unités moins 
12 carrés d’arithme ; [en sorte que 12 unités et] ($f) 24 unités doivent 
fournir un carré qui, multiplié par le plus petit nombre donné, et 
augmenté du plus grand, forme un carré (*”). Or, ce carré est 25 ; 
en sorte que le carré d’arithme devient 25 unités, et l’arithme sera 
donc 5 unités. |; 

Dès lors, cherchant à égaler 6 carrés d’arithme plus 4 arithmes 
à un carré (?), égalons-les à 25 carrés d’arithme, et l’arithme devient 
%. En conséquence, le triangle sera %, 5, % ; ce qui établit la pro- 
position (°). 
altérée dans l'édition de Bachet, que la restauration de Tannery ne correspond 
pas exactement à l'énoncé du premier lemme qui précède la proposition, lequel vise 
à obtenir simultanément trois carrés au moyen du triangle cherché. Cependant, 
comme le triangle rectangle est formé au moyen des nombres 1 et 2 dans ce lemme, 
il y a corrélation de fait. 

1, 2. Voir note précédente. 

3. Voir le premier lemme qui précède la proposition. 

4. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire que le texte introduit sans autre 
distinction. 

5. C'est-à-dire le nombre inconnu ou second arithme que le texte introduit plus 
haut pour rechercher l'expression du carré auquel on doit égaler la première équa- 


tion. 

6. Lacune comblée d’abord par Bachet, puis d’une manière plus conforme au 
sens par Tannery au moyen de : Gore MiB xai. 

7. Voir le premier lemme qui précède la proposition. 

8. Le texte revient au premier arithme ou nombre considéré au début de la solu- 
tion. 

9. Reprenons d’une manière plus explicite cette solution dont le texte est d’une 
lecture assez pénible : 


Soit A, b, h le triangle devant satisfaire aux deux conditions : sbh+ bas}, 


LIVRE VI 255 





XIII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
diminué du nombre de l’une ou de l’autre des perpendiculaires, 
forme un carré. 


etsbh+h=p? (II) dans lesquelles «? et 82 sont des nombres carrés indéterminés. 


Considérons provisoirement que le triangle est semblable à celui dont les côtés 
sont respectivement exprimés par les nombres 13, 12, 5; c’est-à-dire posons : H— 
13x, b—12x, k—5x. Dès lors, d’après la condition (I), on doit avoir : 30x24 12x—02 
(III), et, d’après la condition (II) : 30x2+5x—2 (IV). 

Adoptons la détermination provisoire : x?—36x? ; donc, comme le texte : 30x2+ 
12x=—36x?, d'où : x=2. Or, cette valeur, substituée dans la relation (IV), ne donne 
pas un nombre carré. 

Il faut donc revenir sur la détermination adoptée pour «?. Adoptons la nouvelle 
détermination : «?—y?x?, dans laquelle y désigne le nouvel arithme, ou nouveau 
nombre inconnu introduit dans le texte. Dès lors, d’après (I)ona: 30x2+12—#y?x?, 

12 Ê Xe 144 Ê 
EEE") = 2000 —60p Substituons dans (IV), 


, Ê 144 12 
HD SO RETIRE NPA LE ER qe . 
on doit donc avoir X 327-900 60pi Ne 30 82, ou, comme le texte 
60y2-L 2520 


JE 90060?” d’où l’on doit avoir : 60y2+2520=—(y?—30)262— 65 (V). 

Or, d’après le second lemme qui précède la proposition, on trouverait une infinité 
de valeurs de y satisfaisant à la relation (V),sil’onavait : 604 2520—nombre carré y?. 
Donc, il faut remplacer les nombres 60 et 2520 par deux autres nombres dont ia 


somme est un nombre carré ; c’est-à-dire qu'il faut modifier les côtés 15, 12 et 5 du 
triangle de base, dont les nombres 60 et 2520 ont tiré leur origine. 


Or, 60—12X 5—bh et 2520— 12 x (12—5) x 30—6(b—h) 50h. 


Cherchons donc un triangle auxiliaire H", b’, h', tel que l’on ait, comme le texte : 


d’où, comme le texte : x— 





Produit des perpendiculaires b'’k'+nombre solide b'(D'—h)50'H — nombre 


carré y?. 
Admettons à priori, que la perpendiculaire b' soit un nombre carré, et divisons 
les deux membres de la relation qui précède par ce carré b’, et il reste à résoudre 


2 
d’avoir : h'+(b"—h")50'h = =nombre carré y?. Or, cette question constitue un 


cas particulier de la question résolue par le premier lemme qui précède la proposi- 
tion ; iemme dans lequel b’ doit être, en outre, un nombre carré. En conséquence, on 
peut former le triangle auxiliaire cherché au moyen des nombres 1 et 2, et ses côtés 
seront, d’après la formule de Diophante : H'=22+1=5, b'—=2X2X1—4 et k'— 
22—1—3. 

Modifions donc les positions du début, et posons : H—5x, b—4x, h—3x. Dès 
lors, (I) et (II) donnent : 6x?+4x—x?, et 6x2+3x—f?. Adoptons, comme pré- 
cédemment, la détermination «2—y?x? ; donc : 6x2+4x=y2x?, d'où, comme le 


texte: 4— e et nt nn ES Substituons dans la seconde équation, il 
Mure 96 2H Peu tan LAVE 2e s 
vient : F+36—138 y 6 ? ou, comme le texte : FE 3612 B?, ou : 


12y2+124—(y2—6)282— 8? ; expression qui ramène à trouver un carré y? qui, multi- 


256 DIOPHANTE D ALEXANDRIE 


S1 nous établissons de nouveau le même triangle de figure donnée, 
comme dans la proposition précédente, nous sommes amenés à 
trouver un triangle rectangle semblable au triangle 3, 4, 5. Expri- 
mons donc ce triangle au moyen de l’arithme (1) ; il devient 3 arith- 
mes, 4 arithmes et 5 arithmes. Dès lors, 6 carrés d’arithme moins 
4 arithmes doivent être égaux à un carré. Posons que ce carré est plus 
petit que 6 carrés d’arithme ; on obtient pour l’arithme 4 unités frac- 
tionnées par l’excédent dont [6] (?) dépasse un certain carré. Dès 
lors, l’arithme étant tel, si nous posons que ce dernier carré est 
1 carré d’arithme (°), on obtient 6 carrés d'arithme moins 3 arithmes 
à égaler à un carré. Or, 6 carrés d’arithme deviennent 96 unités frac- 
tionnées par 1 bicarré d’arithme ({) plus 36 unités moins 12 carrés 
d’arithme () ; tandis que le triple de la racine (6) devient 12 unités 
fractionnées par 6 unités moins 1 carré d’arithme (7), c'est-à-dire 
72 unités moins 12 carrés d’arithme (°) ayant le même diviseur qui 
précède (°). Dès lors, si nous retranchons cette dernière expression 
des 96 unités qui ont même diviseur, le reste est 12 carrés d’arith- 
me (10) [plus 24 unités] (11) fractionnés par 1 bicarré d’arithme (1?) 
plus 36 unités moins 12 carrés d’arithme (#). Or, le diviseur est un 


ee 


plié par 12, et accru de 24, forme un carré. Or, puisque 12424=—nombre carré 36, 
on aura, en vertu du second lemme qui précède la proposition, une infinité de 
valeurs de y satisfaisant à l'expression. Posons donc : y?—25; c’est-à-dire adoptons 
la détermination a?— Fe Dès lors, la 1'* équation devient, comme le texte : 


6x2+4x—25x2 d'où : = En conséquence, les côtés du triangle cherché seront, 


| 12 
somme le texte : RD == on 
comme le texte: H— ob A [9 


. C'est-à-dire He le triangle, semblable au triangle de côtés 5, 4, 3, au 

a. de l’arithme, ou de l’inconnue, avec les coefficients 5, 4, 3. 

2. Lacune comblée par Bachet au moyen de &, c'est-à-dire 6. (Cf. loc. cit. p. 397.) 
Nouvel arithme, ou seconde inconnue auxiliaire. 
Seconde inconnue auxiliaire. 
Seconde inconnue. 

6. C'est-à-dire le triple de la racine du carré du premier arithme considéré au 
début, ou le triple de la première inconnue. 

7. Seconde inconnue. 

8. Seconde inconnue. 

9. C'est-à-dire ayant le même dénominateur que la fraction avant-précédente. 

10. Seconde inconnue. 

11. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par Mxù, c’est-à-dire 24 unités. (Cf. loc. 
cit. p. 398.) | 

12. Seconde inconnue. 

13. Seconde inconnue. 


ot de Co 
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carré ; en sorte que 12 carrés d’arithme (1!) plus 24 unités doivent 
aussi être un carré, et l’arithme (?) est 1 unité. 
Posons donc que 6 carrés d’arithme moins 4 arithmes sont égaux 


à 1 carré d’arithme, et l’arithme devient 5. En conséquence, les côtés 
du triangle rectangle cherché seront #, ©, et 4 unités. 

D'ailleurs, si nous ne voulons pas utiliser l'unité (*), posons le 
nombre plus petit 1 arithme () plus 1 unité ; en sorte que 3 carrés 
d'arithme (5) plus 6 unités équivalent à 3 carrés d’arithme ($) plus 
6 arithmes (*) plus 9 unités. Or, il est facile de rendre cette dernière 
expression égale à un carré, et l’arithme ($) ne devra pas être trouvé 
plus grand que Ÿ. Or, l’arithme (?) était 1 arithme (10) plus 1 unité; 
donc cet arithme (1!) ne sera pas plus grand que #, et son carré, 
retranché de 6 unités donne un arithme (!) rationnel (1). 


1. Seconde inconnue. 

2. Seconde inconnue. 

3. C'est-à-dire si, pour la seconde inconnue, nous voulons prendre une valeur 
autre que la valeur 1 qui vient d’être trouvée, parmi l'infinité de valeurs possibles 
pour cette seconde inconnue, en vertu du second lemme qui précède la proposi- 
tion XII. 

4, Troisième arithme ou inconnue auxiliaire, différant de 1 unité avec le second 
arithme auxiliaire. 

5. Troisième inconnue auxiliaire. 

6. Troisième inconnue. 

7. Troisième inconnue. 

8. C'est-à-dire que la seconde inconnue auxiliaire ne devra pas être plus grande que 
S , afin que son carré soit plus petit que 6. 

9. Seconde inconnue auxiliaire. 

10. Troisième inconnue auxiliaire. 

11. Seconde inconnue auxiliaire. 

12. Première inconnue considérée au début de la solution. 

13. Reprenons explicitement la solution de cette proposition dont le texte est d'une 
lecture difficile en raison de l’emploi d’inconnues différentes, désignées par le seul et 
même mot &o:fuoç, nombre (inconnu) ou arithme. 

Il s’agit de trouver un triangle rectangle H, b, h satisfaisant aux deux conditions : 


Sbh—b= a? (I), et Soh—h = 6? (II), dans lesquelles «?, 8? sont des nombres carrés 


indéterminés. 

Si, comme dans la proposition qui précède, nous posons provisoirement : H—13x, 
b—12x, A—5x, le même raisonnement nous fera trouver un triangle rectangle auxi- 
liaire H'—5, b'—4, h'—3 auquel le triangle cherché devra être semblable (voir note 
relative à la prop. XII). 

Revenant donc sur les positions provisoires, posons : H=5x, b—4x, h—3x. Dès 
lors, les conditions (I) et (II) deviennent : 6x2—4x=—a? (III), et 6x?—3x= 6° (LV). 

Adoptons la quasi-détermination : «?=y?x?<6x?, dans laquelle y désignera 
l’arithme ou inconnue auxiliaire du texte. Dès lors, la relation (III) devient : 6x°?—4x 


y (Vi d'où: de : Substituons dans la relation (IV) ; et l’on a, comme le 





y? 
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XIV 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
diminué respectivement du nombre de l'hypoténuse et de celui de 
l’une des perpendiculaires, forme un carré. 

Soit le triangle de figure donnée3 arithmes, 4 arithmes, 5 arithmes. 
On en arrive de nouveau à chercher à égaler 6 carrés d’arithme moins 
5 unités à un carré, et à égaler 6 carrés d’arithme moins 3 arithmes à 
un carré. Et si nous égalons 6 carrés d’arithme moins 3 arithmes à 
un carré, l’arithme devient 3 unités fractionnées par 6 unités moins 
un carré d’arithme (1). Dès lors, l’arithme étant trouvé tel, les 6 carrés 
d’arithme deviennent 54 unités fractionnées par 1 bicarré d’arith- 
me (?) plus 36 unités moins 12 carrés d’arithme (5), et il faut, de 
54 unités fractionnées par 1 bicarré d’arithme ({) plus 36 unités moins 


texte : AD AR Rare —f$?, ou, comme le texte : 


V+36—12y? 6—7y? 
96 72—12y? 12y?+ 24 2 
a — — 2 2 24 — 6— 2,2 2— 2 
RP AE AO ru pe ML A A AR 
on satisfait à cette relation en posant : y—1, en vertu du second lemme qui précède 
la proposition XII, parce que l’on a : 124+24—nombre carré 36. 

Substituons donc la valeur y—1 dans la relation (V), ce qui revient à adopter la 
détermination définitive : x2=—x? ; il vient, comme le texte : 6x2—4x—x2, d’où : 
= En conséquence : H—4, = WE 

Si, au lieu de la valeur y=—1, nous adoptions une autre valeur parmi l’infinité 
d’autres qui sont possibles en vertu du second lemme qui précède la proposition XII, 
notamment y—z+1, et si nous la substituons dans la relation précédente : 


12y?+24=—/$, ou, comme le texte, dans la relation 3y?+ 6—;#—p2 il vient, comme 
le texte: 32?+6:+9—f ; relation que l’on résoudra en déterminant fi? de manière à 


. 13 # e Q 4 . ,e , » 
avoir, comme le texte : 2, afin de répondre ainsi à la condition précédente 


9 
y?<6. En effet, si l'on a : 2< ë, ona:z+1 2, d’où : (2+1)?=y?< 6. Substi- 


tuant cette valeur de y? dant la relation (V), il vient : 6x? — 4x = ne, d'où 4x 


: 
484 

TETE 

Cette proposition a donné lieu à la remarque suivante de Fermat : « On pourrait, 
au moyen de ma méthode résoudre le problème suivant, néanmoins très difficile : 
trouver un triangle rectangle tel que chacune des perpendiculaires, diminuée de 
l'aire, forme un carré ». Ce problème dont Fermat n’a pas laissé de solution, a été 
résolu par Euler. (Commentationes arithmeticae, I, pp. 62-72). 

1. Nouvel arithme ou seconde inconnue auxiliaire. 

2. 3, 4. Seconde inconnue. 


— 162 valeur qui serait également admise comme étant rationnelle. 
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12 carrés d’arithme (1), [retrancher les 5 arithmes] (2), lesquelles 
deviendront donc 90 unités moins 15 carrés d’arithme (3) fractionnés 
par 1 bicarré d’arithme ({) plus 36 unités moins 12 carrés d’arith- 
me (5), et égaler le reste à un carré. Or, le reste devient 15 carrés 
d'arithme ($) moins 36 unités, fractionnés par 1 bicarré d’arithme (°) 
plus 36 unités moins 12 carrés d’arithme (f), à égaler à un carré. De 
plus, le diviseur est un carré; en sorte que 15 carrés d’arithme (°) 
moins 36 unités doivent aussi être égaux à un carré. Or, cette équa- 
tion est impossible, parce que le nombre 15 ne se partage pas en 
deux carrés. Cependant la question originale n’est pas totalement 
impossible, et il faut donc discuter relativement au triangle. En 
effet, les 15 carrés d’arithme (1°) proviennent d’un certain carré qui, 
plus petit que le nombre de l’aire, a été multiplié par le produit de 
lJ’'hypoténuse et de l’une des perpendiculaires ; tandis que les 
36 unités, qui sont en soustraction, proviennent du nombre solide 
constitué au moyen de l'aire, de l’une des perpendiculaires, et de 
l'excédent dont l’hypoténuse dépasse celle des perpendiculaires 
que nous venons de dire. Dès lors, nous sommes amenés à trouver 
d’abord un triangle rectangle, ainsi qu’un nombre carré plus petit 
que l'aire, de manière que ce carré, multiplié par [le produit de](1) 
l'hypoténuse et de l’une des perpendiculaires, et [diminué] (#) du 
nombre solide constitué par l’aire, par la perpendiculaire que nous 
avons dite, et par l'excédent dont l’hypoténuse dépasse [la perpen- 
diculaire que nous avons dite, forme un carré. Dès lors, si nous 
formons ce triangle au moyen de deux nombres, et si nous supposons 
que] (#) celle des perpendiculaires que nous avons dite est issue du 
double produit de ces nombres, et si nous divisons tout par le carré 
de la différence [de ces nombres, c’est-à-dire par la différence] (1) de 


1. Seconde inconnue. "à 

2. Restauration conjecturale de Tannery au moyen des mots deAeïy roùs es. (Cf. 
loc. cit. Vol. I, p. 424.) 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Seconde inconnue. 

11. Restauration de Tannery : üno tn. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 424.) 

12. Restauration de Bachet : Aetÿer. (Cf. loc. cit. p. 400.) 
_ 13. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par une longue note interprétative,mais que 
RÉ critique de Tannery comble par la Phrase suivante que nous avons tra- 
duite : «.. Tnç ELOTÉVNE TWUY dphwy ToLA TETPAY WVOY. Kai éay nAïoowuey T0 Tptywyoy 
dTù sde Re xat Unolwueba... (Cf. loc. cit. Vol. I, P. 426, 11. 2-4.) 

14. Lacune comblée par Tannery : «.. aUTOy ToutéoTt Ty Unepoynv. (CE. loc. cit. 
Vol. I, p. 426, Il. 6-7.) 
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l’hypoténuse et de l’une des perpendiculaires précitée, cherchons 
encore une fois un autre carré qui, multiplié par le produit de l'hy- 
poténuse et de l’une des perpendiculaires, dépasse d’un carré le 
produit de l'aire et de cette perpendiculaire. Or, si nous posons que 
les nombres qui forment le triangle rectangle sont des nombres plans 
semblables (1), nous résolvons la question. 

Formons donc le triangle au moyen de 4 unités et de 1 unité. Que 
le carré soit 36 unités, afin d’être plus petit que l'aire. Dès lors, le 
triangle étant formé, exprimons-le par 8 arithmes, 15 arithmes, et 
17 arithmes. Le nombre de l'aire, diminué du nombre de l’une des 
perpendiculaires, devient 60 carrés d’arithme moins 8 arithmes ; 
ce que nous égalons à 36 carrés d’arithme, et l’arithme devient 
; d'unité. 

Revenant à ce que l’on a posé, le triangle sera donc $, ?, ©, et la 
proposition est établie {?). 





1. Si a est un nombre plan, c’est-à-dire un produit de deux facteurs, le nombre 


2 
plan semblable sera le produit des deux facteurs Ta X 6, ou eh, 
ñn 


2. Soit H, b, h, le triangle cherché qui doit satisfaire aux deux conditions : 
0h—H = (D, Sbh—h= 6° (ID). 


Supposons que le triangle est semblable au triangle rectangle dont les côtés sont 
5, 4,3 ; c'est-à-dire, posons, en manière de fausse position : H—5x, b—4x, h=—3x. 
Dès lors, les conditions (I) et (IT) deviennent, comme le texte : 6x2—5x—x? (III), 
et 6%2—3x—f2 (IV). 

Adoptons la détermination provisoire : B?=7y?1?, dans laquelle on doit avoir : 


y? <6. La relation (IV) devient donc: 6x2—3x—7212, d'où, comme le texte : x— = 
nm à 
. ‘ FRET 54 15 
Substituant cette valeur de x dans la relation (III), il PI RIT LAS TE RES 
(III), il vien AT D 


54 LT OO PA NET5yE 286 
Yi+36—12y? y14+36—12y? y1+36—12y? 
le texte : 15y2—-36—(6—7?)202— of, 

Cette expression est à rejeter comme ne pouvant donner pour l’inconnue une 
valeur rationnelle, parce que, dit le texte, 15 n’est pas la somme de deux carrés. 
En effet, si l'expression de la forme ay?—b?2=c? est satisfaite par une valeur ration- 

m bn\?  [cn\° 
nelle y= —, on aura : a=(?*) +(7) * 
n m m 

Modifions donc les positions du début, c’est-à-dire, modifions dans son espèce le 
triangle 5, 4, 3 auquel le triangle cherché sera semblable, en considérant la genèse 
des termes de l'expression 15y?— 36—0f. Or, 15ÿ/—5X3xy—=HxXhx7y?, et 


86=6X3X2=6 X 3(5-—3) =; 0h XhX(H—h). Cherchons donc un triangle auxi- 


«2, ou, comme le texte : — x?, OU, comme 


liaire A’, b',h' satisfaisant à la relation d'identification: H". h'. PUR (H'—}") 


2 
= Xj (V). 
Supposons que ce triangle auxiliaire est formé au moyen de deux nombres X et Y, 
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LEMME RELATIF À LA PROPOSITION QUI VA SUIVRE 


Deux nombres étant donnés, si un carré multiplié par l’un de ces 
nombres, puis diminué de l’autre nombre, forme un carré, l’on 
trouvera encore un autre carré, plus grand que le carré précité, et 
formant la même chose. | 

Soient donnés les deux nombres 3 et 11, ainsi qu'un carré, notam- 
ment celui de 5, qui, multiplié par 3, puis diminué de 11, forme le 
carré ayant comme racine 8. Qu'il faille donc chercher un autre 
carré, plus grand que 25, et formant la même chose. 

Que la racine de ce carré soit 1 arithme plus 5 unités. Le carré 
devient 1 carré d’arithme plus 10 arithmes plus 25 unités. Cette 
expression, prise trois fois et diminuée de [1 unités, devient 3 carrés 
d’arithme plus 30 arithmes plus 64 unités que nous égalons au carré 
ayant comme racine 8 unités moins ? arithmes, et l’arithme devient 
62 unités. En conséquence, la racine sera 67 unités, et le carré sera 
4489, lequel satisfait à la condition (1). 


ses côtés seront donc, d’après la formule de Diophante : H'=X24V2; p'—xX2 "y? 
h'=2XY. Donc : H'—h'=X?+Y—2XY—(X—Y)?. 
Substituons ces expressions dans la relation de condition (V), il vient : 


(X2+V?).2XY.y—5(X2—YT).2XY.2XV(X—Y)E=4 Divisons les deux mem 


bres par H'—h', c'est-à-dire par (X—Y})?, il vient : .2XVY.(X2+ V2) — 


y 
&—Y} 
2 


a? é 
XY.(X2—Y?).2XY= ge, Ou, posant : nr Em St il vient : 


22.2XY.(X24V2)—XV.(X2—VY?).2XV — 0 (VI) ; c'est-à-dire, que l’on doit 
trouver, comme le texte, un carré 2? qui, multiplié par le produit de l’hypoténuse 
(X2+ Y?) et de la perpendiculaire 2XY, dépasse d’un carré indéterminé « le produit 
de l’aire XY(X?—Y?) et de la perpendiculaire 2XY. Or, si X et Y sont deux nombres- 
surfaces semblables, c'est-à-dire, si l’on a S=nombre carré, et, par suite XY —nom- 
bre carré, la question, dit le texte, sera résolue. En effet, posons z?=nombre carré 
RW: et la relation (VI) devient : 4X?Vi=4. Or, cette relation est satisfaite par 
X=:4, et Y—1.Formons donc le triangle rectangle auxiliaire au moyen des nombres 
4 et 1. Ce triangle sera donc : H'=X2+ Y2—17 b'=X2—=V3—15, H=2XYES 
Y 


(X—Y} donnent 


D'autre part, les deux nombres substitués dans la relation : z?— 


y?—=36, nombre plus petit que l’aire 1 SL" h'. 


Posons maintenant que le Ne cherché, semblable au triangle auxiliaire 
trouvé, est H—17x, b—15x, h—8x. Dès lors, la condition (II), pour Taquelle nous 
adoptons donc la détermination : B?=v?1x2=36x?, devient, NE dans js ie : 


60x7—8x=—36x?, d'où : =. Le triangle cherché est donc : H =, b=— 5, h=°. 


1. Ce petit lemme, qui sera utilisé dans la proposition XV, pl que si En etat 
Diophante d'Alexandrie, 23 
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XV 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
augmenté soit du nombre de l’hypoténuse, soit de celui de l’une 
des perpendiculaires, forme un carré. 

Si nous établissons le même triangle donné de figure (1), nous en 
arrivons de nouveau à discuter (?), et à chercher un triangle rectan- 
gle, ainsi qu’un nombre carré, plus grand que le nombre de l'aire, 
tels que ce carré, multiplié par [le produit de] (%) l'hypoténuse et 
de l’une des perpendiculaires du triangle cherché, puis [diminué] ({) 
du nombre solide constitué par le nombre de l'aire, par la perpendi- 
culaire que nous avons dite, et par l’excédent dont l’hypoténuse 
dépasse la perpendiculaire précitée, excédent [constituant] (5) un 
carré, [forme un carré] (f). 

Formons donc le triangle au moyen de 4 unités et de 1 unité, et le 
carré est 36 unités. Or, ce carré n’est pas plus grand que l’aire. Nous. 
avons donc ainsi deux nombres : l’un, produit de l’hypoténuse et de 
l’une des perpendiculaires, c’est-à-dire 135 unités, l’autre, nombre 
solide constitué par l'aire, par l’une des perpendiculaires, et par 
l'excédent de l’hypoténuse et de la perpendiculaire que nous venons 
de dire, c’est-à-dire 4320. En conséquence, puisque un carré, notam- 
ment 36 unités, multiplié par 136, et diminué de 4320, forme un 
carré, cherchons un carré qui soit plus grand que 36. Si nous posons 
donc que ce carré est 1 carré d’arithme plus 12 arithmes plus 
36 unités, et si nous nous conformons à la démonstration exposée 
précédemment (*), nous trouverons une infinité de carrés satisfai- 
sant au problème, et dont l’un sera 676 unités. 


bres a, b, et un carré #°? sont tels que l’on ait : an?—b—ax?, on trouvera un carré 
n?>n? tel que l’on ait : am?—b=f6?. Soit a=3, b—11 et n?—(5}?. On a : 3X25—11 
—(8)?. Posons m2—(x+45)2 On doit avoir 3(x?+10x+25)—11—82. Adoptons la 
détermination : B—(8—2x)?; donc: 3x2+30x+64—(8—2x)}2, d’où comme le texte : 
x=62; donc : m°—(67)?—4489,. 

1. C'est-à-dire le triangle dont les côtés sont 5, 4, 3. 

2. Sous-entendu nepi To tprywvou, c'est-à-dire (discuter) relativement au 
triangle (adopté). 

3. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par üro rnç (Loc. cit. p. 405). 
. Lacune que Bachet a comblée par le mot : Aeiber. (Ibidem.) 
. Sens rétabli par Tannery au moyen du mot oùonc (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 430). 
. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par : not Terpaywvoy. (Loc. cit. p. 405). 
. Voir le lemme qui précède cette proposition. | 


J OO Cr à 


LIVRE VI 263 





Posons donc que le triangle rectangle est 8 arithmes, 15 arithmes, 
et 17 arithmes ; dès lors 60 carrés d’arithme plus 8 arithmes devien- 
nent égaux à 676 carrés d’arithme, et l’arithme devient 4. Revenons 
aux choses posées (1). 


XVI 


Trouver un triangle rectangle tel que, si l’on découpe [l’un] (?) 
de ses angles aigus en deux parties égales, le nombre de la droite qui 
découpe l’angle soit rationnel (). 


1. Soit Æ, b, h le triangle cherché devant satisfaire aux deux conditions : bb + H 
= at (1), et 504 h= 8? (IT). 


Supposons le triangle cherché semblable au triangle de côtés 5, 4, 3, et posons, en 
manière de fausse position : H—5x, b—4x, h—3x. Dès lors, les conditions (I) et 
(II) deviennent : 6x?+5x4=— ax? (III) et 6x2+3x—6? (IV). Adoptons la détermination 
provisoire : B?=—y?x? dans laquelle on doit avoir : y?>aire 6. Substituons dans la 
relation (IV) que nous résolvons par rapport à x, et dont la valeur, en fonction de y, 
substituée dans (III) amène une relation à rejeter comme ne donnant pas, pour x, 
une valeur rationnelle. Cette relation, considérée au point de vue de son origine, 
amène, comme dans la solution de la proposition XIV {voir noie): à rechercher un 


triangle auxiliaire H”, b’, h',satisfaisant à la condition: H'.h’ ÿP EUR h'.(H'—h/) 


—=«@?, (V}. Or, on a vu dans la solution de la proposition XIV (voir note), que deux 
nombres ayant entre eux le rapport d’un carré à un carré, ou bien, dont le produit 
est un carré, satisfont à cette condition (V). En conséquence, cette condition est 
satisfaite par les deux nombres 4et 1,et le triangle rectangle auxiliaire, formé au 
moyen de ces deux nombres, sera : H'=4?+11—17, b'=4—1=15, h'=2XA4X1=8. 
La substitution de ces expressions dans la relation (V) donne, comme le texte : 
136y?—4320= a, Or, cette relation est satisfaite par v?®—36, alors que l’on doit avoir: 


y > 50h" =60. Il faut donc satisfaire à la relation au moyen d'un carré plus grand 


que y?=36 ; ce qui est possible en vertu du lemme qui précède la proposition. Que 
ce carré soit donc (y+-6)2. On doit donc avoir : 136(v?+12v+36)—4320=—a?. Adop- 
tons la détermination : «?=—(16y—24)?, on aura : 136y?+1632y+4576—256y?+ 
576—768y, d'où : y—20, d’où, comme le texte : (y-+6)?—676. 

Revenons maintenant sur les positions du début, et posons : H=17x, b—15x, 
h—8x. La condition (II) devient, comme le texte : 60x2+8x—8?. Adoptons la déter- 
RpAtON définitive : 82—676x2, il vient, comme le texte : 60x?+8x—676x?, d’où : 
X=— 77 Le triangle rectangle cherché sera donc : PAU ie 

te propositions XIV et XV de Diophante ont donné lieu à une note de Fermat 
dans laquelle il propose et résout un troisième cas, énoncé comme suit : « trouver un 
triangle rectangle tel que l hypoténuse, ainsi que l’une des perpendiculaires, 
diminuées de l’aire, forment un carré ». (Voir éd. précitée des Œuvres de Fermat, IIT, 
pp. 341 et suivantes.) 

2. pu&ç, mot restauré par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 430.) 

3. En d’autres termes : trouver un triangle rectangle dont la bissectrice d’un an- 
gle aigu soit exprimée en nombre rationnel. 
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#& Posons que la droite qui découpe l'angle en deux parties égales 
est 5 arithmes, et que l’un des segments de la base (1) est 3 arithmes. 
Dès lors, la verticale (*) sera 4 arithmes. Posons enfin que la base, 
prise à partir de son origine, est une quantité quelconque d’unités 
triplée (3), notamment 3 unités ; en sorte que le segment restant de 
la base sera 3 unités moins 3 arithmes. Mais, puisque l’angle a été 
coupé en deux parties égales, et que la perpendiculaire est les ; du 
segment (1), il s'ensuit que l’hypoténuse est aussi les 5 du restant de 
la base (5). Or, on a posé que le segment restant de la base est 
3 unités moins 3 arithmes ; donc, l’hypoténuse [est] ($) 4 unités 
moins 4 arithmes. Reste à égaler le carré de cette expression, 
c'est-à-dire 16 carrés d’arithme plus 16 unités moins 32 arithmes, 
à la somme des carrés des perpendiculaires, c’est-à-dire à 16 carrés 
d’arithme plus 9 unités (?), et l’arithme devient &. Le reste est clair. 
En effet, si nous prenons le tout 32 fois, la perpendiculaire sera 
28 unités, la base 96 unités, l’hypoténuse 100 unités, et la droite 
qui découpe l'angle 35 unités ; tandis que les [segments de la base 
seront, l’un 21 unités, et l’autre 75 unités] (8) (?). 


1. C'est-à-dire le segment de la base à partir de l'angle droit. 

2. xaeros, la cathète ou la verticale, avec la signification particulière de hau- 
teur du triangle rectangle. à ER 

3. C'est-à-dire posons que la base totale est exprimée par un multiple de 3. 

4. C'est-à-dire du segment de la base pris à partir du pied de la perpendiculaire. 

5. Euclide, livre VI, proposition III, énoncée comme suit : « Si un angle d’un 
triangle est partagé en deux parties égales, et si la droite qui partage cet angle 

coupe la base, les segments de la base auront la même raison que les autres côtés de 
ce triangle ; et si les segments de la base ont la même raison que les autres côtés 
du triangle, la droite qui est menée du sommet à la section partagera l'angle de ce 
triangle en deux parties égales ». (Voir : Les Éléments de géométrie d'Enuclide, tra- 
duits littéralement etc. par F. Peyrard. Paris, 1809, in-80, p. 213.) 

* 6. or, restauration de Bachet. (Cf. loc. cit. p. 407.) 

7. Euclide, livre I, proposition XLVIT, énoncée comme suit : « Dans les triangles 
rectangles, le quarré décrit sur le côté opposé à l’angle droit est égal aux quarrés 
construits sur les côtés qui comprennent l'angle droit ». (Voir éd. précitée de la tra- 
duction de Peyrard, p. 70). | 

‘8. La dernière phrase, placée entre crochets, est altérée dans les manuscrits. et 
nous la traduisons d’après la reconstitution conjecturale suivante de l'édition de 
Tannery. (C£. loc. cit. Vol. I, p. 432) : vouat rnç Baceuc, à uëv Max, h dë Moc. 

9. Soit le triangle A BC. Posons, comme le texte : AD=—5x ;: BD—3x, d'où 


A. (Euclide, liv. I, prop. XLVII) : AB— (5x)?—(3x)?— 4x. 
N°4 Supposons, comme le texte, que BC est un multiple de 3, 
soit BC=—3 ; donc DC—3—3%x. Or, (Euclide, liv. VI, 

prop. III) : BD AB : 3x 4x 


4 DO TAC TANIA EE 
B D à 3(3—3x)=4—4x. Or, (Euclide,_ Hv.,1,: prop, XLVIIY: 
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XVII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
augmenté du nombre de l’hypoténuse, forme un carré, et que le 
nombre de son périmètre soit un cube. 

Posons que le nombre de l'aire du triangle est 1 arithme, et que 
le nombre de son hypoténuse est une quantité quadratique 
d'unités moins 1 arithme, notamment 16 unités moins 1 arithme. 
Mais, puisque nous avons supposé que le nombre de l'aire du triangle 
est 1 arithme, il s'ensuit que le produit des côtés situés autour de 
l’angle droit devient 2 arithmes. Or, 2 arithmes constituent le 
produit de 1 arithme et de ? unités ; donc, si nous posons que l’une 
des perpendiculaires est ? unités, l’autre sera 1 arithme. Dès lors, 
le périmètre devient 18 unités ; ce qui n’est pas un cube. Or,18 pro- 
vient d’un carré augmenté de 2 unités ; en conséquence, il faudra 
trouver un carré qui, augmenté de 2 unités, forme un cube ; de 
manière qu’un cube excède un carré de ? unités. | 

Posons donc que [la racine] (1) de ce carré est 1 arithme (*) plus 
1 unité, et que la racine du cube est 1 arithme moins 1 unité. Le 
carré devient 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité, et le 
cube devient [1 cube d’arithme] (#) plus 3 arithmes moins 3 carrés 
d’arithme moins 1 unité. Nous voulons donc que ce cube excède 
ce carré de ? unités ; en conséquence, le carré, augmenté de 2 unités, 
c’est-à-dire 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 3 unités, sont 
égaux à 1 cube d’arithme plus [3 arithmes moins 3 carrés d'arithme 
moins 1 unité] ({), d’où l’on trouvera comme arithme 4 unités. En 
conséquence, la racine du carré sera 5 unités, et celle du cube 
3 unités : le carré même sera 25 unités, et le cube 27 unités. 

Modifions donc le triangle rectangle, et, ayant posé que son aire 
est 1 arithme, posons que l’hypoténuse est 25 unités moins 1 arith- 


(4—4x)2=(4x)2+32, ou, comme le texte : 16x2+16—32x—16x?+9, d'où : en 
Adoptons des côtés homologues 32 fois plus grands, il vient, comme le texte : 
AB=—28 ; BC—96; AC—100; AD—35 ; BD—21, DC—75. 
1. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par le mot mheup&. (Cf. loc. cit. p. 422.) 
2. Nouvel arithme ou inconnue auxiliaire. 4 
3. Lacune que Bachet a comblée par l'expression : Ka, c’est-à-dire « 1 cube 
 d’arithme ». | SUR: Le nas 
4. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par l'expression : y À AYyM.., 
c'est-à-dire : 3 (arithmes) moins 3 carrés d’arithme moins (une) unité. 
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me, tandis que la base reste 2 unités, et la verticale 1 arithme. 

Il faut enfin que le carré de l’hypoténuse soit égal aux carrés des 
côtés situés autour de l’angle droit. Or, ce carré devient 1 carré 
d’arithme plus 625 unités moins 50 arithmes; donc, il sera égal à 
1 carré d’arithme plus 4 unités, d’où l’arithme sera $. Revenons à 
ce que nous avons posé, et la proposition est établie (1). 


XVIII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
augmenté du nombre de l’hypoténuse, forme un cube, et que le 
nombre de son périmètre soit un carré. 


a 


1. Soit Æ, b, h le triangle rectangle cherché devant satisfaire aux conditions: 
DUh + H=ut (D) et H+b+h=65 (ID. 


La condition (I) est évidemment vérifiée en posant : Sbh=x, et H—16—x. Dès 


lors, puisque b4=—2x, posons encore : b—2, k=—x. Donc, la condition (II) donne : 
164+2—18. Comme elle n’est pas vérifiée, il faut modifier les positions adoptées, de 
manière que 18, somme d’un carré augmenté de 2 unités, soit remplacé par un nom- 
bre cube ; c'est-à-dire que l’on doit résoudre l'expression de la forme : a?+2—f}. 

Posons : 4 ==y+1, et B,—y—1, d’où, comme le texte : «?—#2+2y+1,et Bi—=y3+ 
3y—3y*—1. On doit donc avoir, comme le texte : y?+2y+3= y34+3y—3y?—1. 

Diophante n’expose pas la manière dont il résout cette équation du 3me degré, la 
seule que l’on rencontre dans la partie de ses ouvrages qui nous est restée, et il 
se borne à déclarer que la solution est : y—4. Cependant la rencontre exception- 
nelle de cette équation ne permet pas d'affirmer que Diophante fut déjà en possession 
d'une méthode générale pour résoudre l'équation du 38 degré ; car, le fait que cette 
équation peut se mettre sous la forme : 4y?+4=3+7, ou 4(y?+1) —y(y?+1), 
aura amené Diophante à diviser les deux membres par (y®+1), d’où, comme le 
texte : y—4. Les deux solutions irrationnelles de cette équation: y=+j/—1, qu'il 
n'eut, du reste, pas admises, auront échappé à Diophante. En conséquence, on aura, 
comme le texte : «=y+1=5, 22=25, et B=y—1=3, Bf—27. 

Revenons maintenant sur les positions du début, en posant : H—25—x, et en 


posant encore : Sbh=x, et b=—2, h=x. On satisfait ainsi évidemment aux conditions 
imposées. Enfin, l'équation pythagoricienne (Euclide, 1. I, prop. XLVII) donne : 
(25—x)2—x2422 ou, comme le texte : 42+625—50x—x2+4, d'où : = Le 
629 

50: 
car : Sbh + H—(5)2, et H+b+h=— (3). 

. Fermat a fait remarquer, chose probablement ignorée par Diophante, que l’équa- 
tion x#+42=—ÿ5 n’admet que la seule solution x=5, y=—3 en nombres rationnels, et 
que, de même, l'équation x2+-4—y3 n’admet que les deux solutions : x—2, y=:2, 
et x—=11, y=5. (Voir Œuvres de Fermat, II, pp. 433-4). Les démonstrations de ces 


deux propositions n’ont cependant pas été données par Fermat, mais, plus tard, 
par Euler. (Voir Euler, Algèbre, IT, art. 192.) 


triangle cherché est donc : H— be? Be, et il vérifie les deux conditions, 
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Si, comme dans la proposition précédente, nous posons que le 
nombre de l'aire est 1 arithme, et que le nombre de l’hypoténuse 
est une quantité cubique d'unités moins 1 arithme, nous en arrivons 
à chercher un cube qui, augmenté de deux unités, forme un carré. 

Posons que la racine de ce cube est 1 arithme moins 1 unité ; ce 
cube, [augmenté de 2 unités] (!), devient 1 cube d’arithme plus 
3 arithmes plus 1 unité moins 3 carrés d’arithme. Cette expression 
sera un carré. Qu'elle soit le carré ayant comme racine 1 5 arithmes 
plus 1 unité, et l’arithme devient % unités. La racine du cube sera 
donc ?, et le cube même sera &. 

Posons de nouveau que le nombre de l'aire est 1 arithme, et que 
l’hypoténuse est #Ë unités moins 1 arithme. D'autre part, nous 
avons comme base 2 unités, et comme verticale 1 arithme. Dès lors, 
si nous égalons le carré de l’hypoténuse aux carrés des côtés situés 


autour de l’angle droit, nous trouvons un arithme rationnel (?). 


XIX 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire 
augmenté du nombre de l’une des perpendiculaires, forme un carré, 
et que le nombre de son périmètre soit un cube. 


1. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par les mots : petà uoyadwv B. (C£. loc. 
cit. p. 424). 


2. Soit H, b, hle triangle cherché devant réaliser les deux conditions : Sbh+ He? 
et H+b+h—p6?. 
La première condition est évidemment vérifiée en posant : 5oh=x, et H==05—x. 


D'autre part, puisque b#h—2x, posons, en outre : b—2, et k—x. Dès lors, la seconde 
condition devient : «2+2=—182. Il faut donc trouver un cube qui, accru de 2, forme un 


se CAT Ê 
carré. Posons : «—y—1,et adoptons la détermination : ge (15y+ 1) . On doit donc 


2 17 
avoir : y°+3y+ 132: +3y+ 1, d’où, comme le texte: =. Donc : «=, et 


n 
3 __ 4913 
64 
Posons maintenant : H x, et posons de nouveau : b==2, et h=x. Ces 
expressions satisfont aux conditions imposées, et l'équation pythagoricienne donne 
4913 3 24121185 ï ñ ÿ 
(= —x) 1? OÙ: = ngle cherché sera donc : H=— 
enfin : er x) =4?+ 4, d'où: x— 28864 Le triangle 
24153953 , }_)_1257728 },__24121185 


628864 ?” 628864’ 628864 
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Établissons le triangle au moyen d’un nombre indéterminé im- 
pair (1), tel que 2? arithmes plus 1 unité. En conséquence, la verticale 
sera ? arithmes plus 1 unité, la base 2 carrés d’arithme plus ? arith- 
mes, et l’hypoténuse 2 carrés d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité. 
Reste à avoir que le périmètre du triangle soit un cube, et que le 
nombre de son aire, augmenté de l’une des perpendiculaires, forme 
un carré. Or, le périmètre devient 4 carrés d’arithme plus 6 arithmes 
plus ? unités égaux à un cube ; expression qui est un nombre com- 
posé, car elle est constituée par le produit de 4 arithmes plus ? unités 
et de 1 arithme plus 1 unité. En conséquence, si nous divisons 
chacun des côtés (2?) par 1 arithme plus 1 unité, nous aurons 4 arith- 
mes plus ? unités comme périmètre du triangle ; ce qui sera un cube. 
Il reste donc à avoir que le nombre de l’aire, augmenté de l’une des 
perpendiculaires, forme un carré. Or, le nombre de l’aire du triangle 
devient 2 cubes d’arithme plus 3 carrés d’arithme plus 1 arithme 
fractionnés par 1 carré d’arithme plus 2 arithmes plus 1 unité, et 
l’une des perpendiculaires est 2 arithmes plus 1 unité fractionnés 
par 1 arithme plus 1 unité. Et si nous réduisons ces deux expressions 
au même diviseur, on obtient (%) 2 cubes d’arithme plus 5 carrés 
d’arithme plus 4 arithmes plus 1 unité, lesquels ont, comme commun 
diviseur, 1 carré d’arithme plus ? arithmes plus 1 unité ; en sorte 
que la somme des deux expressions forme ? arithmes plus 1 unité, 
lesquels doivent être égaux à un carré. Or, nous cherchons aussi à ce 
que 4 arithmes plus ? unités soient égaux à un cube; par conséquent 
nous sommes amenés à trouver un cube qui soit le double d’un carré. 
Or, tel est 8, double de 4 unités. Soient 4 arithmes plus ? unités égaux 
à 8 unités, et l’arithme devient 1 5. En conséquence, le triangle rec- 


tangle sera : 5, ©, ?, et les choses sont établies ({). 


— 


1. Diophante considère ici la construction d’un triangle rectangle au moyen d’un 
nombre impair d’après la formule que Héron attribue à Pythagore, c’est-à-dire que, 
si a est le nombre impair, les côtés du triangle satisfaisant à l’équation pythagori- 
ai1 ,_ ati | 

2H 
2. C'est-à-dire les côtés du triangle. 
3. C'est-à-dire que l’on obtient comme somme des deux expressions. 








cienne seront : H— NET R 


4. Soit À, b, h le triangle rectangle devant réaliser les deux conditions : Sbi+h= 


«?, et H+b+-h—p83. 
Formons le triangle au moyen d’un nombre impair indéterminé 2x+-1. On aura 
donc, d’après la formule pythagoricienne (voir note antépénultième) : H— 


.1)2 227 
cire Hi _os219,11 : pe PE) lots et h=—2x+1. Dès lors, d’après 
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XX 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire, 
augmenté du nombre de l’une des perpendiculaires, forme un cube, 
et que le nombre de son périmètre soit un carré. 

S1 nous utilisons de nouveau la même marche que dans la propo- 
sition précédente, nous sommes amenés à égaler 4 arithmes plus 
2 unités à un carré, et à égaler 2 arithmes plus 1 unité à un cube. 
Dès lors, on en arrive à chercher un carré qui soit le double d’un 
cube. Or, 16 est le double de 8. Égalons de nouveau 16 unités à 
4 arithmes plus 2 unités, et l’arithme devient 3; unités. Le triangle 


rectangle sera donc: FF; %,% (1). 


XXI 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son périmètre 
soit un carré, et que ce périmètre, augmenté du nombre de l’aire du 
triangle, forme un cube. 


la seconde condition, on doit avoir, comme le texte : 4x2+6x4-2—83, c'est-à-dire : 
(4x+2) (x+1)=B6$5. Donc, si nous divisons les trois côtés du triangle par (x+1), 
on devra avoir : 4x+-2—B5, et les côtés (x+ 1) fois plus petits du triangle semblable 
y 2%+2x+1 ; p— 2%? +2x n—2%+1 
Ces TPS PE GENE RS SN PAUTS 
2284 3x4, 2441 2204544541 à Cu comme le 
x2+ 2x +1 x—+i x2L2x+ 1 
texte : 2%+1—a?. Dès lors, comparant avec la relation trouvée plus haut : 
4x +2=2{2x+1)=65, il vient : 2x2—£8. II faut donc trouver un cube double d’un 
carré ; or, le cube 8 est double du carré 4. Adoptons donc la détermination f—8, et 


seront : 





. Dès lors, la première condition 


donne, comme le texte : 





1] vient, comme le texte : 4x+2—8, d’où le. Le triangle cherché sera donc : 


17 15 8 
H = — = — ——. 
5 | b = h ; | 
; Ne Ï 
1. Soit A, b, k, le triangle rectangle devant réaliser deux conditions : 50h + h=a, 
et H+b+h—82. 


Si l’on procède comme dans la solution de la proposition XIX, on arrivera de 
même aux deux relations : 2x-L1—a, et 4x+2—2(2r+1)=82, d'où : 2aÿ=£?. Il 
faut donc trouver un carré qui soit le double d’un cube ; or, le carré 16 est double 
du cube 8. 

Adoptons donc la détermination 82—16, et il vient, comme le texte : 4x bo 106, 


d’où : Ke 3s. Les côtés du triangle cherché, qui ont les mêmes expressions que dans 
2x4 2x4 1. 65, 2x4 2% 


la solution de la proposition XIX, seront donc : H— AC 9 : + Le Ré 


re: à 
HOT CS ORENTS 
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Formons le triangle rectangle au moyen de 1 arithme et de 1 unité. 
L'une des perpendiculaires devient ? arithmes, l'autre 1 carré 
d’arithme moins 1 unité, et l’hypoténuse 1 carré d’arithme plus 
1 unité. Dès lors, on en arrive à chercher à égaler ? carrés d’arithme 
plus ? arithmes à un carré, et à égaler 1 cube d’arithme plus 2 carrés 
d’arithme plus 1 arithme à un cube. Or, il est facile d'établir 2 carrés 
d’arithme plus ? arithmes en un carré ; car, si l’on divise 2 unités 
par un carré diminué de 2 unités, on trouve l’arithme. Mais, cet 
arithme doit être trouvé tel que la somme de son cube, de deux de 
ses carrés, et de lui-même, forme un cube. 

L’arithme est donc constitué par ? unités divisées par 1 carré 
d’arithme (1) moins ? unités ; son cube devient 8 unités fractionnées 
par [le cube] (?) de 1 carré d’arithme (?) moins ? unités ; ses deux 
carrés deviennent 8 unités fractionnées par le carré de 1 carré 
d'arithme (4) moins 2 unités, tandis que l’arithme même est 2 unités 
fractionnées par 1 carré d’arithme (5) moins ? unités. Réduisons tout 
au même diviseur, et l’on obtient ($) 2 bicarrés d’arithme (?) frac- 
tionnés par le cube de 1 carré d’arithme ($) moins 2 unités. Or, le 
diviseur est cubique ; en conséquence, 2 bicarrés d’arithme (°) sont à 
égaler à un cube. Divisons tout par 1 cube d’arithme (1°), et l’on 
obtient 2 arithmes (11) à égaler [à un cube] (1). Dès lors, si nous 
posons qu'ils sont égaux à une quantité cubique d’unités, on trou- 
vera que l'arithme (#) est la moitié d’un cube. Que ce cube soit 
8 unités, sa moitié devient donc 4 unités..….......…. se (carré (#} 


. Nouvel arithme auxiliaire, ou seconde inconnue que le texte introduit ici sans 
ne distinction terminologique. ° 

2. x08w, restauration due à Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I. I, p. p. 442, L. 3.) 

3. 4, 5. Seconde inconnue auxiliaire. 

6. C’est-à-dire que l’on obtient, comme somme des trois termes qui précèdent. 

7, 8, 9, 10, 11. seconde inconnue auxiliaire. 

12. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par le mot xüBw. (Cf. loc. cit. p. 430.) 

13. Seconde inconnue auxiliaire. 

14. Le texte présente ici une assez forte lacune que l’édition critique de Tannery 
n’a pas tenté de combler conjecturalement. Cependant, Bachet a proposé la recon- 
stitution suivante, assez DAS bien due trop concise : où 6 TETPAYWVOS ÉSTL 
M 1S: tdoow év duvapeot, xai yivoyrar AT tout AYB5E6, nat yiverar à 5 ab, à de. 

… c'est-à-dire : « … dont le carré est 16 unités. Posons (cet arithme, et son 
carré) en leurs valeurs, (c’est-à-dire substituons-les dans |” ‘expression qui doit être 
égale à un cube), et 16 carrés d’arithme deviennent égaux à 2 carrés d’arithme plus 


2 arithmes, et l’arithme devient - ; tandis que le. {reprise du texte). 


15. C'est-à-dire le carré du rentes arithme ou de la 1re inconnue considérée au 
début de la solution. 
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devient %, dont il faut retrancher 1 unité, parce que l’une des perpen- 
diculaires est 1 carré d’arithme moins 1 unité. Dès lors, on est amené 
à chercher un cube tel que le quart de son carré soit plus grand que 
2 unités, et plus petit que 4 unités. Donc, si nous posons que ce cube 
est 1 cube d’arithme (1), nous cherchons à avoir ; de cubocube 
d’arithme (?) plus grand que ? unités, et plus petit que 4 unités ; 
donc, à avoir le cubocube d’arithme (*) plus grand que 8 unités, 
et plus petit que 16 unités. Or, tel est le cubocube % ; donc, le cube 
est +. 

En conséquence, posons que ? arithmes ({) sont égaux à % unités ; 
l’arithme (5) devient %, et le carré d’arithme 4% (f). Dès lors, si nous 
divisons ? unités par ce qui est inférieur de ? unités à cette dernière 
valeur, nous trouvons que l’arithme (?) est 7 unités, et nous pouvons 
_retrancher 1 unité de ce carré ($). 


1, 2, 3. Nouvelle ou troisième inconnue. 
4, 5, 6. Seconde inconnue auxiliaire. 
7. Première inconnue considérée par le texte. 
8. Soit H, b, h le triangle rectangle devant satisfaire aux deux conditions : 
© H+b+h= (D), (H+0+h) +308 (ID). 

Formons ce triangle au moyen de x et de 1. Les côtés seront donc, d’après la for- 
mule habituelle de Diophante : H—x2+1, b=x2—1, h—2x. Dès lors, d’après la con- 


dition (I) on doit avoir, comme le texte : 2x?+2x=x? (III), et 4942444265 (LV). 
Adoptons la quasi-détermination : «?—y?x?,; donc : 2x4 2x=—yèx?, d'où, comme 





le texte: = 5 Substituons cette valeur dans la relation (IV), (voir la note 
LE 2 SLR DE 8 8 2 
relative à la reconstitution de la lacune du texte), il vient : rm) LAN PT-mev) LE VER 


—85, Réduisons au même dénominateur, il vient, comme le texte : Ge B5, 


3 . . , . 4 
ou : 2y4—(y2—2)885—6,$ ou, comme le texte : yet On satisfait évidemment à 


cette relation en posant : 8i—8 ; donc : 2y—8, d'où, comme le texte : y—4. En 





- 2 ESS, : i | 
conséquence, 1= 253; d'où, comme le texte : TS Or cette valeur ne peut 


être admise : car, substituée dans b—x?—1, la base du triangle serait exprimée par 
par une quantité négative. On doit donc trouver pour x une valeur plus grande que 1; 


c’est-à-dire que l’on doit avoir : > 1, ou 2<y?<4. Revenons donc sur la déter- 





2 
res » 4 
mination adoptée pour Pä, et posons : 25. Dès lors, 2y==25, d'où, comme le texte : 
+'RUTS 2. | 3 
=. On doit donc satisfaire à la condition : 2<72° <4, ou, comme le texte : 


729 


8<2<16. Or, cette double inéquation est satisfaite par la valeur EE” d'où 


27 : RATES UE 
comme le texte : Pere En conséquence, on aura, comme le texte : =" d’où : 
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XXII 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son périmètre 
soit un cube, et que ce périmètre, augmenté du nombre de l’aire du 
triangle, forme un carré. 

Il faut d’abord examiner la question de trouver un triangle 
rectangle tel que, deux nombres étant donnés, le nombre du péri- 
mètre de ce triangle soit égal à l’un des nombres donnés, et le nombre 
de l’aire du triangle égal à l’autre nombre. 

Que les deux nombres soient 12 et 7, et proposons que 12 soit le 
nombre du périmètre du triangle, et 7 le nombre de l’aire. Dès lors, 
le produit des côtés situés autour de l’angle droit du triangle sera 
14 unités; et si nous posons que l’une des perpendiculaires du 
triangle est 1 inverse d’arithme, son autre perpendiculaire sera 
14 arithmes. Or, le périmètre du triangle est aussi 12 unités ; donc, 
l’hypothénuse sera 12 unités moins 1 inverse d’arithme moins 
14 arithmes. Reste à égaler le carré de cette expression, c’est-à-dire 
1 inverse de carré d’arithme plus 196 carrés d’arithme plus 172 unités 
moins 24 inverses d’arithme moins 336 arithmes, aux carrés des 
côtés situés autour de l’angle droit, c'est-à-dire à 1 inverse de carré 
d’arithme plus 196 carrés d’arithme. Ajoutons de part et d'autre les 
termes négatifs ; retranchons les semblables des semblables ; multi- 
plions tout par l’arithme, et 172 arithmes deviennent égaux à 
336 carrés d’arithme plus 24 unités ; ce qui n’est toujours pas possi- 
ble si la moitié de la quantité d’arithmes, multipliée par elle-même, 
et diminuée de la quantité de carrés d’arithme multipliée par la 
quantité d'unités, ne forme pas un carré (1). Or, la quantité d’arith- 
mes provient du carré du périmètre, augmenté du quadruple du 
nombre de l’aire ; tandis que la quantité de carrés d’arithme, multi- 
pliée par la quantité d'unités provient de l’octuple du carré du 
périmètre, qui a été multiplié par l'aire. En conséquence, si les 
nombres sont donnés tels que le sont ces derniers, que le nombre de 


27 729 2 512 s : 
= — 2 , à 157 ES SR er k ] ] t l 
VS S ty 256 Dès lors : x V2 Ste d’où, achevant la solution que le 
| aie 4800233 4215059 2211024 
texte abandonne à cet endroit : H "47080 * ? — 47080” CEE 17” 


1. C'est-à-dire que l’équation ne fournira une valeur rationnelle que si, dans l’ex- 
pression de l’inconnue, le terme sous le radical est un carré. 
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l'aire soit 1 arithme (1), et que le nombre du périmètre soit à la fois 
un cube et un carré, notamment 64 unités. Dès lors, pour construire 
le triangle, il faut retrancher l’octuple du carré du périmètre qui a 
été multiplié par 1 arithme, de la demi-somme du carré de 64 unités 
et de 4 arithmes, multipliée [par elle-même] (?), et enfin chercher à 
égaler le reste à un carré. On obtient ainsi 4 carrés d’arithme plus 
4194304 unités moins 24576 arithmes, et, prenant le quart, 1 carré 
d’arithme plus 1048576 unités moins 6144 arithmes, à égaler à un 
carré. Or, 1 arithme plus 64 unités doivent aussi être égaux à un 
carré. Dès lors, rendons les quantités d'unités égales (%) ; faisons la 
différence () et la division (5), et le reste est clair ($). 


1. Nouvel arithme, ou seconde inconnue auxiliaire, que le texte introduit ici sans 
autre distinction terminologique. 


2. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par : ép'ëauro. (Cf. loc. cit. p. 433.) 
3. C'est-à-dire multiplions les deux termes de la seconde de ces deux dernières 


équations par un nombre tel que les termes indépendants de l’inconnue deviennent 
égaux dans les deux équations. 

4, C'est-à-dire retranchons les deux dernières équations membre à membre. 

5. C'est-à-dire divisons en deux facteurs le premier membre de l’équation résul- 
tant de la différence des deux équations précédentes. 

6. Soit À, b, h le triangle rectangle devant satisfaire aux deux conditions : 


H+6-h=08 (1) et (H+-644)+Lbh 82 (ID). i 
Cherchons d’abord un triangle auxiliaire H' b' h' tel que l’on ait : H'+0'+h'=p, 
et 50'h'—9, et adoptons les déterminations provisoires : p—12, et g=—7. On a donc: 


H'+b'+h'—12, et Dh =T, d’où : b'h'—14. Dès lors, posons, comme le texte : 
br, et h'=14%, d'où, substituant dans la relation : H'+b'+h'=-12, on a, comme 
le texte : H 125 —14x. On a donc, en vertu de l'équation pythagoricienne : 
(12-514) = + (140), ou, comme le texte : LH 106204- 172 336% — 


+ 19622, ou, comme le texte : 172x—336%?+ 24. 


Résolvons cette équation à la manière de Diophante ; il vient successivement : 
2 2 
386x#—-172%— 24, ou : (836x)°—172(336x) +(2<) (+) _-24X336, ou 


HE 
2 9\ 2 TEA DRONEP RARE 
(s36:— +) =() _24%x336, d’où : 33662 +1/ (+) _24x336. Donc, 
comme le dit le texte, on n’obtiendra une valeur rationnelle de x que si le carré de la 


moitié du coefficient de x, c'est-à-dire as ) , diminué du produit du coefficient de x?, 
ou 336, par le terme indépendant de x, ou 24, forme un carré. Or, comme il n’en est 
pas ainsi, il faut modifier les déterminations de p et de g en considérant la genèse du 


: 0 ) ! ! { 
terme : (+) —24 x 336. Or, on a, comme le texte : 172=—(12)?+4x 7—=(H"+40+h")? 


4x 0h set l’on a, d’autre part :24X 336—8 X 7x (12)2=8 x Sb'h x (H'+b'+h"). 
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XXIII 


Trouver un triangle rectangle tel que le carré de l’hypoténuse 
soit la somme d’un autre carré et de sa racine, et que, divisé par le 


a — 





On doit donc avoir, par identification avec le terme sous le radical : 


H' ; 1\2_L 4 1prpr2 
Re tt Lg x Sb'h' xX(H'+b'+h')2=nombre carré y!. 


Revenons donc sur les déterminations de p et de g, et posons : p—64 et g=y. Dès 
lors, on a : H'+ b'+h'=64=8?—4$, et SUW=Y, et l’on devra avoir, par substitu- 


2 2 ; 
tion dans la relation précédente, comme le texte : ee —8 X y x (64)2=Yy!, 


ou, comme le texte : 4y2+4194304—24576y— y?, dois prenant, comme le texte, le 
quart de cette expression : y*+1048576—6144y— = (III). Or, d’après la con- 


dition (II) on doit avoir aussi : y+464—$? (IV). 

Poursuivons la solution à partir de ce point où le texte l’abandonne à la sagacité 
du lecteur, et se borne à indiquer la marche à suivre, c’est-à-dire à indiquer que le 
système de la double équation (III) et (IV) doit être résolu en rendant d’abord 
égaux les deux termes indépendants de l’inconnue ; puis en procédant par différence, 
et, enfin, par décomposition en deux facteurs des deux membres de l’équation 
résultante. 

Multiplions donc les deux membres de l’équation (IV) par 16384. Les deux équa- 
tions (III) et (IV) deviennent donc : y?+1048576—6144y=— y, et 16384y+ 1048576 
— 16384p2— 128?6?—$8f. Dès lors, par différence, on a : y?—22528y—y}—82? (V), ou : 
y(y— 22528) = (y1 +81) (Y1—B) ; d’où, par identification : N+h=?y, et — 


y— 22528 ; d’où, par différence : B,— 11264, et 82— 1126877696, d'où : p2— 1206877696 . 


FASO 
ACOTTONS es en 
128 


valeur inadmissible pour l’aire d’un triangle pour lequel on a adopté le périmètre 64. 
I] faut donc décomposer le 1.7 membre de l’équation (V) en deux autres facteurs, 
en considérant notamment que son terme 22528 est divisible par 11, comme l'a fait 


remarquer Bachet dans une note qu’il consacre à cette proposition. (Voir éd. précitée 
de Bachet, p. 434.) 


Posons donc : y t—22528y= 119] 2048 |= 136, d’où, par identification : 


d’où, par substitution dans l'équation (IV), il vient : y=— 


N+B=I1ly, et n— = —2048 ; d'où par différence : pie ES et 








22 ? 
»_(120y+ 22528), qu. gs Pi _(120y+22528)?, , , te 
p° ARS WANT ER, HE mat ds Lise ; d’où, par substitution dans 
l'équation (IV), il vient : 14400y?2=—2523136y, d’où : =. 

Revenons maintenant à la question originale. Si l’on pose : H+b+hk—64— 458, on. 
satisfait à la condition (I), et si l’on pose : =, onsatisfait à la condition (IT), 

30424 53824 /232\? 78848 MENT 
qui devient : 64+ 255 "225 (+) . Dès lors : bh— nel et posons : De et 


es, d'où: ça !- 18848 


h=—E T0 
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nombre de l’une des perpendiculaires, il forme un cube augmenté de 
sa racine. 

Posons que l’une des perpendiculaires est 1 arithme, et que l’autre 
est 1 carré d’arithme ; il s'établit ainsi que le carré de l’hypoténuse 
est un carré augmenté de la racine de ce carré (1). Reste à égaler 
1 bicarré d’arithme plus 1 carré d’arithme à un carré. Divisons tout 
par 1 carré d’arithme, et l’on obtient 1 carré d’arithme plus 1 unité à 
égaler à un carré. Égalons au carré ayant comme racine 1 arithme 
moins ? unités, et l’arithme devient ? d'unité. Le reste est clair (2). 


XXIV 


Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de l’une des per- 
pendiculaires soit un cube ; que le nombre de l’autre perpendicu- 
laire soit un cube à moins de la racine de ce cube, et que le nombre 
de l’hypoténuse soit un cube augmenté de la racine de ce cube. 

Posons que le nombre de l’hypoténuse est 1 cube d’arithme plus 
1 arithme, et que le nombre de l’une des perpendiculaires est 1 cube 
d’arithme moins 1 arithme. Dès lors, le nombre de l’autre perpendi- 


= 


x 225 PH AN 


F 2 2 
Posons l'équation pythagoricienne : Came | = at Go ou : 
_4216-L184 25 9 


RAA Y==— 2 2! LOS da | —_——, $j; © = 

78848x°-—-8432x 225, d’où : x EVE zag °U bien 176 Si donc nous 

| DRE £a : ; . p 5968 , 448 

adoptons la valeur ET. les côtés du triangle cherché seront : H— 725 b LÉ 
k = , et l’on aurait le même triangle en adoptant la valeur x=— TTC 


1. Bachet a proposé d’interpoler ici la phrase suivante : xai meptolleis napa Tov va 
sov ep} Tv dpfnv, notüy xUBov ai nheuodv, c'est-à-dire : «et (que le carré de 
l’hypoténuse) divisé par l’un des (côtés situés) autour de (l'angle) droit, forme un 
cube augmenté de sa racine ». (Cf. loc. cit. p. 140.) 

2. Soit H, b, hk le triangle rectangle devant satisfaire aux deux conditions : 


£ 
H?=0?+ x, et pt 8. 


Posons : b=x, et k=—x2. Dès lors, on satisfait à la première condition, puisque l’on 
Q + Q e 4 .,+ L Le] F 
a : H?=—h?+b2—x44%x2 Et l’on satisfait ainsi à la seconde condition, puisque l’on a : 


2 | à ‘ ; à AE 
CRE sat pe Or, H? étant un carré, on doit avoir l'expression x#+4x? égale 
x 


b 
A à » » , x x 2 » 4 + É 1 1 é 
à un carré, ou l'expression Sa os +1 égale à un carré. Egalons-la au carré 


0 . La A 3 
(x—2)}2, il vient, comme le texte : x?+1—(x—2)?, d'où : A = En conséquence, le 


RAD its 
triangle cherché sera b="; h= 16 et H— 6" 
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culaire sera ? carrés d’arithme. Reste à égaler 2 carrés d’arithme à 
un cube. Égalons à 1 cube d’arithme, et l’arithme devient ? unités. 

Revenant à ce que l’on a posé, le triangle sera 6, 8, 10, et la propo- 
sition est établie (1). 


1. Soit H, b, h le triangle rectangle devant satisfaire aux trois conditions : 
h—a8 (1), b—65—58 (II), H=y+7y (III). 

On satistait évidemment aux conditions (II) et (III) en posant : H—x3+%x, et 
b=x3—x, d'où : h=1/(x34x)2—(x5—x)}— 2x2. Dès lors, la condition (I) devient : 
2x2— 0%, Adoptons la détermination : «ÿ=—x%; donc, 2x*=x5, d’où, comme le texte : 
x=—=2. Le triangle cherché sera donc : H=—10; b=6, h=8. 

Les propositions de Diophante sur les triangles rectangles en nombres ont donné 
dieu à une série d’autres propositions analogues sur les triangles rectangles de la part 
de Bachet (voir édition du Diophante de Bachet). L'une de ces propositions : 
« trouver un triangle rectangle dont l’aire est un nombre donné », a suscité elle-même 
une note de Fermat, dans laquelle il énonce le remarquable théorème : « L’aire d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont exprimés en nombres rationnels, ne peut être 
un nombre carré ». La démonstration de ce théorème a été fournie par Frénicle 
dans son Traité des triangles en nombres. (Voir Mémoires de l’Académie Royale des 
Sciences, V. Paris, 1729, pp. 83-166.) 


LE LIVRE DES NOMBRES POLYGONES 


DE DIOPHANTE D'ALEXANDRIE 


Chacun des nombres qui sont accrus de l’unité à partir de trois uni- 
tés est premier nombre polygone à partir de l’unité (1),et il a autant 
d’angles que de quantité d'unités. Son côté (?) est le nombre qui 
suit l'unité ; c'est-à-dire 2. Dès lors, 3 sera un nombre triangulaire : 
4 un nombre quadrangulaire, 5 un nombre pentagone, et ainsi de 
suite (ÿ). 


1. C'est-à-dire est un premier nombre polygone de son espèce. 

2. C'est-à-dire la quantité qui indique son rang. 

3. Pour rappel de quelques notions élémentaires sur les nombres polygones, consi- 
dérons la progression arithmétique la plus simple : 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7...; prenons les 
sommes du premier, des deux, des trois, des quatre... premiers termes, nous aurons 
la suite des nombres : 1, 3, 6, 10, 15... qu’on appelle triangulaires ou trigones, parce 
. qu'on peut toujours ranger en triangles autant de points que ces nombres contien- 
nent d'unités, comme on le voit ci-après : 1, 3, Dre LUE 15 


? 


etc. Le côté de chaque triangle est l’un des nombres de la suite naturelle 1, 0 o 14 
; À : 
etc. Les nombres trigones sont représentés par la formule : 3 (#°+x), ou : nin+1). 


En prenant la progression arithmétique : 1. 3. 5. 7. 9. 11. 13. 15, etc., dont la 
raison est 2, on en déduira de même les sommes : 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, etc. qui 
forment les nombres quadrangulaires ou carrés ; dénomination justifiée par les 
figures ci-après : 

SN EC AE DE 16 ,etc. La formule des nombres quadrangulaires ou carrés 

7 Ur os Te est n°. 


La progression arithmétique : 1. 4. 7, 10. 13. 16. 19. etc., dont la différence est 3, 
donnera, pour la somme d’un, de deux, de trois termes, les nombres : 1, 5, 12, 22, 
35, 51, 70, etc., qui forment les nombres pentagones, et qui sont donc représentés 


par la formule : ; (3n?—n), ou : n(3n—1). On trouvera de la même manière les 


nombres hexagones, heptagones, octogones, etc. 

Pour représenter par des points les polygones d’un nombre quelconque de côtés, 
on commence par tracer un polygone régulier qui ait le nombre de côtés demandé ; 
ce nombre reste constant pour une même 
suite de nombres polygones, et il est égal 
à la différence de la progression arithmé- 
tique qui est l’origine de la suite, augmen- 
tée de 2. On tire ensuite, d’un des som- 
mets du polygone, des droites indéfinies 
à tous les autres sommets ; on prend, sur 
ces droites, des longueurs égales à un 
certain nombre de fois leurs parties com- 
prises entre l’origine commune et les 





Diophante d'Alexandrie. 24 
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Comme les nombres quadrangulaires constituent manifestement 
des carrés, parce qu'ils procèdent d’un nombre multiplié par lui- 
même, on a reconnu que tout nombre polygone, multiplié par 
quelque nombre dépendant de la quantité de ses angles, puis aug- 
“menté d’un carré dépendant de nouveau de la quantité de ses angles, 
fait apparaître un carré (1). Nous établirons la chose en faisant voir, 
en outre, comment l’on trouve un nombre polygone proposé (2) en 
partant du côté donné, et comment l’on obtient le côté d’un nombre 
polygone donné. Nous démontrerons au préalable les choses que l'on 
doit assumer dans ce but. 


I 


S1 trois nombres se dépassent l’un l’autre d’une manière égale, 
l’octuple produit du plus grand et du moyen, augmenté du carré du 
plus petit, donne un carré dont la racine [est] (?) égale à la somme du 
plus grand nombre et du double du nombre moyen. 

En effet, que trois nombres AB, BT, BA se dépassent l’un l’autre 
d'une manière égale. Il faut démontrer que l’octuple du produit des 
nombres AB, BT, [augmenté du carré du nombre AB forme un carré 
dont la racine est égale au nombre AB augmenté de deux nombres 


divers sommets du premier polygone ; on joint par de nouvelles droites parallèles 
aux côtés de ce polygone les points où le compas s’est arrêté, et on porte sur ces 
droites des parties égales aux côtés de ce même polygone. Les deux figures ci-contre 
représentent les constructions effectuées pour les nombres pentagones et hexagones. 

La formule générale des nombres polygones de l’ordre m, pour le côté n est : 
(m—2)n?—(m—4}n 

2 
suffit de multiplier par le nombre 8(»—2), et d'ajouter au produit le carré (”—4)? ; 
si la somme est un carré parfait a?, le nombre proposé est un polygone de l’espèce 
déterminée, Dans ce cas, le côté #, auquel correspond le polygone, s’obtiendra par la 
formule : n— 2274 
2(m—2) 

On trouvera une exposition plus complète de la théorie des nombres polygones 
dans les deux ouvrages suivants : 

Die Arithmetik und die Schrift über Polygonalzahlen des Diophantus von Alexan- 
dria, übersetzt und mit Anmerkungen begleitet von G. Wertheim, Leipzig, 1890, 
in-octavo, pp. 318-323. 

Le traité des nombres polygones de Diophante d'Alexandrie (neoi rnovywvoy dotfuwy). 
Traduction française avec une introduction, par Georges Massoutié. Macon, Protat 
frères, 1911, gr. in-80. Opuscule de 32 pages, voir pp. 7-12. 

1. C'est-à-dire que pour un nombre polygone $S ayant un nombre a d’angles on 
démontrera la propriété : 8S (a—2)+{(a—-4)?=nombre carré. 

2. C'est-à-dire un nombre polygone d’un ordre donné. 

3. Le mot écrit a été rétabli par Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 452.) 


. Pour reconnaître si un nombre est polygone de l’ordre #2, il 
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BF. En effet, partageons l’octuple du produit des nombres AB, BT 
suivant l’octuple du carré du nombre BF et l’octuple du produit des 
nombres Al", Bl] (1), puis, partageons de nouveau chacun des nom- 
bres que nous venons de dire en leurs deux parties égales, qui sont le 
quadruple produit des nombres AB, DB, le quadruple carré du nom- 
bre BJ, et le quadruple produit des nombres AT, l'B (2). Or, le 
second quadruple produit, ; 
celui des nombres Al, DB, 
réuni à un seul carré du nombre AB, forme le carré du nombre BA. 
Dès lors, il faut chercher comment la somme du carré du nombre AB, 
du quadruple produit des nombres AB, BT', et du quadruple carré du 
nombre BT, forme un carré. Si nous posons donc AE égal à BT, nous 
aurons transformé le quadruple produit de AB, Bl en quadruple 
produit de BA, AE ; lequel, réuni au quadruple carré de T'B, c’est-à- 
dire au quadruple carré de AE, devient égal au quadruple produit de 
BE, EA ; lequel, réuni au carré de AB, devient égal au carré de BE, 
EA, considéré comme carré décrit sur une seule ligne. Or, la somme 
de BE, EA est égale à AB, augmenté de 2 fois AE, c’est-à-dire de 
2 fois BF ; ce qu'il fallait démontrer (*). 


A 7” A 


a 


1. La phrase placée entre crochets a été reconstituée conjecturalement d’abord 
par Bachet, puis reproduite avec quelques modifications dans l’édition de Tannery. 
(Cf. loc. cit. Vol. T p. 452, 11. 9-13.) 

2. Le texte présente ici la phrase suivante que Tanneryÿ considère comme ayant 
été interpolée : routéotiy d terpaxte Ünd BI. l'A: icoç Yap à AT rx TA: perd 7oÙ 
dno AB, Vivetat retodywyos d dnd AB, c’est-à-dire : « ce qui est le quadruple produit 
de AT, TB, car AT est égal à TA, qui, avec le carré de AB, devient le carré de AB ». 

3. Représentons trois nombres en progression arithmétique par trois droites 
AB, BT, BA qui diffèrent entre-elles d’une même longueur. Il faut démontrer que 
l'on a : 8AB.BT+AB*—(AB+2BT). En effet, on a, par construction : AT—TA ; 
AB=—BT+AT, et AB—BI-—TA. Or, 8AB.BT—4AB.BT+4(BT+AT)BT— 
&4AB.BT+4BT°+4AT.BT—4AB.BT+4BI?+4TA.BI. Donc : 8AB.BT+AB°— 
4AB.BT+4BT°+4TA.BT+AB?. Appliquons la proposition VIII du livre II d’Eu- 
clide, énoncée comme suit : « Si une droite est partagée d’une manière quelconque, le 
quadruple du rectangle compris sous la droite entière et un de ses segments, avec 
le quarré de l’autre segment, est égal au quarré construit sur la droite entière et le 
premier segment, considérés comme ne formant qu’une seule droite ». (Voir éd. 
précitée de la traduction de Peyrard, p. 90.) On aura donc : 47A.BT+AB°— 
ATA.BT-+(BI—TA)?=4TA.BT+BT?+TA?-2TA.BT, ou 4TA.BT+AB°—(BT + 
TA)2—(BT+ T'A}2—BA?, Reste donc à transformer en un carré l'expression : 
AB°+4AB.BT+4BI°. Posons : AE—BT. Dès lors : AB°+4AB.BT+4BT°— 
AB°+4AB.AE+4AE°—AB?+4(BE—AE)AE-+4AH?—AB°+4BE.AE—4AE°+ 
4AE°—(BE— AE)? 4BE. AE=(BE+ AE)?2—(AB-+2AE)—(AB—+2BT)2. 
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IT 


Si des nombres en quantité quelconque sont en égale différence, 
[la différence] (!) du plus grand et du plus petit est un multiple de la 
différence de ces nombres, lequel procède d’une quantité inférieure 
d’une unité à la quantité des nombres choisis (?). 

Soient AB, BT, BA, BE des nombres en quantité quelconque en 
égale différence. Il faut démontrer que la différence des nombres 
AB, BE est un multiple de la différence des nombres AB, BT', lequel 
procède [d’une quantité] (#) inférieure d’une unité à celle des nom- 
bres AB, BF, BA, BE. 

En effet, puisque les nombres AB, BI", BA, BE sont supposés en 
égale différence, il s'ensuit que les nombres AT, l'A, AE sont égaux 
entre eux ; par conséquent, le nombre EA est un multiple du nom- 
bre AT procédant de la quantité des nombres AT, l'A, AE. Or, la 
quantité des nombres AT, l'A, AE est inférieure d’une unité à la 
AL pr enr g quantité des nombres AB, 

BT, BA, BE ; en sorte que 
le nombre EA est multiple du nombre AT' procédant d’une quantité 
inférieure d’une unité à la quantité des nombres AB, BT, BA, BE. 
Or le nombre AE est la différence des plus grand et plus petit nom- 
bres; tandis que le nombre AT'est la différence uniforme des nombres. 


III 


Si des nombres en quantité quelconque sont en égale différence, la 
somme du plus grand et du plus petit, multipliée par la quantité des 
nombres, forme un nombre double de la somme des nombres 
posés ({). 

Soient A, B, l', E, Z des nombres en quantité quelconque en égale 





1. Lacune à laquelle Bachet a suppléé par : à Ünepoyn. (Cf. loc. cit. p. 5.) 

2. Cet énoncé se traduirait en langage actuel : Dans une progression arithmétique, 
la différence entre le premier et le dernier terme est égale au produit de la différence 
commune par le nombre des termes de toute la progression moins un. 

3. Lacune comblée par Tannery au moyen des mots : toù mAñfous. (Cf. loc. cit. 
Vol. I, p. 454.) | 

4. En langage actuel : La somme de tous les termes d’une progression arithméti- 
que est égale à la moitié du produit de la somme des extrêmes multipliée par le 
nombre de tous les termes. 
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différence. Il faut démontrer que la somme des nombres À, 2, mul- 
tipliée par la quantité des nombres À, B, L, À, E, Z, forme un nom- 
bre qui est le double de la somme des nombres À, B, L, À, E, Z. 

En effet, la quantité des nombres A, B, T, A, E, Z est paire ou 
impaire. Qu'elle soit d’abord paire, et qu’il y ait autant d'unités 
dans le nombre H6 qu'il y a de nombres posés : en sorte que le 
nombre H6 est pair. Di- 


Visons-léfen/déux parties: M, Æiv,2B ru, "um, A, E.,Z., 
égales en K, et divisons CR #4 4 a 
HK en ses unités en À, M. Dès lors, puisque l excède À comme Z 
excède À, la somme de Z, A est égale à la somme de T', A. Mais, la 
somme de Z, A est égale au produit de la somme de Z, A et de HA : 
en sorte que la somme de F, À est égale au produit de la somme 
de Z, A et de À M. Pour la même raison, la somme de E, B est 
égale au produit de la somme de Z, À et de MK ; en sorte que la 
somme de A, B, |, À, E, Z est égale au produit de la somme de 
Z, À et de HK. Or, le produit de la somme de Z, A et de H8 est le 
double du produit de la somme de Z, A et de HK ; en sorte que le 
produit de la somme de Z, A et de H6, c’est-à-dire de la quantité des 
nombres À, B, l', À, E, Z, est aussi le double de la somme des nom- 
bres À, B, l, A, E,Z ; ce qu'il fallait démontrer (1). 

Les mêmes choses étant posées, que la quantité des nombres 
A, B,7T, À, E soit impaire, et qu’il y ait autant d’unités dans le nom- 
bre ZH qu'il y a de nombres À, B, F,, A, E. Dès lors, ZH est aussi un 
nombre impair. Prenons une unité ZO dans ce dernier nombre ; divi- 
sons OH en deux parties égales en K, et divisons 6K en ses unités 
en À. En conséquence, puisque [excède À comme E excède F, il 
s'ensuit que la somme de 
E, A est le double de F, A B r A 75 
c’est-à-dire le double pro- Z © A H# 


1. La première partie de la démonstration se déroule comme suit : Représentons 
le nombre pair des termes d’une progression arithmétique par les distances À, B, F, 
À, E, Z, comptées à partir de l’extrémité H de la droite HO. Divisons HO en deux 
parties égales au point K, et divisons HK en ses unités en A et M, c'est-à-dire en 
parties égales à la raison de la progression, en sorte que HA—AM—MK—1. Dès lors, 
on a : Z—A=—T—A, d’où, comme le texte : Z+A—T+A. Or, puisque HA—AM=—1, 
on peut écrire : Z+A=(Z+A)HA ; donc, l'+A=(Z+A)AM. On aura, de même : 
E+B—(Z+ A)MK. Donc, par addition : A+B+T+A+E+Z=(2+A) (HA+AM+ 
MK)=(Z+A)HK, d’où : 2(A+B+T-+A+E+Z)—(2+A)2HK—(Z+A)HO. 
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duit de I' et de AK. Pour la même raison d’ailleurs, la somme de 
B, A est le double produit de l' et de AG ; en sorte que la somme 
de À, E, B, A est le double produit de l' et de 6K. Mais, 6H est le 
double de 6K ; en sorte que la somme de À, E, B, À est aussi égale 
au produit de l' et de 6H. Or, l'est aussi égal au produit de let de 
07 ; en sorte que la somme de A, B, l', A, E est égale au produit de 
T' et de ZH. Or, le produit de la somme de A, E, et de ZH est le 
double du produit de [' et de ZH ; en sorte que le produit de la 
somme de À, E, et de ZH, c’est-à-dire de la quantité des nombre 
posés, est aussi le double de la somme des nombres A, B, l', A, E; 
ce qu’il fallait démontrer (1). 


IV 


Si, commençant à l'unité, des nombres en quantité quelconque 
sont en égale différence, la somme de tous ces nombres, multipliée 
par l’octuple de leur différence, et augmentée du carré du nombre 
inférieur de deux unités à la différence, devient un carré dont la 
racine, diminuée de deux unités, sera un multiple de la différence des 
nombres, lequel procède d’un nombre qui, augmenté d’une unité, 
est le double de la quantité de tous les nombres posés, y compris 
l’unité (?). | 

Soient AB, l'A, EZ des nombres en égale différence à partir de 
l'unité (3). Je dis que l’on obtiendra ce qui est proposé. 


1. Représentons maintenant les termes en nombre impair d’une progression 
arithmétique par les distances A, B, T, À, E, comptées à partir de l'extrémité Z de la 
droite ZH. La droite ZH représentant un nombre impair d'unités, soit ZO l’une de 
ces unités ; coupons OH en deux parties égales au point K, et divisons OK en ses 
unités au point A. Dès lors, on a : E—T—T—A, d’où, comme le texte : E+A—27. 
Or, AK=1; donc, E+A=2T X AK. On aura, de même : B+A=27T X AG. Donc, par 
addition : A+E+B+A=2T(AK+AO)=2T X OK. Or, O6H—20K,; donc : A+E+- 
B+A—TXOH. Or, ZO=1 ; donc : l—TxX®Z ; donc : A+LB+T+A+E— 
T(6H+06Z)=TI X ZH. Or, A+E=—2T, d'où : (AHE) x ZH=—2T XZH; d’où, comme 
le texte : (AHE) x ZH—2(A+B+T+HALE). 

2. Cet énoncé, dont la lecture est un peu pénible s'exprimerait donc algébrique- 
ment comme suit : Soit une progression arithmétique 1.1+4d.1+2d....1+{(n—1)4, 
de x nombres, dont la somme est S ; il faut démontrer que l’on a : Sx 84+- 
(d—2)2=[(2n—1)d +27. | | 

La longueur et la complication de la démonstration exposant quelque peu à en 
perdre le fil, nous la reprendrons explicitement en notes, au fur et à mesure de son 
développement. 

3. Soient, en progression arithmétique, les nombres 1, AB, l'A, EZ, tels que l’on 
ait : EZ—TA=TA—AB—=AB—I1,. 
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En effet, qu'il y ait autant d'unités dans HO qu'il y a de nombres 
posés, y compris l’unité (1). Dès lors, puisque l'excédent dont EZ 
dépasse l'unité est un multiple de l'excédent dont AB dépasse 
l'unité, multiple procédant du nombre inférieur d’une unité à OH, il 





s'ensuit que, si nous pre- + 
nonsrespectivement comme 9 4 | DH T AU £ 
unité AK, EA, HM, nous 4) M M 
aurons AZ comme multiple Fr A 

de KB découlant de M6; ÿ 
en sorte que AZ est égal Z 2e 
au produit de KB, MO (?). A 

De plus, si nous prenons KN | (2 


comme étant deux unités, nous cherchons si la somme de tous les 
nombres, multipliée par 8 fois KB, c'est-à-dire par 8 fois la diffé- 
rence des nombres, et augmentée du carré de NB, c’est-à-dire du 
carré du nombre inférieur de deux unités à la différence des nombres, 
devient un carré dont la racine, diminuée de deux unités, forme un 
nombre qui soit un multiple de la différence KB des nombres lequel 
procède de la somme de HO, 6M (*). Dès lors, puisque la somme 
de tous les nombres est la moitié du produit de la somme de ZE, EA 
et de OK, [et que le produit de la somme de ZE, EA et de 6H se 
partage! (#) en produit de AZ, HO, et en double produit de EA, H6, 
c'est-à-dire 2 fois HO, il s'ensuit que la somme de tous les nombres 
est encore [la moitié] (5) de la somme du produit de AZ, H6 et de 
2 fois HO. Mais, on a montré que AZ est égal au produit de KB, M6; 
donc, le produit de AK, H@ est aussi égal au nombre solide de KB, 
MO, H6 ($) ; en sorte que la somme de tous les nombres est la 
moitié de la somme du nombre solide de KB, M6, 6H, et de deux 


eee ee 


1. Posons HO —4 unités. 

2. La proposition II a démontré que l’on a : EZ—1—(AB—1) (H®—1). Posons : 
AK—EA=—HM=—I1; donc : EZ—EA—(AB—AK) (H®—HM), ou, comme le texte : 
AZ=KBXMEO. 

3. Si l’on pose : KN—2 unités, on aura : NB—KB—KN=—différence commune des 
nombres —2. Dès lors, d’après l’énoncé de la proposition, il faut démontrer que l’on 
a la relation : (I+AB+TA+EZ) +8KB+NB°— [(HO+6M)KB +2}. 

4. Lacune comblée d’abord par Bachet, puis par Tannery, d'une manière un peu 
différente, comme suit : drarpetrar dE 6 Ünd SUVAPOTÉpOU roy ZE, EA xai roù OH, 
{Cf. loc. cit. Vol. I, p. 462, Il. 8-9.) 

5. Sens rétabli par Bachet au moyen du mot : fous. (Cf. loc. cit. p. 9.) 

6. C'est-à-dire le nombre résultant du produit continu des trois facteurs KB, M@, 
H@,. 
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H6. Dès lors, si nous coupons M8 en deux parties égales en Æ, nous 
aurons la somme de tous les nombres égale au nombre solide de 
KB, H6, 68%, augmenté de un seul HO (1). Cherchons donc si le nom- 
bre solide issu de KB, H6, 6, augmenté de 6H, puis multiplié par 
8 fois KB, puis augmenté du carré de NB, devient un carré. Mais, le 
nombre solide issu de KB, H6, 68£, multiplié par un seul KB, forme 
le produit de HO, 8£ multiplié par le carré de KB ; en sorte que le 
nombre solide issu de KB, H96, 6€, multiplié par 8 KB, forme le 
produit de HO, 6%, multiplié par 8 carrés de KB, c’est-à-dire 8 fois 
le produit de HO, 6 multiplié par le carré de KB, ou 4 fois le produit 
de H6, 6M multiplié par le carré de KB. [Si] (2) l’on ajoute le produit 
de HO par 8 KB et le carré de NB à cette expression, devient-elle 
un carré ? Or, H68 multiplié par 8 KB forme l’octuple produit de 
H96, BK, donc, derechef le quadruple produit de H6, KB, multiplié 
par le carré de KB, augmenté de l’octuple produit de HO, KB, et 
augmenté du carré de NB, devient-il un carré ? Or, l’octuple produit 
de HO, KB se partage en quadruple produit de HM, KB, et en 
quadruple produit de la somme de H6, 6M fet de KB. Dès lors, le 
quadruple produit de H6, 6M] (*), multiplié par le carré de KB, 
augmenté du quadruple produit de HM, KB, puis augmenté du 
quadruple produit de la somme de H6, 8M et de KB, puis aug- 
menté du carré de NB, forme-t-il un carré ? Mais, le quadruple 
produit de HM, KB est égal au double produit de NK, KB ; lequel, 
accru du carré de NB, forme la somme des carrés de KB, KN ({). Dès 





1. La proposition IIT a démontré que la somme de tous les termes de la progres- 
sion est égale à la moitié de la somme des termes extrêmes multipliée par le nombre 
des termes. Or, les termes extrêmes sont ZE et EA=1, tandis que OH représente le 
nombre des termes ; donc, on aura, comme dans le texte : Somme des termes 


—}(ZE-+EA) x OH=2(AZ+EA-EA) x OH=1(AZ x OH-+2EA x OH). Or, EA— 1; 


| Ld # 
donc : Somme des termes=3 (A2 x H@-+2H90). Or, dans une note précédente, on 
a vu que l’on a : AZ=KBXMO, d'où : AZXHO=KB x MO x H9 ; donc : Somme 
des termes= (KB x MO XHO+2H96). Or, si l’on pose : 0E—;M0, il vient, comme 


le texte : Somme des termes — KB xXxHO XO5+H®. 

2. Restauration du mot et due à Tannery. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 464, 1. 5.) 

3. Lacune comblée d'abord par Bachet, puis d’une manière plus correcte par 
Tannery au moyen de la phrase : xai roÙ KB. et doa © dxte Ürd HO. OM. (Cf. loc. cit. 
Vol. I,p. 464,113) | 

4. Euclide,; livre IT, proposition VIII, dont l’énoncé a été reproduit dans une note 
précédente. 
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lors, le quadruple produit de 6H, 68M, multiplié par le carré de KB, 
puis augmenté du quadruple produit de la somme de HO, 6M et 
de KB, puis augmenté des carrés de BK, KN, devient-il un carré ? 
Or, derechef, le carré de KB se transforme en carré de HM mul- 
tiplié par le carré de KB ; ce qui, ajouté au quadruple produit de 
H9, 68M, multiplié par le carré de KB, [forme le carré de la somme 
de H9, 8M, multiplié par le carré de KB] (1). Dès lors, le carré de la 
somme de HO, 6H multiplié par le carré de KB, puis augmenté du 
quadruple produit de la somme de HO, 6M et de KB, puis augmenté 
du carré de KN, devient-il un carré ? Or, si nous posons que le nombre 
N£est égal au produit de la somme de H6, [8M](?) et de KB, le carré 
de la somme de H6, 6M, multiplié par le carré de KB sera aussi 
égal au carré de NE; chose qui sera démontrée dans la suite (#). Dès 
lors, la somme des carrés de EN, NK, augmentée du quadruple 
produit de la somme de H6, 6M et de KB, devient-elle un carré ? 
Mais, le quadruple produit de fla somme de](#) HO, 6M et de KB, 
est égal au quadruple de NE, parce qu’on a posé NE égal au produit de 
la somme de HO, 6M et de KB. D'autre part, quatre NE sont égaux 
au double produit de NE, NK ; car, on a posé NK égal à deux unités. 
Dès lors, la somme des carrés de NE, NK, augmentée du double pro- 
duit de N£, NK, forme-t-elle un carré ? Elle forme le carré de 
£K, dont la racine £K, diminuée des deux unités de NK, forme un 
nombre NE, qui est un multiple de la différence KB des nombres, 
lequel procède de la somme de H6, 6M ; somme qui, augmentée 
d’une unité HM, est [le double] (5) de l’ensemble de tous les nombres. 
posés (6). 


ee 





1. Lacune que Bachet a comblée par la phrase : note Toy dno suvauupotépou tou. 
HO. OM ëni roy dno tou KB zerpaywvoy. (Cf. loc. cit. p. 11.) 

2. Lacune que Bachet a comblée par OM. (Ibidem). 

3. Diophante invoque ici une relation dont il reporte la démonstration en 
annexe à la proposition. 

4, Sens rétabli par Tannery au moyen de suvauwotéoou tou. (Cf. loc. cit. Vol. I, 
p. 466, I. 8.) | 

5. Correction de Bachet au moyen du mot ôtrhastwy. 

6. On a vu, dans une note précédente, que l’on a : Somme des termes KB X HO x 
OE+H0. Substituons dans la relation à démontrer ; elle devient : (KB X HO XOE+. 
OH) x 8KB+-NB°—[{[(HO+OM]KB+2/2. La question revient donc à transformer le 
premier membre de cette dernière relation en un carré. Or, (KB X HO x @E) XKB— 
(HO X 08) xKE°; donc : (KB x HO x 6) x 8KB—(HO x @E) x 8KB?—(8H0 x @Z) 
x KB°=(4H0 x @M) x KB°. En conséquence, il faut chercher à transformer en un 
carré l'expression : (4H x 6M) xKB°+HO x 8KB--NB°, ou celle que le texte 
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DÉMONSTRATION DE CE QUI A ÉTÉ DIFFÉRÉ (1 


Soit À égal à la somme de H6, 6M ; B égal à KB, et [' égal au 
produit de la somme de H6, 6M et de KB. Je dis que le carré de la 
somme de HO, 6H, c'est-à-dire le carré de À, multiplié par le carré 
de KB, c’est-à-dire par le carré de B, est égal au carré de T°. 

Posons, dans le prolongement d’une droite, À, B respectivement 
égaux à AE, EZ ; décrivons, sur ces dernières droites, les carrés A6, 
EA, et achevons le parallélogramme 67. 
Dès lors A6 est au parallélogramme Z6 
comme AE est à EZ., et le en Elennt a 
OZ est à EA (?) comme 8E est à EK; par 
conséquent, le parallélogramme 6Z est 
moyen proportionnel entre les carrés A6, 
KZ; donc, le produit des carrés A6, ZK 
est égal au carré du parallélogramme 07 (3). 





présente sous la forme : (4H0 x 6 M) x KB*+8H06 XKB+NB”. Or, 8HOxKB— 
[A(HM + OM)+4H0] x KB—4HM X KB + 4(H06 +OM) X KB. En conséquence, il faut 
chercher à transformer en un carré l'expression : (4H® x OM) xKB*+4HMxKB+ 
AHO OM) x KB+NB*. Or, Ir, AHM X KB—2NKX KB. Ajoutons de part et d’autre 

NB? il vient : 4HMXKB+-NB°—2NK x KB+NB°. Or, en vertu de la proposition VII 
du livre II d’'Euclide, on a : 2NK x KB4-NB°=2NK x KB+(KB—NK)°=KB +NK?; 
donc, il faut transformer en un carré l'expression : RENTE SR X K KB? +4(H0 + 
OM) x KB+BK°+NK". ( Or, on on a : HM=1 : donc : KB? =HM XKB*. Dès lors, 
KB°-+(4H0 x OM) x KB°—HM° x KB RAHS x @M) x KB*. Or, en vertu de la pro- 
position VIII du livre II d'Euclide, énoncée comme suit : « Si une droite est partagée 
en deux parties d’une manière quelconque, le quadruple du rectangle compris sous 
la droite entière et un de ses segments, avec le quarré de l’autre segment, est égal 
au quarré construit sur la droite entière et le premier segment, considérés comme ne 
formant qu'une seule droite ». ». (Voir, éc éd. précitée de la traduction de Peyrard, p. 90), 
on on aura, comme le texte : HM?+KB°+(4H0 x OM) x KB” —(HM? +4H6 x 6M) x 
KB?°—[(H®6—0M)? +4H0 x OM] x KF°— (H@+@M)>XKB”. En conséquence, il 
s’agit de transformer en un carré l'expression : (H®+@6M)? x KB°+-4(HO+O6M) x 
KB+KN°. Or, si l’on pose : NE (H6+6MX X KB, on a, en vertu d un lemme que 
Diophante démontrera ci- après (voir note): : NE EU x 6M)2x KB” ; donc, il s’agit 
de transformer en un carré l'expression : NE?+LKN' *+4(H6+0M) X KB. Or, si l’ on 
considère que KN—2, cette dernière expression devient : NE?LKN?+LANE—NE? 
+KN°+2NE x KN— (NE KN)?—ER?. Or, EK—2—EK—NK=NE—(HO+0M) x 
KB; donc : EK—(HO+O0M) x KB+-2. En conséquence, (1+AB+TA+EZ) x8KB+ 
NB?—EK"—[(HO+0M)xKB+2]?; ce qu'il fallait démontrer. 

1. C'est-à-dire la démonstration du lemme invoqué au cours de la démonstration 
de la proposition précédente. Voir la figure relative à cette proposition. 

2. C'est-à-dire au carré EA. 

3. Voir figure relative à la proposition qui D Les lettres H et M sont abu- 
sives dans la figure du lemme. 
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Or, le carré A9 est égal au carré de la somme de HO, 8M (1), tandis 
que le carré ZK est égal au carré de KB (?), et le parallélogramme 6Z 
égal à NE. () En conséquence, le carré de la somme de H6, 8M, 
multiplié par le carré de KB, est égal au carré de NE (4). 


Les propositions précédentes une fois établies nous disons que, 
si des nombres en quantité quelconque, commençant à l’unité sont 
en certaine différence, la somme de tous ces nombres est un nombre 
polygone ; car il a autant d’angles que l'indique la différence de ces 
nombres augmentée de deux unités, et son côté est la quantité des 
nombres posés, y compris l'unité (5). 

En effet, puisque nous avons démontré que la somme de tous les 
nombres posés, multipliée par 8 KB (5), puis augmentée du carré de 
NB, forme le carré de £K, si nous prenons encore une autre unité 
AO (’)}, nous aurons KO égal à deux unités. Or, KN est pareïillement 
égal à deux unités ; donc, les nombres OB, BK, BN diffèrent égale- 
ment entre eux. En conséquence, l’octuple produit du plus grand 
nombre OB et du nombre moyen BK, augmenté du carré du plus 


1. Les lignes HO, OM se rapportent à la figure de la proposition précédente. 

2. La ligne KB, qui représente la raison de la progression, se rapporte également à 
la figure de la proposition précédente. ; 

3. Voir figure de la proposition précédente. 

4. Désignons par A la somme HO +@M des droites qui, dans la figure de la propo- 
sition précédente, représentent respectivement autant d'unités qu’il y a de termes 
dans la progression, et autant d’unités qu’il y a de termes moins 1 dans la progres- 
sion. Désignons par B la droite KB qui représente la différence commune des termes 
de la progression ; enfin, désignons par T'le produit (H® +@6M) x KB. Il faut démon- 
trer que l’on a : A2x B?—T°, ou (HO +OM)?x KB°=[(H®+OM) xKB}2. 

Portons, sur une droite indéfinie, les longueurs AE=— A, et EZ=—B. Décrivons les 


carrés AO, EA, et complétons le parallélogramme @7Z. Dès lors, on a: Aa ne 








parallélogr. ZO 

AE parallélogr. ZO OE carré AG parallélogr. ZO d'ot 

=— 2 — $ RE EP CU Er CET NT TT CUS) ou 
Ez’ © carré EA EK Due parallélogr. Z® carré EA 


comme le texte : carré AO Xcarré ZK—(parallélogr. Z@)?. Or, carré AG —A?— 
(H®+OM)?, et carré ZK—B?—KB°, et parallélogramme ZO=T—(H0+0M)xKB; 
donc : (H@+@M)? x KB°*—[(H6+6M) x KB}. Or, on avait posé : Né—(HO+6M) 
x KB ; donc, comme le texte : (H®+@M)2 x KB°—NE”. 

5. En d’autres termes : Dans toute progression arithmétique qui commence à 
l'unité et dont le nombre des termes est quelconque, la somme des termes est un 
nombre polygone ayant un nombre d’angles égal à la raison augmentée de 2, et 
dont le côté est le nombre des termes. 

6. Voir la figure de la proposition IV. 

7. C'est-à-dire si nous ajoutons encore une unité à la droite qui, dans la figure 
de la proposition IV, représente la progression. 
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petit nombre BN, forme un carré ayant comme racine la somme du 
plus grand nombre OB et du double du nombre moyen BK (1). Dès 
lors, OB, multiplié par 8 KB, et augmenté du carré de NB est égal 
au carré de la somme de OB et du double de KB ; et, la racine de ce 
carré étant diminuée de deux unités, c’est-à-dire de OK, il reste le 
triple de KB ; ce qui constitue un multiple de KB procédant de trois 
unités, tandis que trois unités, augmentées d’une unité, constituent 
le double de deux unités (?). | 

Dès lors, puisque la somme de tous les nombres posés, y compris 
l'unité, résout le même problème que le nombre OB (%) ; que le 
nombre OB est quelconque, et qu’il est premier nombre polygone ({} 
à partir de l’unité, (parce que AO est une unité, et que AB est le 
second nombre), et qu'il a comme côté deux unités, il s’ensuit que 
la somme de tous les nombres posés est aussi un nombre polygone, 
équiangle avec le nombre OB, ayant autant d’angles que l'indique 
le nombre qui dépasse de deux unités, c’est-à-dire de OK, la diffé- 
rence KB des nombres, et que le côté de ce nombre sera HO ; ce qui 
est la quantité des nombres posés y compris l’unité (5). 


a —————— — 





1. En vertu de la proposition I. 

2. C'est-à-dire le double de la commune différence des nombres OB, BK, BN. 

3. C'est-à-dire, puisque la somme des termes de la progression, y compris l’unité, 
satisfait à la relation de la proposition I, comme le fait le nombre OB. 

4. C'est-à-dire premier polygone de son espèce. 

5. Si l'on s’en rapporte à la figure de la proposition IV, on aura, en vertu de cette 
proposition : (Somme des termes de la progression) x 8KB-+NB°—EK*. Posons : 
AO—1 unité d’où : KO—2 unités. Or, on a aussi : KN—2 unités ; donc, OB, BK, BN 
sont en progression arithmétique, et l’on a, en vertu de la proposition I: 80B x BK+ 
BN°—(0B+2BK)}°, ou, comme le texte : OBX8BK+BN°-(0B+2KB)2. Or, OB+ 
2KB—2=0B+2KB—OK=3KB, et 3+1—2X2, c'est-à-dire que 3 est, à moins 
d’une unité, le double de 2, ou le double de la différence commune des nombres OB, 
BK, BN. Dès lors, dit le texte, la somme des termes de la 1r€ progression satisfait 
à la même relation que OB. En eftet, d’après la proposition II, on a, pour la progres- 
sion AB, l'A, EZ : (1H AB+TA-+EZ) x 8KB+NB°—{(HO+6M)xKB+2}, (I) ; 
tandis que pour la progression OB, KB, BN, on a vu que la proposition I donne : 
80BXBK+BN°—(0B+2BK)?, ou 80BXBK+BN°—[BK+OK+2BK|?—[BK+ 
2+2BK}°=[3BK+2}?, (II). Dès lors, Diophante compare les deux relations (I) et 
(IT). Le facteur OB du premier membre de la relation (1) est la somme des deux pre- 
miers termes OA=1 et AB de la progression, et il correspond donc au premier fac- 
teur du premier terme de la relation (IT), lequel est la somme des termes de Ja pro- 
gression. D'autre part, le facteur HO©+O@M du second membre de la relation (I) 
lequel peut s’écrire : H®+@M—HM—HO+H®—1—2H@—1, correspond au 
facteur 3—2 X 2—1 du second membre de la relation (II). 

Ces deux relations seront donc identiques, si le nombre des termes de la première 
progression est 2. Or, le nombre OB est quelconque, et est donc constamment le 
premier nombre polygone à partir de l’unité, et il a comme côté 2, car AO=I1 ; et 
AB est le second nombre de la progression. En conséquence, la somme des termes. 
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Ainsi se trouve démontré ce qu’'Hypsiclès a dit dans une défini- 
tion : « Lorsque autant de nombres qu’on voudra en commençant à 
l'unité sont en différence égale quelconque, si cette différence reste 
l'unité, la somme de tous ces nombres sera [un nombre triangulaire ; 
si la différence est de deux unités] (1), la somme sera un nombre 
carré, et si la différence est de trois unités, la somme sera un nombre 
pentagone. D'autre part, la quantité d’angles de ces derniers nom- 
bres sera désignée suivant le nombre qui excède de deux unités la 
différence et leurs côtés le seront d’après la quantité des nombres 
posés (?), y compris l’unité » (). 

Dès lors, puisque l’on obtient des nombres triangulaires lorsque la 
différence est l’unité, les côtés de ces nombres sont les plus grands 
des nombres posés ({), et le produit du plus grand nombre posé et de 
ce plus grand nombre augmenté d’une unité est le double du nombre 
triangulaire considéré (5). Et puisque OB, ($) qui possède autant 
d’angles qu'il contient d’unités, multiplié par l’octuple du nombre 
qui lui est inférieur de deux unités (ce nombre étant la différence, il 
sera multiplié par l’octuple de KB) (*), [et] (5) accru du carré du 
nombre qui lui est inférieur de quatre unités, c’est-à-dire du carré 
de NB, forme un carré, la définition des nombres polygones sera la 


a 


de la progression AB, l'A, EZ est aussi un nombre polygone, ayant le même nombre 
d’angles que le nombre OB; ce nombre d’angles étant : (différence KB des nombres) 
+OK—=KB-+2, et le côté de ce nombre polygone sera : HO —nombre des termes de 
la progression +1. 

1. Lacune comblée par Bachet au moyen des mots : totywvos, uadog dé (CE. loc. 
cit. p. 19). À 

2. C'est-à-dire la quantité de termes des progressions considérées ayant respecti- 
vement comme raison 1, 2, 3... unités. : 

3. C'est-à-dire dans une progression arithmétique 1. 1+d. 1424... 1+{(n—1)4, 

Rs — 1 2 

la somme des # termes, c’est-à-dire : pure ] sera un nombre polygone de 
rang #, et ayant d+2 angles. ESS, ARTE 

4. C'est-à-dire que le côté du nombre triangulaire étant désigné d’après le nom- 
bre de termes de la progression de raison 1, il sera désigné par le plus grand terme. 

5. Si, dans la relation de la note avant-précédente, on a : d=1, il vient, comme 
dans le texte : 2[somme des termes, ou nombre triangulaire] ==#(#+ 1), c'est-à-dire 
le produit du plus grand nombre # de la progression par ce plus grand nombre accru 
de 1. 

6. C'est-à-dire le nombre polygone OB, somme des termes de la progression plus 
1 unité. ME 

‘7. Phrase incidente que le texte place entre parenthèses, et qui a peut-être été 
interpolée. ve | + 

8. Sens rétabli par Tannery en restituant ici le mot x, (Cf. loc. cit. Vol. I, p.472, 
LE12) 
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suivante : « Tout nombre polygone multiplié par l’octuple d’une 
quantité inférieure de deux unités à celle de ses angles, et aug- 
menté du carré d’une quantité inférieure de quatre unités à celle 
des angles, forme un carré (1). 


Avant démontré tout à la fois la définition des nombres poly- 
gones d’'Hypsiclès et celle-ci, il faut montrer ensuite comment, son 
côté étant donné, le polygone requis sera trouvé. 

En effet, si l’on a HO comme côté donné d’un nombre polygone, 
et si l’on a aussi la quantité de ses angles, on a aussi KB comme 
donné. Dès lors, on a aussi le produit de la somme de H6, OM et 
de KB comme donné, lequel est égal à NE; en sorte que l’on a aussi 
K£ comme donné, parce que NK est deux unités. En conséquence, 
on a aussi le carré de K£ comme donné. Et si l’on en retranche le 
carré de NB qui est donné, on a aussi le reste comme donné, lequel 
est un multiple du nombre polygone cherché ; multiple procédant 
de l’octuple de KB ; en sorte que le nombre polygone cherché peut 
être trouvé (?). On trouvera encore de même le côté HO d’un nombre 
polygone donné; ce qu’il fallait démontrer. 


Nous montrerons encore les choses d’une manière plus didactique 
pour ceux qui désirent comprendre facilement ces questions par des 
voies abrégées. 

En effet, ayant pris le côté du nombre polygone, doublons-le 
toujours, retranchons-en l'unité ; puis, multipliant le reste par une 


quantité inférieure de deux unités à celle de ses angles, ajoutons 


constamment deux unités au nombre obtenu ; enfin, prenant le carré 
du nombre ainsi obtenu, retranchons-en le carré d’une quantité 
inférieure de quatre unités à celle des angles, et divisant le reste par 


1. Considérant que BK—OB—-2, et que BN—OB—4, la relation 80B x BK+ BN° 
—nombre carré (0B+2BK)° peut s’écrire, comme dans le texte : OBX 8(0B—2) + 
(OB—4)?=nombre carré. 

2. La relation : (Somme des termes de la progression, ou nombre polygone) x 8KB 
NB°=[(H6+0M) x KB+2]? permettra de trouver le nombre triangulaire si l’on 
donne le côté HO et le nombre des angles ; car dès lors, KB, ou différence des termes 
de la progression est donné, d’ où, : (H@+6M) X KB=NE est donné, d'où Ké= 
NE KN—NE+2est donné, d'où KE? est donné. né. Or, NB°est donné : donc, KE?—NB? 
KE? NB 


est donné ; donc : nombre polygone= 
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l’octuple d'une quantité inférieure de deux unités à celle des angles, 
nous trouverons le nombre polygone cherché (1). 

Si, au contraire, le nombre polygone même est donné, nous trou- 
verons son côté de la manière suivante : multiplions le nombre poly- 
gone, par l’octuple d’une quantité inférieure de deux unités à celle 
des angles ; ajoutons au nombre obtenu le carré d’une quantité 
inférieure de quatre unités à celle des angles, et nous trouverons un 
carré, si toutefois le nombre proposé est un polygone. Retranchons 
constamment deux unités de la racine de ce carré ; divisons le reste 
par une quantité inférieure de deux unités à celle des angles ; 
ajoutons une unité au nombre ainsi obtenu ; enfin, prenant la moitié 
du nombre obtenu, nous aurons le côté du nombre polygone en 
question (?). 


1. En effet, si nous désignons par S le nombre polygone, ou somme des termes 
d’une progression arithmétique, dont le côté est #, et dont la quantité d’angles est a, 
nous aurons d’après la définition du nombre polygone donnée plus haut : S X 8(a—2) 
+ (a—4)?=[(2n—1) (a—2)+272, d’où, comme le texte : 

cs [(2n—1) (a—2)+2/—(a—4) 
8(a—2) 

2. Si, au contraire, on donne le nombre polygone $S, ayant la quantité d’angles a, 

Ja relation de la note précédente donnera, conformément au texte : 
_1Y/S x 8(a—2) +(a—4)?—2 | 
n=;] pe 1 |. 

C’est en cet endroit du texte de Diophante, que Fermat écrivit la note suivante 
en marge de son exemplaire de l’édition de Bachet : « Je mettrai ici sans démonstra- 
tion une proposition très belle et très remarquable que j'ai découverte. Dans la pro- 
gression naturelle, commençant à l'unité, le produit d’un nombre quelconque par le 
nombre immédiatement supérieur, fait le double du triangle du premier nombre, Si 
le multiplicateur est le triangle du nombre immédiatement supérieur, on a le triple 
de la pyramide du premier nombre. Si c’est la pyramide du nombre immédiatement 
supérieur, on a le quadruple du triangulo-triangulaire du premier nombre ; et ainsi 
de suite indéfiniment suivant une règle uniforme et générale. J’estime qu’on ne 
peut énoncer sur les nombres un théorème qui soit plus beau ou plus général. Je n’ai 
ni le temps, ni la place d’en mettre la démonstration sur cette marge ». (Œuvres de 
Fermat, publiées par Paul Tannery et Charles Henry. Paris, Gauthier-Villars. Voir 
texte latin, T. I, 1891, p. 341, et traduction française, T. III, 1896, p. 273.) Fermat 
énonce la même proposition dans une lettre au Père Mersenne, en septembre 1636. 
(Ibidem, T. II, 1894, p. 70), et dans une lettre à Roberval, le 4 novembre suivant. 
(Ibidem, T. II, pp. 84-85.) Les nombres figurés du théorème de Fermat s'expriment 
donc par les formules : #, Le 3} net ie Pe Gers): etc.,et l’on 
en trouvera une démonstration intéressante dans l’ouvrage précité de Wertheim, 
(pp. 318-320). Pascal retrouva le théorème de Fermat en l’énonçant comme suit dans 
la XIe proposition de son célèbre Traité des Ordres numériques : « Un nombre, de 
quelque ordre que ce soit, estant multiplié par la racine précédente et divisé par 
l’'exposant de son ordre, donne pour quotient le nombre de l’ordre suivant qui 
procède de cette racine ». (Œuvres de Blaise Pascal, par Léon Brunschvieg, Pierre 
Boutroux et Félix Gazier. Paris, Hachette, XIV vol. in-80, 1908-1912, voir t. III, 
pp. 509-511). 
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Un nombre étant donné, chercher de combien de manières il peut 
être un nombre polygone. 

Soit AB le nombre donné ; soit BI' la quantité de ses angles, et 
prenons, sur BT', les deux unités l'A, et les quatre unités l'E. Dès 
lors, puisque le nombre polygone AB a autant d’angles que l'indique 
BC (1), il s'ensuit que l’octuple du produit de AB, BA, augmenté du 
carré de BE, forme un carré. Soit ZH la racine de ce carré ; en sorte 

que le carré de ZH est égal 
Et | 1 # à l’octuple du produit de 
AB, BA, augmenté du carré 
de BE. Prenons, sur AB, 
Def 4 une unité A6, et partageons 
l’octuple produit de AB, BA 
en quadruple produit de A6, BA, et en quadruple produit de la 
somme de AB, B6 let de BA. Posons] (?) AK [égal] (*) au quadruple 
[de la somme de AB, B9] (4), et transformons, d’une part, le qua- 
druple produit de la somme de AB, B6 et de BA en produit de KA, 
AB, et, d'autre part, le quadruple produit de A6, BA en double 
produit de BA, AE ; car, EA constitue deux unités. En conséquence, 
le carré de ZH est aussi égal au produit de KA, AB, augmenté du 
double produit de BA, AEË, puis augmenté du carré de BE. Mais, le 
double produit de BA, AE, augmenté du carré de BE, est égal aux 
carrés de BA, AE ; donc, le carré de ZH est aussi égal au produit de 
KA, AB, augmenté des carrés de BA, AE. Or, le produit de KA, AB, 
augmenté [du carré] ($) de BA, est égal au produit de KB, BA ; 
donc, le carré de ZH est aussi égal au produit de KB, BA, augmenté 
du carré de AE. 

Dès lors, puisque AK, qui est égal au quadruple de la somme de 
AB, B9, est plus grand que le quadruple de A6, c'est-à-dire plus 
grand que quatre unités ; et vu que AT est deux unités, il s'ensuit 
que le reste l'K est plus grand que les deux unités l'A. En consé- 
quence, le point de division de AK en deux parties égales tombera 





1. C'est-à-dire autant d’angles qu'il y a d'unités dans BT. 

2, 3, 4. Les trois parties du texte placées entre crochets ont été reconstituées, 
d’abord par Bachet, puis de la manière suivante dans l’édition critique de Tannery : 
xai To BA. xeiofu t50ç suvaupotéow rw AB. BO. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 476, IL. 15-16.) 

5. Lacune comblée par Bachet au moyen de &n9 vod, puis, plus simplement dans 
l'édition critique de Tannery, au moyen du mot dro. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 478, 
5) 
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entre les points |’, K, soit au point À, et le produit de KB, BA sera 
transformé en différence des carrés de BA, AA. En effet, puisque AK 
est coupé en deux parties égales au point À, et que l’on ajoute AB, 
le produit de KB, BA, augmenté du carré de AA, est aussi égal au 
carré AB (1) ; donc, le carré de AB excède le carré de AA du produit 
de KB, BA. En conséquence, le carré de ZH est aussi égal à la diffé- 
rence des carrés de BA, AA, augmentée du carré de AE. Ajoutons de 
part et d’autre le carré de AA, et les carrés de ZH, AA valent donc 
les carrés de BA, AE. Or, si la somme de deux nombres est égale à la 
somme de deux nombres, les différences réciproques de ces nombres 
sont aussi égales ; donc, la différence des carrés de AA, AE est égale 
à la différence [des carrés] (?) de AB, ZH. Et puisque EA est égal à 
AT, et que l’on ajoute l'A, il s’ensuit que le produit de EA, AT, 
augmenté du carré de l'A, est égal au carré de AA (5). En consé- 
quence, la différence des carrés de AA, AT, c’est-à-dire des carrés de 
AA, AË, ce qui constitue le produit de EA, AT, est égale à la diffé- 
rence des carrés de AB, ZH. 

_Posons ZM égal à BA, (on a, en effet, BA plus grand que ZH, 
parce qu’on a montré que les carrés de ZH, AA valent les carrés de 
BA, AE ; enfin, on a le carré de AA plus grand que le carré de AE, 
parce qu'il est aussi plus grand que le carré de AT ; en sorte que le 
carré de BA est aussi plus grand que le carré de ZH ; donc, posons 
ZM [égal] (?) à BA) (5). Dès lors, la différence des carrés de ZM, ZH 
est aussi égale au produit de EA, AT. Et puisque AK est le quadru- 
ple de la somme de AB, B6, et que AK est coupé en deux parties 
égales au point À, il s'ensuit que AA est le double de la somme de 
AB, B6. Or, AT est le double de A6 ; donc, le reste AT est le double 
de ? B6, et l'A est donc le quadruple de 6B ; en sorte que 6B est la 


1. EUCLIDE, livre II, proposition VI énoncée comme suit : « Si une ligne droite est 
coupée en deux parties égales, et si on lui ajoute directement une droite quelconque, 
le rectangle compris sous une droite composée de la première droite et de la droite 
ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré de la moitié de la première ligne 
droite, est égal au quarré d’une droite composée de la moitié de la première ligne 
droite et de la droite ajoutée ». (Voir éd. précitée de la traduction de Peyrard, 

. 86. 
i 2: pas comblée par Tannery au moyen des mots : dnd Toy. (C£. loc. cit. 
Vol. I, p. 478, 1. 19.) 

3. EUCLIDE, livre II, proposition VI, énoncée en note avant-précédente, 

4, Lacune à laquelle Bachet a suppléé par le mot {506. (Cf. loc. cit. p. 23). 

5. La phrase explétive que le texte place entre parenthèses a probablement été 
interpolée, 


Diophante d'Alexandrie. £5 
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quatrième partie de AI". Mais, l'unité AG est le quart des quatre uni- 
tés ET ; donc, AB en entier est la quatrième partie de EA. Or, on a 
montré que 6B est aussi la quatrième partie de Al'; donc, le produit 
de AB, B6 est le seizième du produit de EA, AF, et le produit de 
EA, AT est donc égal à seize fois le produit de AB, B6. Or, on a 
montré que le produit de EA, AT est égal à la différence des carrés 
de MZ, ZH ; donc, seize fois le produit de AB, B6 est aussi égal à 
la différence des carrés de MZ, ZH, c’est-à-dire égal au carré de MH, 
augmenté du double produit de ZH, HM ; en sorte que seize fois le 
produit de AB, B6 est égal au carré de HM, augmenté du double 
produit de ZH, HM. En conséquence, HM est un nombre pair. Cou- 
pons HM en deux parties égales au point N...…. (En 





1. Le reste du texte est perdu, à moins que cette proposition n'ait jamais été 
achevée ; car Tannery a émis des doutes sur son authenticité, et a considéré le 
fragment comme une vaine tentative de solution de la part de quelque commen- 
tateur grec. (Cf. loc. cit. Vol. I, p. 477.) 

Reprenons en notations usuelles le texte du fragment, on aura, en vertu de la 
proposition IV : 8AB X BA+BE°—nombre carré. Si ZH est Ja racine de ce carré, on 
a, comme dans le texte : ZH*—8AB x BA+BE° (1). Si l’on pose: AG=1, on pourra 
écrire successivement : 8AB X BA—4A0 X BA+4AB x BA+4AB X BA—4A0O X BA— 
4AO X BA+4AB X BA+-4(AB—AO)X BA=—4A@ x BA+4{(AB+BO)xX BA. Posons : 
AK=4(AB+BO) ; donc : 4(AB+BO) X BA—AK X BA. Or, on a posé : AE=2 ; 
donc : AE—2A0O ; donc : 4AO X BA—2BAX AE. Dès lors, la relation (I) devient, 
comme dans le texte : ZH?—KA x BA+2BAXAE+BE*. Or,ona (Euclide, livre IT, 
prop. VII) : 2BAXAE+BE°—2BA XAE-—+(BA—AE)?2=BA?+AE? ; donc : ZH°— 
KA x BA+BAŸ+AE*. Or, on a (Euclide, livre II, prop. I) : KAX BA+BA°— 
(KB—BA)BA+BA°=KB x BA ; donc : ZH*=—KB x BA+AE*. Or, on a posé, d’une 
part : AK=4(AB+BO)>4A0>4, et, d'autre part : AT=2,et l'on a : AK=TK+AT; 
donc : l'K>AT. En conséquence, si l’on divise AK en deux parties égales, le point de 
division À tombera entre l'et K. Or, on a (Euclide, livre IT, prop. VI) : KB x BA+ 
AA°=—2(AK—+ BA) x BA+AK°=(BA+AK)?-=(BA+AA)=AB", d’où, comme le 
texte : AB*—AA*=KBXBA Dès lors, ZH°—AB?—AA?+AË? d’où, comme le 
texte : ZH°+AA*—AB?+AE?, d’où : AA°—AE?—AB°—7ZH?. Derechef, puisque 
EA=AT, on a (Euclide, livre Il, prop. VI) : EAX AT +TA*=—(2AT+AT) x AT + 
TAŸ={(AT+TA)2=AA?, d'où : AA°—TA?—EA x AT, ou : AA’ —AE —EAXAT ; 
d’où comparant avec la relation précédente : AAŸ—AE*-—AB°—ZH”, il vient comme 
dans le texte : EA X AT —AB"—7ZH>. Posons : ZM—BA ; ce qui est possible, puisque 
comme le dit incidemment le texte, on a : BA>ZH parce que l’on a eu plus haut : 
ZH°+AA*—AB"+AE", et que AA°>AT* ou AA?>AE?, d'où : AB°>ZH*. Dès 
lors, la relation qui précède devient, comme dans le texte : ZM?--ZH°—EA x AT. 
Or, on a posé: AK—4(AB+BO), et AA=5AK : donc : AA—2(AB+B0). Or, 
AT =2A90 ; donc, comme le texte : AA—AT—AT—2AB+2B0—240=—2(2B0)=— 


4BO, d’où : BOAT. Or, (A@=1)= (ET —4) ; donc, BO+AO—AB=TAT+ 





FET= JE Dès lors, AB x B@= LEA X AT, d'où, comme le texte : EAXAT=— 
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16AB x BO. Or, on a eu plus haut: EA x AT=MZ—ZH*; donc : 16ABX BO— 
MZ°—ZH°. Or, MZ°—ZH"=(2H+MH)—ZH°=MH?+2ZH x HM ; donc, comme 
le texte : 16AB X BO—MH"+2ZH x HM. Le nombre MH est donc pair. Divisons 
MH en deux parties égales au point N..….. 

Dans la série des propositions qu'il a données comme commentaire au traité des 
nombres polygones de Divphante, Bachet a montré que la solution la plus simple 
du problème inachevé doit être trouvée dans la formule 2S=#f(n—1) (a—-2)+ 2], 
dans laquelle S est un nombre polygone, ou, comme Diophante l’a démontré, somme 
déterminée de termes d’une progression arithmétique, ayant pour côté le nombre # 
et un nombre a d’angles. 

C’est à cette formule qu’aboutit G. Wertheim,au moyen de longs développements 
géométriques, dans la reconstitution conjecturale qu’il a donnée de la partie man- 
quante de la solution de Diophante. (Zetfschrift für Mathematik und Physik. Hist. 
litt. À bieilung, 1897, pp. 121-126). 

Cette formule peut servir à trouver de la manière suivante de combien de manières 
un nombre donné S peut être un nombre polygone : Décomposons 2S en deux fac- 
teurs de toutes les manières possibles à l'exclusion des facteurs 1 et 2$. Adoptons le 
plus petit facteur comme étant le nombre # du côté du nombre $. Divisons l’autre 
facteur par #—1 après l’avoir diminué de deux unités. Si la division se fait sans reste, 
les facteurs considérés répondent à la question, et le nombre d’angles du nombre 
polygone sera le quotient de cette division augmenté de deux unités. Si le second 
facteur diminué de deux unités n’est pas divisible exactement par #—1 la décompo- 
sition en facteurs considérée ne pourra être utilisée. Un nombre donné sera donc 
autant de fois nombre polygone qu’il pourra être décomposé en deux facteurs 
donnant lieu à la division sans reste. Le choix des facteurs est toutefois limité. En 


DS NE DEL PROS En LE 2(S—n) 
effet, la formule donne : AU an—a—2n, d'où : rt) ; donc AP) 





: : S ‘ sr: ; 
_ doit être un nombre entier de même que = Or comme on doit avoir a > 3, il s'ensuit 


2(S—n) > 1, d’où: D VAE) Si l’on cherche, par 
n(n—1) 2 


exemple, de combien de manières le nombre 325 est polygone, la formule qui précède 
donne : Fonc A EREX 825 RS 25 Or, comme on a: 2X325—2X5X5X 13, les 





que l’on doit avoir aussi : 


valeurs de #, prises dans la suite des 25 premiers nombres naturels, seront donc 
limitées à 2, 5, 10, 13, 25; en sorte que ces dernières valeurs de # donneront pour a, 
par substitution dans une relation précédente, les valeurs correspondantes 325, 34, 
9, 6, 3. 

Le fait que Diophante aurait pu résoudre la proposition en s'appuyant directement 
sur la formule qui traduit sa définition du nombre polygone vient à l’appui du doute 
qui a été émis sur l'authenticité de cette proposition. En effet cette formule de défi- 
nition peut être ramenée à la formule : 2S=#[(#—1) (a—2)+2], par des développe- 
ments géométriques beaucoup plus simples que ceux qui ont été employés par 
Wertheim pour achever la solution du texte. (Cf. Heath, loc. cit. p. 236.) 

D'ailleurs, algébriquement, la formule de la définition de Diophante : 8S(a—2) + 
(a—4)?=[(2#—1) (a—2)+2]? devient : 8S(a—2)—(2n—1)? (a—2)?+4(2n—1) 
(a—2)+4—(a—4)?, d'où : 2S(a—2)=n[2(a—2)+(a—2)? (n—1)], d'où 2S=n#[2+ 
(#—1) (a—2)]. 
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ERRAT A : 


xxx, note 2, 1. 1, il faut © au lieu de €. 

xxx11, note 5, 1. 6, il faut s'agit au lieu de ‘agit. 
XxXxvV, note 3, 1. 2, il faut Schulz au lieu de Schultz. 
XXXVIIL, 1. 14, il faut habileté au lieu de habilité. 


57, note 4, 1. 4, il faut m. n au lieu de m, n. : 


À à 2 
60, note 2, 1. 5, il faut En au lieu de EE 2). 


77, note 2, I. 2, il faut .fits au lieu de tfitc. 
125, note 3, 1. 2, il faut X=3x au lieu de X—3a. 
127, note 1, il faut AYatB au lieu de ATacB. 


158, note 5, il faut 5a«Ma au lieu de caMx. 
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